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Znr  Geschichte  des  Dualismos  in  der  Geometrie« 

Von 

Herrn  Oberscbnlrath  Dr.  J.  H.  T.  Müller^ 

za  Wi«a1>aden. 


EiDBender  dieses  hatte  in  seinem  Lehrbuche  der  Stereo- 
metrie (Halle  1851)  am  Schlüsse  in  den  historischen  Notizen 
bemerkt,  dass  er  die  ersten  Spuren  des  ^Dualismus  bei  Mauro- 
lycns  (D.  Francisci  Maurolyci;  Abbatis  Messanensis» 
Opnscula  mathematica.  Venetiis  MDLXXV.  4.)  gefunden« 
Bei  der  Seltenheit  dieses  Werkes  durfte  es  vielleicht  Manchem 
erwünscht  sein,  die  betreffende  Stell e,  deren  Mittheilung  dort 
unterblieb,  wulrtlich  kennen  zu  lernen.  Sie  findet  sich  in  der^ 
wahrscheinlich  1532  geschriebenen  Vorrede  zu  seiner  Uebersetzung 
des  13.  Buchs  der  Euklidischen  Elemente. 

Quinqne  sunt  solida  regularia  Geometrarum»  scilicet 
cubus,  sive  hezuhednim,  quod  sex  basibus  quadratis^  et 
octo  angttlis  solidis  clanditur.  Octahedrum,  quod  octo  tri» 
angulis  basibus  et  sex  angulis  solidis  finitur.  unde  haec  sibi 
inTicem  correlativa  sunt:  quia  quot  bases  habet  unum,  tot 
solides  angulos  habet  reliquum.'  Sequitur  Icoshaedrum  viginti 
trianguHs  basibus  et  duodecim  angulis  solidis  constructum. 
Inde  Dodecahedrum  sub  duodecim  basibus  pentagonis  et 
▼iglDti  angulis  solidis  clausum.  et  est  aliud  par  correlati- 
vorum  corporum  vicissim  alternans  basium  etangulorum  nume- 
rum«  Quintum  vero  solidum  Pyramis  unicum  est,  ac  soll* 
tarium,  eorrelativo  carens.  ipsum  enim  met  sifai  respondet: 
quandoquidem  quatuor  triangulas  bases  et  totidem  solides 
sortttur. 

Theü  X3XIV.  1 
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Der  von  Maurolycns  fSr  uoser  »,daaf  gebraachte  Name 
correlativ  ist  sehr  bezeichnend  und  lässt  Termuthen,  dass  jene 
Gegenüberstellung  der  fegulären  Polyeder  kein  flQchtiger  Einfall 
gewesen,  sondern  bei  ihm  aus  anderweitigen  Studien  hervorge- 
gangen sei.  Diess  bestätiget  sich ,  wenn  man  dessen  Arithmetik 
(Ej.  Arithmeticorum  libri  duo,  nunc  primum  in  lucem 
editi.  Venet.  MDLXXV.  4.)  vergleicht^  worin  er  sich,  der 
damaligen  Richtung  gemäss,  namentlich  mit  den  figurirten  Zahlen 
beschäftigt.  In  der  Einleitung  zum  2.  Theile  des  1.  Buche»  be- 
handelt er  (wie  es  scheint  zum  ersten  Male)  die  centrale  An- 
ordnung der  Punkte  in  den  regulären  KOrpern. 

Seite  47.;  Agendum  nunc  de  solidis  regularibus  centralibus» 
in  quibus  semper  ynitas  in  centro  ponitur  sicut  et  In  planis  nume- 
ris  centralibus.  Sed  opereprecium  *  est  intelligere  inprimis^  quo 
pacto  disponendae  slnt  eaeterae  unitates,  et  quibua  in  locis,  ad 
efforroanda,  ut  decet,  talia  solida  numeralia.  Nee  dubium,  quin 
in  singulis,  posita  nnitate  centri  tam  per  singulos  solides  angulos» 
quam  per  singula  basium  centra  singulae  sint  unitates  disponen- 
dae.  Itaque  cum  pyramis  habeat  quatuor  angulos  et  totidem  bases, 
habebit  cum  centrali  unitate  novem  unitates.  Cum  autem  octahe- 
drum  habeat  sex  angulos  et  octo  bases  et  centrum;  habebit  uni- 
tates quindecim.  et  totidem  unitates  cubus:  quandoqnidem  habet 
angulos  octo  et  bases  sex  et  centrum.  Unde  sicut  secundus  ab 
onltate  octahedrus,  secundo  adequatur  cubo;  itä  et  tertius  tertio, 
etc.  ut  postea  demonstrabimus.  Deinde  cum  icosbaedrnm  habeat 
12  angulos  solldos,  bases  autem  20  et  centrum;  constituetur  ex 
iinifatibus  33.  et  ex  totidem  unitatibus  dodecahedrus,  ut  pote  qnl 
habet  angulos  20.  bases  12  et  centrum,  boc  est  secundus  fcos- 
baedrus  secundo  Dodecahedro  aequalls  est.  Et  similiter  deinde 
tertios  tertio  etc. :  et  sequentes  eiequentibos  singuli  singulis  Icos- 
h^edri  üodecabedris  ininfinitum  semper  adaequäbuntur  propter 
eandeqi,  quae  in  Octahedro  et  Cubo,  reclprocam  angulorum 
et  basium  numerorum  aequalitatem.  Sed  qup  pacto  sequen- 
tes soiidi  nuroeri,  hoc  est,  sequentium  locorum  formentur,  audi. 
Nee  te^i  perspicacissime  lector,  taedeat  ea  perpendere,  quae  ad 
hujusmodi  numerarias  formas^  ab  aliis  omissa,  et  ad  speculationis 
Aritbmeticae  perfectionem  maxime  spectant.  Cogaoacpa  enim 
proprietates  earum  potatu  dignjssimas,  nee  nisi  ^nripsia  Ingeoiis 
patulas.  Imaginor  Itaque  in  hisce  quinque  siognli«  regularibtts 
selidis«  a  centro  ad  angulos  educi  singulas  semidiametrQs:  qnae 
quidem  in  pyramide  erunt  4,  in  octahedro  6,  in  c«bo  8«  ui  icos- 
haedro  12,  in  dodecahedro  20:  qaot  seilieet  snnt  a^Udi  anguli, 
seu  vertices  solidorum.    Deinde  in  iisdem  intelligo  Un^aria  latera 
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quad  vertices  ipsos  coDiongimt.  in  pyramid«  sdlleet  lätetä  6.  lu 
octahedro  12.  In  cobo  totidem.  In  icashaedro  30.  In  dodecahe-, 
dro  totidem.  Qaae  qnidem,  cam  seroidiametris  latera  singula 
binis  totidem  trianguloe  continent  qaot  sunt  latera. 

Aus  Letzterem  ergiebt  ^ich  zugleich«  wie  nahe  Maurolycus 
bereits  dem  Eulerscheo  Satze^   däss  e-f /^^-f  2>   gewesen  ist 

Die  Verfoignng  des  oben  angedeuteten  Zweckes  hat  unwill- 
kürlich in  ein  anderes  Gebiet,  das  der  figurirten  Zahlen  im  wei- 
teren Sinne  des  Wortes ,  geführt,  und  vielleicht  bei  Manchem  die 
Frage  nach  des  Maurolycus'  Ceutralzahlen  der  successiven 
regulären  Korper  mit  längseinander  fallenden  Halbmessern  ange- 
legt Da  die  wörtliche  Mittbeilung  de«  Originals  hier  ^u  tüA 
Raum  in  Anspruch  n^bm^n  wCIrdej  zumal  ihr  di^  Parstellung  der 
Centralzablen  der  ebenen  Polygone  vorausgehen  müsste:  so  wird 
ein  kurzer  Auszug  aus  dem  Ganzen  genügen  und  vielleicht  selbst 
erwflnschter  sein. 

Den  Mittelpunkt  jedes  regulären  ebenen  Vielecks  sieht  Man- 
rolycus  als  dessen  Kern,  als  die  Einheit,  an.  Aus  diesem 
zieht  er  nach  allen  Ecken  die  Halbmesser.  Dann  Ist  die  Zahl 
jedes  Halbmessers  :=!,   also  die  Centralzahl 

des  Isten     3ecks^      4ecks^     S^cks,»,,-, 
^'     1+3J,    1+4.1,  l+&.l,n.. 

Werden  alle  Halbmesser  verdoppelt  und  zu  deren  Endpunkten 
die  2ten  Vielecke  construirt,  so  sind 

3.2,    4.2,    5.2,,... 

^ie  Zahlen  dieser  flalbni^sser.  Hierzu  *fcomm«n  jetat  noch  di^ 
flalbirungspookte  der  nenen  Vielfck^seiten,  so  4<isf  dicf  Uentral* 

zahlen  der  zweiten  Vielecke 

• ' '  -     -  •  • 

=  1  +  3.2  +  3.1,    1  +  4.2+4.1,    1+5.2  +  6.1,.... 

«istd.  , 

Durch  Verdreifachung  der  Halbmesser  gelangt  man  au  den 
dritten  Vielecken,' di^ren  Seiten  zu  dritteln  sind,  weshalb  die 
Gentrakahlen  der  3ten  Vielecke 

;;^l  +  3.3+3.3,    1+4.3  +  4.3,    1+5.3  +  5.3,.... 

«Ad  dier  Ar  ntdn  Vielecke 

±=I+3.;i43*-7]Pp>     I+4.n  +  4.— j-g— ,     l+S.n+S.-y-g 
sind.  ^ 


i  ••• 
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Baut  inait  aus  diesei»  SQCcessiveD  .  . 

Secken ,    4ecken ,    Sacken , . . . » 

m  *        ' 

m 

mit  den  Centralzablen 

4  S  6 

10  1$  1« 

19  25  31 

31  41  51 

•  *  • 

•  •  • 

•  •  « 

•  •  • 

6%e  3->  4-9  5», ....  seitigen  Pyramiden  auf,  so  sind  die  Zaiilen 
(nicht  die  Gentralzahlen)  dieser  Pyramiden: 

M.f  X  §  !,•••• 

6  6           7 

15  19  23                                    .^ 

34  44  54 

65  85  105 


Diese  hier  erhaltenen  W^rthe  nun  setzen  uns  in  den  Stand ,    die 
Gentralzahlen '  der  tegulfiren  Polyeder  zu  finden. 

Wie  bei  den  Polygonen  bildet  nach  Maurolycus,  auch  bei 
den  Polyedern  der  Mittelpunkt  dessen  Kern  oder  .das  nullte  Po- 
lyeder mit  dem  Werthe  1* 

Ans  diesem  Mittelpunkte  werden  die  Halbmesser  nach  allen 
Polyederscheiteln  gezogen,  wodurch  eben  so  yiel  Dreiecke,  als 
das  Polyeder  Kanten,  und  eben  so  viel  P3rramlden  bestimmt  sind, 
als  das.  Polyeder  Flächen,  hat 

Die  2ten,  3ten»  4ten,.«..  zugehörigen  Polyeder  erhält  maur 
durch  Ver-  2-,  3->  4*, ....  fachung  der  Halbmesser  der  fünf  Isten 
Polyeder,  wenn  durch  die  Endpunkte  der  Verlängerungen  die 
^ntsfirechenden  Ebenen  gelegt  werden« 

Demnach 

•  Halblnesser  'Drei^eke-  Pyramiden 

hat  das  Tetraeder 4.  6  4  Sseitige^ 

„      „    Oktaeder 6  12  8  Sseitige» 

„      „  Hexaeder  *  ....    *  8  .12  6  4seitige^ 

„     „   Ikosaeder 12  >  <dO  20  Sseitige, 

„      „    Dodekaeder     ....  20  30  12  5seitige. 
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Nach  Maurolycus  nun  sind  filr  die  Iten,  2teD«  Sten,  ^ten, — 
Polyeder  die  Zahlen  fär  die  Dreiecke  =:     0,      1,       3,       6, ./.. 

die  Zahlen  fQr  die  Sseitig.  Pyramiden  =      1,      5,      16 »      34».... 

J9       99      99    w  4seitig.         „  '      =     1,      6,      19,     44,«... 

.,»       99      ^9    w  öseltig.         „         =     1,    '7,      23,      54,.... 

Vergl.  (0). 

Hiernach  ergeben  mcb  folgende  Centralzahlen  fär  dielsten> 
2ten»  3ten, '4ten,....  Polyeder,  und  zwar 

'  für  das  Tetraeder: 
Kern,  Halbm.,  Dreiecke,  Pyram. 
1  +  4.1  +    6.0    +  4-1  ==    9 

1   +  4.2  +    6.1    +  4.5  =  35 

1  +  4.3  -t-    6.3    -f  4.15=  91 

1  -f  4.4  +    6.6    +  4.34=189 

.  •  •  •  • 

•  .  .  .  • 

..... 

.  *  .  •  • 

fffr  das  Oktaeder:         flir  das  Hexaeder: 
I-I-«.!  4-12.0-1-8.1  =  15  =  1-1-8. 1-f  12.0-1-6.1 
l-f6.2-f  12.1-1-8.5  =  65  =  1-1-8.2-1- 12. 1-1-6.6 
l4-6.3-|-l2.3-F8.16=176  =  1-1-8.34-12.3-1-6.19 
l-f6.4-fl2.6-f8.34=3e9=l-|-8.4+12.6-f6.44 


fär  das  Ikosaeder:  för  das  Dodekaeder: 

1-1-12.1-^30.0+20.1  =  33=l-f20. 1-1-30. 0-f  12.1 

1-1-12.2-1-30.14^20.5  =:ISS=H20.24^30. 14-12.7 

14-12.3  4-30.3  4-20.15=427=1+20.34-30.34-12.23 

14-12.44-30.6  +  20.34=909=14-20.44-30.64-12.54 

.  .  ...  .<*  *  * 


Schliesalich  «el  noch  bemerkt,  dass  von  den  Reihen  in  (<D), 

lAmlicb  von 

« 

• 

1,    5,    15,    34,      65,.... 

r 

1,    6,    19,    44,      85,.... 

1,    7,    23,    54,    105,.... 

die  itten  Glieder  beziehungsweise 

, 

m.n*-\-\      n.2n«  +  l      m.5n*+l 

<> 

1.2     '          1.3      '          1.6    - 

sind. 

m            •                                                                                                                                                                                               . 
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Vdn  den  drei  Reihett  uaiiercK  Cebtralsahlen  aber,  nSmüdk  von 

t,     9,     35,     91,    189 '     ' 

1,    15,      65,    175,    369,.... 
>,    53,    165.    427,    909,.... 

erbalteD  «rir  als  ntes  Glied: 

I 

{in-^l){H^^n^t)  fflt  «las  Tetraeder; 
(2«-l)(2««-2«+l)„  ..  Hexaeder' 
(2„-l)(ön«-5«+l)„     „     n  *?"''"    • 

^  '^  ■    /  7»      7>      Dodekaeder 


II. 

Geometrische  Aufgaben  darch  Berechnung  gelost 

Von 

Herrn  H.  J.  Heller^ 

Oberlehrer  an  der  Königlichen  ReaUchnle  zu  HerÜD. 


Die  Lotung  etner  (^oroetrLscben  Aufgabe  duriSb  Coo^fhittion 
zu  treffen 9  ist  oft  eine  Sache  des  Zufalls;  in  nicht  wenigen  Ffti«' 
len  ist  man  des  Erfolges  bei  vorhergehender  Berechnung  gewis- 
ser. Allerdings  ist  die  Construction  gewöhnlich  kfirzer  und  ele« 
ganter,  die  Berechnung  nicht  selten  weitläuftig  und  schwerfällig. 
Dagegen  gelangt  man  bisweilen  auf  dem  berechnenden  Wege  zur 
ganz  allgemeinen  Construction  algebraischer  Ausdrücke,  leh  lasse 
ein  paar  Beispiele  solcher  Losungen  durch  Reohnung  folgen,  die, 
meines  Wissens,  noch  nicht  veroffentlieht  si.nd,  obgleich  Lösun- 
gen durch  Construction  allgemein  bekannt  sind. 
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Aufgabe.    Ein  beliebiges  Dreieck  in  eio  gleichaei- 
tiges  SU  verwand.eln.    (Taf.  L  Fig*  I.) 

Gesetzt»    ABC  ist  das  gefundene  gleichseitige  Dreieck  lud 
AD  ein  Loth,  so  ist 

AC^  =  AD^  +  DC^. 

und  da  DC^kBC^\ACi 

AC^  =  AD^  +  J  JC», 
oder 

Am=\AC*, 

oder 

iAD^  =  ZAC^y 
also 

iAD  =  ACV^ 
oder 

r 
I 

Da  aber  DC^=>  lAC,   so  verbalten  sich 

ADiDC  =  \ACV9'.iAC, 
d.  h. 

ÄDiDC=V3:l. 

Zieht  man  iUS  parallel  DC  und  CE  parallel  AD^  so  ist  das  Rechteck 
AECD  =3  Dreieck  ABC*  Die  Aufgabe  wird  also  gelost  sein,  wenn 
man  das  gegebene  beliebige  Dreieck  in  ein  Rechteck  verwandelt, 
dessen  Seiten  sich  wie  V3 : 1  verhalten. 

Man  verwandelt  also  zuerst  das  gegebene  beliebige  Dreieck 
in  ein  Parallelogramm,  dies  in  ein  Rechteck,  das  Rechteck  in 
ein  Quadrat, 

Gesetzt,  abcd  (Taf.  I.  Fig.  2.)  sei  das  Quadrat,  so  muss  dies 
ehiem  Rechtecke  gleich  gemacht  werden,  dessen  Seiten  sich  wie 
V3:l  verhalten. 

Es  sei  dies  das  Rechteck  cefg.  Da  man  die  Länge  der  Seite 
ce  nicht  kennt,  werde  sie  mit  a,  und  f/^  mit  y  bezeichnet;    oder 

da  :r:y=:V3;l,   so  ist  yr=-r^* 

Wird  nun  das  Quadrat  aftcdsl  gesetzt,  so  ist 

iL  — 1 
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öder 


und 


\r«=v^3,    ar=v3 


V3. 


Die  Conetructioii  dieser  Ausdrfioke  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise : 

Legt  man  die  Seite  des  Quadrats  in  Taf.  I.  Fig.  2.»  das  mao 
durch  Vervrandlung  bekommen  hat,  und  welches  man,  wi^  seine 
ISeite  =1  gesetzt  hat,  doppelt  an  einander  in  mn  (Taf.  li  Fig.  3.)> 
und  schlfigt  von  ihrer  Mitte  q  einen  Halbkreis,  trägt  ferner  von 
n  aus  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  p  ab  und  zieht  mp^  so  ist 
diese  Linie  f}i;i  =  Vß« 

Verlängert  man  mp  um  die  Seite  des  Quadrats  =1  bis  q  und 
schlägt  von  r,  der  Mitte  der  Linie  pq^  einen  Halbkreis,  und  trägt 
von  p  aus  in  diesen  die  Differenz  V3 — 1  bis  j  ab,  zieht  alsdann 

4 

qt^  so  ist  diese  Linie  q$  das  Doppelte  von  v3,  und  ihre  Hälfte 
gleich  der  einen  Seite  x  A^^  gesuchten  Rechtecks.     Denn 


also 


und 


^,«=(V3  +  l)«-(v/3--l)2, 


qtP^  ar  4  V3 


^       ^5=2^3,     ?2-  =  V3  =  ar. 

Man  sieht  sogleich,  dass  durch  Fortsetzung  desselben  Ver-» 

fahrens  sich  eben  so  würden  v^*  V3  und  überhaupt  \/3  (n   als 
ganze  positive  Zahl  genommen)  construiren  lassen. 

Errichtet  man  ferner  Ober  x  ein  Quadrat,  theiit  es  in  3  gleiche 

Rechtecke  und  verwandelt  eines  derselben,    welches  also  =-»- 

Vwp'  X 

i/3 

oder  --^  =  y,  d.  h.  gleich  der  andern  Seite  des  gesuchten  Recht* 

eckes,   dessen  Verwandlung  in  das  verlangte  gleichseitige  Drei- 
eck sich  aus  Taf.  L  Fig.  1.  ergiebt. 

Oder  —  da  aus  Taf.  L  Fig.  L  deutlich ,  dass  ZilC£=iR  ist,  — 
flian  legt,  wenn  x  gefunden  jst,  au  den  einen  Endpunkt  derselben 


durcA  Berechnung  gelöst.  9 

V 

einen  R,  an  den  andern  einen  Winkel  =:JR  an;  die  Linier  die 
mit  jr  den  R  bildet,  wird,  bis  znpi  Durcliscbnittspunkt  mit  der 
anderen  angelegten  Linie,  y  sein* 

In  einem  Lehrbncbe  der  Geometrie,  welches  dem  Dnterricbte 
in  einer  preussischen  höheren  Lehranstalt  zu  Grande  gelegt  wird, 
findet  sich  folgende  Losung  der  vorstehenden  Aufgabe,  —  eine 
Losung,  die  so  abenteuerlich  ist,  dass  ich  mir  ihre  Hittheilqng 
nicht  versagen  kann. 

y,Auflösung.  Man  gebe  dem  gegebenen  Dreiecke  einen 
Winkel  von  |R ;  und  es  «ei  ABC  (Taf.  L  Fig.  4.)  das  auf  diese 
Weise  entstandene  Dreieck,  dessen  Winkel,  bei  B  jene  Grösse 
hat  Man  lege  nun  iu  A  auch  einen  Winkel  von  }R  an ,  wodurch 
das  gleichseitige  Dreieck  BAD  entsteht,  halbire  CD  in  G  und 
ziehe  GE  parallel  mit  AD^  so  ist  BEG  das  gesuchte  Dreieck/' 

Bei  dieser  Construction  wird  vorausgesetzt,  wenn  ^  BEO 
sz^BAC  sein  soll,  dass  ^CFG  =  C^AFE  ist  Das  Letztere 
scheint  der  Erfinder  dieser  Coustructionsmethode' ohne  Weiteres 
deshalb  angenommen  zu  haben,  weil  CG=GD  =  EA  ist* 

Jene  Dreiecke  aber  sind  ungleich.  Denn  verbindet  man  A 
nndG,  so  mOssten,  wenn  i^CFG  und  ^AFE  gleich  sein  soll- 
ten, auch  .^CAG  und.  ^AGE  gleich  sein,  da  zu  jenen  Drei- 
ecken nur  das  gemeinschaftliche  A  GAF  hinzugekommen  ist. 

Nun  sind  aber  ^CAG  und  ^AGE  ungleich;  denn  sie  haben 
zwar  die  gleichen  Grundlinien  CG  und  EA,  aber  ihre  Hohen  AH 
und  GK  sind  ungleich,   da  GK-^DL,  DL  aber  =:AH  ist* 

Folglich  sind  auch  £iCFG  und  ^AFE  ungleich,  also  auch 
das  construirte  Dreieck  BEG  dem  gegebenen  ungleich. 

Man  sieht  aus  dem  Obigen,  dass  es  bei  dieser  Constructions- 
weise  auf  die  Annahme  hinausläuft,  als  konnten  Dreiecke  von 
gleichen  Grundlinien  und  ungleichen  Hohen  dem  Flächenrauma 
nach  einander  gleich  sein* 

In  einer  anderen  Aufgabe:  „Ein  beliebiges  Dreieck  in 
ein  Dreieck  zu  verwandeln,  dessen  Winkel  gegeben 
sind'',  wird  die  Sache  auf  ähnliche  Weise  angestellt. 

D*  h.  wenn  ABC  (Taf.  I.  Flg.  5.)  das  Dreieck  ist,  in  dem  man 
dei>' einen  «gegebenen  Winkel  bei  B  schon  angelegt  hat,  so  soll 
der  andere  Winkel  bei  A  an  ^il* angelegt  werden,  so  dass  BAD 
der  zweite  gegebene  Winkel  ist;  qs  soll  ferner  CD  in  E  halbirt  und 
£Fparallelili> gezogen  werden,  um  ^B^FE^/^BACzfmhekommen. 
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Abof  diAHe  Constroetton  iat  >^iederiim  fabcli. 

Denn»   bezeichnet  man  A'B  mit  c,   BC  mit  ix,    CD  mit  6, 

CG  mit  ö*  ^^  ii'it  y»  so  mu^  sich,  da  FE  parallel  AD  ist^  ver- 
halten x 

(a  +  6);(a+g)Äc:y, 
d.  h. 

■ 

Ferner  fet ,  wenn  A  Ä^**  =^^BAC, 

b 


d.  k 


folglich  müsste 


<«+!>*    «c 


8wn>.odM 


«  +  A  ,  fr 

«  +  2 


«+5 


oder 


oder 


oder 


a4-6  -  fr 

«  +  2 


a«+^  +  4-=«*+  flfr 

fr* 
a*4-  «fr  +  -T-  s=:a* + afr » 


welches  fidsche  Resultat  aytr  tod  der  unrichtigeD  Amu^bnio»  das« 
^BEF^^BAClBt,  herrührt. 

Solche  Coiistructionen   den    Schfi(erti    Torroarchen, 
das  heisst  doch»  sio  hinter  das  Lieht  ffibren. 


'    durelk  Berechnunif  gelöst  11 

Die  richtige  constrnctiTe  LOsang  ist  bekanotlicb  dieser  zwei«^ 
ten  Aufgabe  mit  der  eret^en  gemeinsam.  Wie  bei  jener  aber 
setze  icb  aach  fiir  diese  Aufgabe  eine  auf  Rechnung  gegründete 
LSsung  her. 

Gesetzt  wieder,  :^BC  (Taf.  I.  Fig.  6.)  sei  das  Dreieclc,  dem 
man  schon  den  einen  Winkel  bei  £  gegeben  hat,  ^BAD  sei  der 
zweite  Winkel,  der  dem  zu  construirenden  Dreieck  gegeben  wer- 
den  soll,  so  handelt  es  sich  darum,  zwischen  Cund  ZI  den  Punkt 
zu  findep,  von  dem  aus  die  Parallele  mit  AD  gezogen  werden 
mnss,  durch  welche  ein  Aem  ^  ABC  %\e\ches  Dreieck  entsteht, 
welches  einen  dem  ^BAD  gleichen  Winkel  hat. 

Ist  F  dieser  Punkt  und  FG  die  Parallele,  so  werde  BC  mit 
a,  CD  mit  6,  BA  mit  c,  die  noch  unbekannte  CF  mit  ac,  die 
ebenfalls  noch  unbekannte  GA  mit  y  bezeichnet.  Danach  Ist 
FD  =  b--x. 

Sollen  die  Dreiecke  CFB  and  Criljff  gleich  sein,  was  bei  der. 
Losung  der  Aufgabe  stattfinden  muss,  somuss  GC  parallel  ^Fsein« 

Alsdann  verhält  steh: 

und  da  auch   GF  parallel  AD, 

folglich 
oder 

ab — 4uc=iax+a^, 

ab  ==  iax  -f  3:\ 

Die   Cbttstraction   ist   also  so   zu  machen,   dass  die  GleiclniBg 
a^  +  2ax=:ab  stattfindet 

Zu  diesem  Zwecke  schlägt  man  um  BD  einen  Halbkreis,  er- 
richtet in  C  ein  Loth,  das  den  Halbkreis  in  J  treffen  muge,  zieht 
ßJ^  schlägt  ten  B  iitts  mit  BJ  einen  Kreis,  und  wenn  dieser  die 
BD  io  F  trifft,  «o  verhält  sich«  dti  BJss:BF^a  +  jf  ist, 

a:(a+,ai)  =  (o  +  o?)  :((l  +  6) 
oder 
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oder 

.    2aJc  +  a?*  =  oft. 

Dies  ist  aber  die  erforderliche  Gleichung. 


III. 

Die  Fläche  des  sphärischen   Vierecks« 


Von 


Herrn  Dr.  J.  F.  Könij^ 

Prufe«sor  am  Koeiphöf  seh^n  G^'mnacio  zu  Könignberg  i.  Pr. 


Der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  fordert  Theil  IL 
Seite  326.  die  Leser  desselben  auf,  für  das  sphärische  Viereck  einen 
Ausdruck  zu  suchen,  welcher  dem  entspricht,  den  Herr  Director 
8trehlke  dort  für  das  ebene  Viereck  gegeben  hat.  So  viel  ich 
weiss  ist  nur  der  verstorbene  Professor  Sohncke  dieser  Aufforde- 
rung in  soweit  nachgekommen,  dass  er  Tbl.  IV.  S.  447.  einige  zwar 
interessante  Fläcbenformeln  ffir's  sphärische  Viereek  mittbeilt»  von 
denen  aber  wohl  keine  der  fraglichen  entsprechend  genannt  wer*, 
den  kann.  Mehr  dürfte  in  dieser  Beziehung  die  zunächst  fol- 
gende  Formel  befriedigen. 

Bezeichnet  man  die  auf  einander  folgenden  Seiten  AB,  BC, 
CD,  DA  mit  a,  b,  c,  d,  die  Diagonale  ^C  mit  e,  u+b-t-c+d 
mit  2s,  dann  hat  schon  Herr  Streb Ike  a.  a.  O.  die  auch  auf 
etwas  anderm  Wege  leicht  abzuleitende 'Gleichung : 

sin(f-a)sin(«-6)sin(f-c)sin(t-<2)=:(isin  asinA  sin£-|*isin  csinrfsinZ>)* 

+8mite\pbßincsindcosi{B+D)^ 


Xöni9.^  Di€  Fiäche  d»  spkäri9ekm  Vierecks.  IS 

gefanden.    Hieraas  ist  dod: 

aiaasinbsinB  -t-sittcBindstikD 

=2V)siD(f-a)8in(<-6)sin(«— c)8iD(^-<{)-8inasin6sincsini:{cosl(17-|*l^)*} 

und,  wenn  man  die  FIfichen  der  Dreiecke  ^CB  nnd  ACD  mit  f 
und  f  bezeichnet  9  da 


sinöSinÄSin^sseosgSio* » 
sin  a  sin  ö  sin  jD  =  cos  5  si  n.77 


ist: 


Femer  ist: 


.   f      2F — sincsinr/sinO 

sin  Ä  =s 7—  » 

2  .       e       a       ö 

4  cos  5  cos  ^  cos  ^ 

/*      2F— sinasin6siniB 

sin  Tv  SS, j —  • 

»  .       e       c       d 

«cos^cosüeos^ 


/      l+cosg4cosg+cos6 

cos  4I  = ä —  9 

2  ,       e       a       b 


4coS(t  cos  Ä  cos  z% 

f        1-f  C0S6*i-C0SC4C0S£{.  ' 
cos  7»  == 7 9 

4  cos  ö  cos  n  cos  3" 

und  diese  vier  Werthe»   in  das  aufgelöste 

(f     f>\  jp 

gesetzt»  geben,  wenn  man  noch  mit' 

■    «*   a       b       c       d 
4  cos  -^  cos  ^  cos  5  cos  5  cos  -^ 

multiplicirt : 

.       «■      a      *      c      d  .  F  •^.  •    e*.€osa4-cos6-fcose-feosc{. 
4C0S-2  cos^cos^  cosä  cos«  sin2=2  Flcos^-f — -H[ ' \ 

—  «cos 7  (sioasinfrsinJff-f  sincsind^sinZ)) 

•  •       •  i  •    »cosafcosÄ  ,    .       ...    ^cosir+cosrf/ 

—  {8inasin6sin£^ j- -{-suicsiqdsinD 4 }. 


Nun  ist 

6in<iain6  sid  A-f  sin  dsm  rftfinD  XB  2  F, 

also 

siD  a  siD  6  sin  B j +  sin  c  sin  d  sin  Z> 7^     ' 

cosa+cosft+cosc+cosd^     ,,  .       .  n  .   »      c+d       cd 
= 2 ^ — lIsinasinosinÄcos— jr— cos— ^— 

■    •       •*»w       0-4*0        o^'-'ö 
+  sin  c  sin  asinZ>cos  — i—  cos  —5—  j, 

und  durch  Substitution  schliesslich: 

S8in(«— a)sin(«  — 6)sin(«— c)6in(f— iQ  \ 
.       ...       .    ,       B+D^       l 
— sin  asm  osin  csmacos  — -x —  1 

^  ,       a       b       c      a 

4COS5  cos  5  cos  A  cos  ^ 

sinaainAsini?oos~2~^  cos  -y  4sinrsini{sini>cos-^  cos^^ 

"*"  I       o       Ä       c       3        ?  ' 

o  cos  5  cos  5  cos  5  cos -Q  cos -ö- 

Aber 

-TTSscos   ■  1      -l-sinafliiiAchfi-^  j 


cos 


^s=cos — g-    -f«iD««tii&cos Y  =P 

c  +  rf*  2>« 

s=cos — ö~    +sincsindcos-5  =^'9 

also  auch 


:^'=v?:^ 


Diese  Formel  gieht  für  i2=0  den  richtigen  Werth  ffir  sinl^» 


e« 


da  daon  c^e  und  der  Zähler  des  a^v^eiten  Bruches  s 2 cos 5   V 
wird,    und   entspricht   wohl    dem    Flächenausdrucke   des   Herrn 
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Strejilke  fQr's   ebene  Viereck.     Dass   die  Wqrzelgrosse  oieht 
alleio  vorkonimeD  kann,  wie  bei'm  ebenen' Viereck ,    folgt  schon 

daraus;  das^  hier  allgemein  nicht  eoä    ;^  ■     ^cos»  ■  ^  ■>  »wie es 
bei'm  Viereck  in  der  Ebene  der  Fall  ist 


Satz.  Die  Flache  des  sphSrischen  Dreiecks  ist  dutch  die 
Grundlinie  und  den  die  beiden  anderen  Seiten  balbirenden  Bogen 
bestimmt. 

Beweis  1.  Heisst  in  unserer  Figur  der  a  und  6  halbirende 
Bogen  /,  so  ist:  « 

u«  Ä  +  6«      ,  ,       5« 

C0S5  2=  cos — 5^   -f  sin a  sin 6 cos -H" 

ß2       ^«  „a       ^2 

=  cos^  goSq    +Bin^   sins  -KisinasinftcosA, 

cos  7 = cos  ^  cos  n -f  sin  9  sin  ö  cos£; 


also 


cosy*;=cos2  cos^  -Fsin^i  siaa  eos^-hi8inasin6cos0 


and 


s 


iS 


2  e 


C0S5  — Gosy^=sih5  sin^  siUiB^scosA  sin^  » 

Ah. 

cos  y 

cos  A 

Beweis  2.    Setzt  man  in 

ab  ab 

cos  y  =  cos o  cos  ^  +  8\n^8in^ cos  0 

»■  ' 

für  cos  B  den  Werth ,  nämlich 

'  cos  s '— cps  a  cos  6 

* 

so  entsteht: 


sin  a  sin  fr 


iHhcssa-hcosfr -|^eos0  ^       / 

eo.y=- -— ^— g -=CMjcoag. 

4C0S^CQSjr 
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Hieraus  folgt  zugleich,  dass  immer  y>o  seinmuss  und  dass 

f  e 

«ich  y  als  Hypotenuse,  A*  und  a    aIs  €atheten  zu  einem  recht- 
winkligen Dreieck  verbinden  lassen*. 

Heisst  der  c  und  d  halbirende  Bogen  d,  so  hat  man : 


cos 


« 

f     cosy         ,    f         1       4/        e*  ^ 

2= ^»     «in|-= ^    \€OS2-^co«y« 


coSö-  ^®*9 


1  ^  N  ^ 

= ^Vsin(y  +  j)sin(y^g^), 

cos  2-^ 

/'       cosd         .  f  l        r  .   ,•  .  «V  .    ,.     «V 

2  ^ e*    ®'^  a==  ^  Vsin(d+-2)sin(^-g-); 

cos  7  cos  ^ 

also 

sm'— ^=8m-2 

e^  e  e  e  e 

=  sec-^tcosy  V«>n(d-|-^)sin(d— ^)  -|-costfVsin(y-|-2)*^"(y'"2 '* 

cos     2    =cos2 

=sec  -g  {eosycosd— Vsin(y-f  ^)8in(y  — ^)sin(6-|-  2)»*»('—  2 '• 
Setzt  man  fflr  cosy  und  cos  9  die  Werthe,  also  auch  gleich 


«* 

^  a 


sin  a*  sin  6^  sin  B^  für  cos  -a*  —  cos  y 


e 


i2 


sine* sind* sin O*  üBr  cos  o — cosd*; 

so  erhält  man,  was  man  auch  ohne  EinRlhrung  der  Bogen  y  und 
6  findet, 

.  F  e^,  .    a    .  b        c        d   .    ^ 

Bin  -g  =  sec  ^  { sin  ^ ,  sin2  ^^^  2  ^®®  2  *'" 

+  sincsin cZcoSn  cosj  «in  Jf^+  «ing-s»»^" ***'* 2  ®'°  2 *'™^*"*"^'' 
F  e*.       a        b        c       d  .    .  a   .    b        c       d       „ 

. cos  Q  =SeC  «■  l cos  ^  cos  -^  cos  j  cos  2  +  8^2-  sin  ^  cos  g-  cos  rtCOS -ö 

,   .    c   ^   d       a       b        ^      .  a  ^   b    ^    c  ,  d      >».^.. 
-f-sin 2  ^^^0  cosa  coss-cosZI-f  sm^-sin 2  AID a^^^o^'^^    "^^^^ 
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F  F 

Dividirt  man  cos-^  durch  sin^  uod  dann  Zähler  und  Nenner 

durch  CQB-^coBjT  cos ä^coscf  9  80  entstehl  f&r  cot^  der  Ausdruck 
des  Herrn  Sohnke  a.  a.  O.  S.  448. 
Ferner  ist 


p      sin  ^  +  sin  ^      Vsin(y+|)8in(y— |) + Vsin(«  +  |)sin(«-|) 

°4*~        /*  ,        /*""  cosy-|-cosd 

coss-  +  cos'2 

Gewiss  giebt  es  auch  für   tangj  einen  Ausdruck»    der  für 
<{=0  in  die  tangj  des  Simon  Lhuilier  übergeht;   aber  nie 


findet  man  ihn? 


IV. 

De  integralibus  quibusdam  definitis. 

Auetore 

D*^.  Chrisiiano  Fr.  Lindman, 
LecL  Strengnesenst. 

(Ex  contpeclo   Actorom  Reg.  Acad.  Scieoi.  Holm.) 


Abhinc  aliquot  annos  Reg.  Societas  scient  Upsaliensis  in  oovis 
Actis  suis  (Vol«  I  seriei  tertiae.  Ups.  It05.)  iocum  dedit  commen- 

tariolo  meo  de  functione  transcendente  /      xCotasdx(=^  H(a)), 

o 
ex  qua  multa  integralia  pendent.   Non  pauca  I.  c.  sunt  allata;  postea 

▼ero  in  alia  Incidi,  qua«  formula 

Thell  XXXIV.  » 


1 
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continentur^  uM  suot  m  et  n  numerl  integri  positivi  et  n{<n, 
Si  brevitatw  caussa  posuerimus 


(2p  +  l)7t_ 


/(l— 2ar  Cos  (pp+x^  =  Lp, 

Arctgj^^Coscpp-^''   • 

indefinita  integratio  dabit*): 

1  »  * 

(n=  Duin.  par.). 


/ 


—"—1  i>=--i 

1  +0:»  n   C  p=zo  p=o 

'+-   /  —        S   Coßmq>p.Lp-2    S    S\ntnipp.Ap[, 

(n=  nam.  imp.) 

9t  p=sO  |>=0 

(-l)«/>4^^   ^^^^1    /^itej'*    s*Cos7n(pp.Lp-2  S^'siDiiig.p.^pj, 
n  J     X  nJ    X   f   p=0  p— o 

quae  integralia,  ut  inveniatur  integrale  «Vn,  intra  limites  0  et  1 
sumenda  sunt.  Occurrit  tarnen  difficultas  quaedam,  quod  termini, 
a  signo/soluti,  si  est  a;=0,  in  formam  indeterminatam  Oxoc 
abennt.    Posito  aufem»   at  verus  valor  inveniatur» 

facile  apparet,  ^bb% 

llxliX-Vx)  >u>  21x1(1  -X). 


^ 


*)  Vide  HI  i  n  d  i  D  g ,  Iptegral  -  Tafoln  p»g.  5T. 
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Evolutis  /(l-l-ar)  9ij(i—jc),  termiiN  harnm  funotiimiiVl  fiant 

forroa  —  £r«  qui  quidem^   si  ^at  ;e^=zO,  in  nihilum  abeunt,  atqoe 

ideo  fuDctiones  ^ia:l(l  +  x)f  21a:  1(1 --^x)  cum  interjacente  «•    Prior 
igitur  summa  =0  est,   exsUtente  :r  =  0. 


Positoque 


et  deinde 


habebimus 


j?  = 


jrSinyy     


tgtj;  ^_^        Sinif; 


Sin  9>j}  -f  tgt^ Cos 9p       Sin  (g>p  -f  ^)  ' 

Quia  est  ^  =  0,  si  est  :r=0,  valor  functionis  co,  posito  if/^O» 
quaerendus  e^.  lUico  patet,  hunc  terroinum  tym  evanescere,  id 
quod  de  illo  quoque  i^olita  ratio  doeet.  Omiies  Igitur  termini  extra 
/  evanescunt,  si  est  x=^0,  id  qqod  quoque  fit,  si  est  :p=1. 
Itaque  est 

(n=  niim.  par.) 

—"—1 
1    /**  dx^"^ 
"••/«  =  -  f     —     S    Cosm9Pp/(l— 2arCasfPyf  a;*) 

o 

(n=  Dum.  imp.) 


^.-'^/'f '('+•) 


0 
11-3 


1     P^dx^^^~~^  ^ 
+  -   /      —      .«    Cosm9p/(I— ärCos^p  +  a:*) 

*  t/  ^     •  p=o 


P 

«— 3 


2   p^dx^   %   ^.  .     ^       JgSinyp 

-»y     T      ^f^Smm^^Arctgj^^CosV 
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Integrale  igttur,  de  qoo  agitar,   ex  hie  tribus 

.0  o 

X  °1 — xCoBipf 

0 

pendet.    Evolute  /(l-|-;r),   iotegratio  dabtt 
Qiia  summa  hujus  seriei  =  jö  est,  evadit 

/■>+')=  B- <■> 

o 
Jam  cognitum  est  *) 

quod  integrale  ope  theorematis  cogniti  evadit 

1+ar 


/**H/-__JL±J?_+/**  «^  ___!  + 


Cosy+«* 


Substitute  in  posteriore  termino  -  -  pro  x,  Invenitur 


/»  dx  l+ar /*i  da?  1-f  a? 

Itaque  est 


0'  o 


quae  aequatio,  de  aequatione  (1)  dedocta,    multiplicatione  per  2 
facta,  dabit 

/^  dx    ^  9c*     y* 

-/(l+2xCo.y  +  *«)  =  |-|-. 

o 

Posite   y  =  ff  —  fppt   invenitur 


•)  VIde  Mioding  I.  e.  pag.  149. 
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'  (2) 

o 

Jam  restatj  at  integrale  tertiam  inveniator.    Poaito  igitur 

habebimos 

Siiitfr  dx     ^        ,        ^ 

Quia  limitibus  o;  =  0,    dr  tx  1  reep.  respondeot   limites  ^  s:  0, 
♦  =^  i(»? — 9^) »   evadit 


o 


0  o 

In  terrofaio  prtore  dextri  membri  poeito 


♦=i=a., 


iDTenitot  (^s-^- »)s 

e  o 


M     '       "  n 


Integrale  posterius  ad  eandem  fonctionem  transcendentem  rednci 
potest.    Posito  enim 

9f  +  *  =  «» 
fit  • 

'  ^rf^Cot(^,i+t)=/  '  zrf»Cot2-9p/  '  Cot«fc 

'tt&Coti— /     'jrffCoti-qpp/  '  Cot  »dar. 

0  6  f_ 
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Posito  jam  in  prinio  integrali  2  = ■— y  et  io  8ecundox=~^y 

frlti^odüetoqae  vdore  ipsins  ^p,  Inyenieians 

» 

7t 

'  y*"'"'*'^^,/,Cot(y,  +  *)=(l  +  ^)«y  '  yrfyCot(I+^)y 

0  .  o 


vel 


/«-''' V*Cot(^,  + 1)  =  (l  + '^)« /^(l  +  ^> 

0 

Sabstitotione  igitor  recte  facta»  babebimiis 

_(»+i)-ag,,(if+i)». 

n     .  2n 

lo  ct^mm^ntariolo^  cujus  mentio  supra  facta  eet,  demonstratur  esse       • 

■ 

(l  -6)*Ä(I  -  6)  —  (1  +  6)«Ä(l+6)  =  26«[fl(6)— 2J7(26)], 

(6<1) 
atque  ideo  est 

=>(^)*t''(^)--C-^')i 


et 


f:>'^x?^r'(^y ''^) 


SE±iUBSh,SE#i^.    (J) 


n        •"^■"       2ii 
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i 

TribuB  his  integraliba^  in  "*Ja  introdactis   et  r^cluqtionibilf)  ft^H ' 
basdam  factis^  invenimns 

(n  =  oum.  par.) 


n  _ 


J  3Eii«„^p±i„(?E±i)_|„s,.i^],  ,4, 


f=0         1 


(n=  nom.  inp.) 


•—3 


P= 


(^'P^    ^ h 

Si  definiti  valores  notneria  m  et  m  dantiir,  saepenomero  redac» 
tiones  haad  contenineDdae  auxjlio  formularum  *)»  in  commenta- 
riolo  demoDstratarum,  fieri  posaunt  Huc  accedit,  ut  integralia»  in 
qaibus,  uaurpata  prius  formula  (4),  post  aubstitutionem  quandani 
formula  (4)  ant  (5)  uti  liceat,  diTersarum  functionum  iEf  intuf  se 
nexum  praebeant.  Positis,  ut  exemplum  proferam^  '?<=^1»  n=4» 
habebinius 

Atf amen  formula  iUa  multaeque  aliaef n  siiapUeierem  formam  trana- 

«T ,  quae  l.  c.  per  L{a) 

o 
deaignata  est  quaeque  cnm£f(a)  hacsimplici  conjunctaest  aequatlone 


*)  E  qaibu*  afferani 

(l-Ar>!'(I-*)  +  (l  +  *)»Ar(l+A)=jÄCo.^. 


24         .    lindman:    De  integraHbus  qniänidam  dt/inia$^ 
Quo  facto»   fonnula  noper  allata  inutatur  in 

Quod  61  integrale  sine  auxilio  formulae  (4)  qoaerimus»   incidioius 
in  integrale 


-Arctgj^^, 


o 
quod  solitis  rationibus  invenire  non  potui.    Quum  vero  sit 


X^rA  X  X 


invenitur 


-Arctgj^  =  iM(V2  +  l)  +  L(4)|- 
o 

Duplex  usus  formulae  (4)  et  (5)  demonstrari  potest  integrali 

,-         P^  x^lxdx 

o 
quod  9  sttbstituendo  x  pro  x^y  mutatur  in 


/**    Ixdx 

o 


Quum.formula  (4)  in  utroque  adhibitur,  invenimus,   redactio- 
nibus  quibusdam  factis, 

«ff(i)-L(J)==Y«Cotg, 
Tel ,  quin  est  HiX)  =z  H(l)  +  L(l)  =  ~/2  +  £<1) , 

6L(l)-ta)  =  ~?/Cot^. 


E  functione,  quam  per  H (..,.)  designaTimns,  pendet  quoqne 
integrale 


'=/"^^- 
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quod»   posito 

«==tg<'»    Arctg«  =  «, 
mutatur  in 

i 

o 
Jam  vero,  quia  est 

eva<)it 

0  0 

▼el,  per  partes  integrando: 


J 

Poaito 


tnvenitiir 


T  +  *  =  9 


/^Vc«t(f  +  *)rf*==/**     yCotydy-j/VäSInfj  +  f) 


i 


2« 2e 


=  (J+J)«^(i+f)-i»(i)-5/V2Sm(f+.). 


9r 


Positoque  i{|;=n  —  9f  ioTenitor 


I     ^tgi(fd^=j  /      Cot9)d9»—   /       tpCoXtpdMp 


n  n 


=-  g  /Co.«  -  Ä(i)  +  (1  - 1)«  £r(i  _  |) 

=  -fi2C<«r+(l-|)«»(l-|). 
Si  ralore«  inrenli  aobttitttontor,  prodit 
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7  =  (j  +  e)  /V2Sln  ß  +  «)  +  |/2Cap£— e/Cosc  + 1^(1) 

-(i+|)»Ar(i+|)(i-^)»Ä(i-|). 

Posito.cfsl  vel  £=T>  invenima« 

4 


'f"m-^=i'^- 


quod  integrale  (vide  Tom.  VI.  praec.  pag.  448.)  a  Serret  et  ante  eum 
a  Bertrand  iu  diario  C'  Liou Tille  propositum  est. 


lieber  krummlinige   Coordinaten. 

Von 
Herrn  Doctor  Bökien 

SU   Suis  A.  N.  im  Königreich  Wurtcmberg. 


Im  AUgemraen  \f  ird  4ie  iAge  eines  Punktes  im  Räume  da- 
durch bestimmt,  dass  man  drei  sich  rechtwinklig  kreuzende  Axeh 
annimmt, und  den  Punkt  als  den  Durchschnitt  von  drei  auf  diesen 
Axen  beziehungsweise  perpendikulären  Ebenen  betrachtet.  Diese 
Ebenen,  welche  gleichfalls  auf  einander  senkrecht  stehen,  bilden 
das  erste  und  einfachst^  Beispiel  eines  orthogonalen  Flächensystems 
dar.  Eine  zweite  Bestimtrangsweise  der  L$s^  eines  Punktes  im 
Räume  Ist  die,  dass  derselbe  als  der  Durchschnitt  von  drei  ortho- 
gonalen Flächen  zweiten  Grades  angetieheii  wird,    uiUI  «wal*  won 
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tinem  EHip«oid  (^),  ehiein  einniaiitltgeii  Hyperboloid  (ft)  und  einem 
KirctmaDtligen  Hypefboloid  (v).  Diese  Flächen  haben  obgleich 
die  ikiericwurdige  Eigenschaft,  dass  ihre  Hauptschnitte  dieselbeo 
Brennpunkte  haben,  wesshalb  sie  homofolcal  genannt  werden.  Die 
Gleichungen  derselben  sind : 


X 


f% 


^'^      n«  +««-/.«  +  /!«— r«""'*      tta  +  iiS-A«       c«— !£«■"'' 


b^^Q 


6*      c*— -f*" 
1. 


Die  grossen  Ualbaxen  dieser  Flächen  sind  f « fi»  v;  6  und  c'slnd 
,di^  Entfernungen  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkt  der  beiden 
Hauptsohnitte,  welche  die  grosse  und  mittlere,  die  grosse  und 
kleine  Axe  enthalten,  also  ist  c>6i  Ein  Punkt  (^f*i^)  im  Räume 
ist  sonach  bestimmt,  wenn  die  grossen  Halbazen  q,  f»,  v  der  drei 
'durch  ihn  gehenden  homofokalen  Flächen  gegeben  sind.  Will 
man  von  einem  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  zu  einem  andern  auf 
dieser  Fläche  übergehen;  so  bleibt  q  constant;  q=  coost.  Ist  also 
die  Gleichung  aller  Punkte  auf  dem  Ellipsoid,  gerade  so  wie  b*  B. 
z=3  const.  beim  gewöhnlichen  Goordinatensystem  die  Gleichung 
id^t  Eben^  iät,  welche  auf  def  z-Achse  senkrecht  steht.  Die 
Gleichung  einer  beliebigen,  auf  dem  Ellipsoid  (q)  gezogenen  Linie 
hat  die  Form  (iz:zf(v),  weil  beim  Uebergang  von  einem  Punkt 
des  Ellipsoids  (q)  zu  einem  anderen  von  den  drei  Grossen  ^«  fi>  v 
sich  nur  die  bilden  letzteren  ändern.  Die  Gleichungen,  euoer 
Durchsohnittslinie  von  ewei  homofokalen  Piäobep,  z^B*  von  (9) 
und  (u)s  sind 


<«) 


^::r const.,    fi=:^ const. 


wie  z.  B.  beihi  gewuhnlicheo  Coordinaten^ystem  die  Gleichungen 
einer  Linie,  die  parallel  der  or-Axe  ist,  z=const.,  y=const.  sind. 

Nach  dem  Satze  von  Dupin  schneiden  f^ich  orthogonale 
tischen*  in  ihren  Krummungslinien;  bestimmt  man  also  einen  Punkt 
im  Räume  durch  drei  horoofokale  Flächen  oder  durch  elliptische 
'Coordinaten,  so  nehmen  die  Gleichungen  der  Rrummungslinien 
die  äusserst  einfache  Form  (2)  an.  Die  beiden  Brennpunkts -Ent- 
fernungen 6  und  c  sind  unveränderlich  für  ein  elliptisches  Coor- 
'dinateilsyatem ;  vetiänderliefa  sind  nur  die  Malbaxen  ^9  f*»  ^  der 
4tei  durch  den  P^inkt  <pfiv)  gehenden  homofokalen  FJÜebeii,  wenn 
flMli  ae  efaien  andeMo  Ptmkte  (pV'v^  abergeht.  Es  liegt  in  der 
HaMr  dieser  Fläebee,  daes  isimer  p>c,  |»<€  und  >6>  y<6 
^in  BMksf. 
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Wir  bezeichnen  die  Entfernung  eines  Ponicts  iQ^v)  Tom  Mit- 
telpunicte  des  elliptischen  Coordinatensystems  (dem  gemeinsameD 
Mittelpunkte  der, drei  homofolcalen  Flächen)  durch  D,  so  ist 

(3)  />«  =  ^«  +  fi«+i^— **— c«. 

Ist  D  constant,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  einer  Kugel  in 
elliptischen  Coordinaten: 

(4)  ^«  +  f*«  +  V« = const. , 

welche,  wie  man  sieht»  dieselbe  Form  hat,  wie  die  Gleichung 
der  Kugel  in  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coqrdinaten,  und  fol- 
gendes Theorem  enthält: 

Wenn  sich  ein  Punkt  auf  einer  Kugel  bewegt,  so  ist  die 
Quadratsumme  der  Halbaxen  der  drei  durch  ihn  gehenden  kon- 
zentrischen homofokalen  Flächen  konstant. 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  dem  Ellipsoid  (q)  so,  dass  seine 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  konstant  bleibt,  so  ist  in  (3)  jD=  const, 
l^=  const«  zu  setzen,  mithin  erhält  man: 

(5)  fi*  +  v*=  const. 

/Sr  die  Gleichung  einer  sphärischen  Curve  auf  einer  Fläche  zwei* 
ten  Grades. 

Wir  betrachten  ein  durch  vier  Krfimmungslinien  auf  dem  Ellip« 
seid  (p)  gebildetes  Viereck  abcd.  Die  vier  Punkte  a,  b,  e,  d 
sind  durch  elliptische  Coordinaten  auf  folgende  Art  bestimmt: 
a  durch  (pfftv),  6  durch  (f^y),  c  durch  (qi^iVi),  d  durch  (pfiVi). 
a  und  c  sind  also  Gegen  ecken.  Die  vier  vom  Mittelpunkte  nach 
den  Ecken  dieses  Vierecks  gezogenen  Radien  sollen  D^^  Dh,  De,  D^ 
heissen.    Durch  Vergleichung  mit  (3)  erhalten  wir  die  Gleichung : 

(6)  '  D^^D^^D^^\D^^ 

bierin  liegt  der  Satz:  Wenn  man  nach  den  vier  Ecken 
eines  von  vier  Krümmungslinien  auf  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  gebildeten  Vierecks  vom  Mittelpunkt  aus 
Radien  zieht,  so  ist  die  Quadratsumme  der  nach  zwei 
Gegenecken  gezogenen  Radien  gleich  der  Quadrat* 
summe  der  beiden  andern. 

Wir  nehmen  nun  ein  zweites  Ellipsoid  (p')  an,  welches  die 
vier  homofokalen  Flächen  (fi)  und  (yJ)^  (v)  und  (v'),  die  durch  die 
krummlinigen  Seiten  des  Vierecks  ahed  bestimmt  sind,  in  dem 
Viereck  a'b'e'd'  schneiden,  so  sind  diese  vier  neuen  Punkte  durch 
elliptische  Coordinaten  also  zu  lieseichnen;    a'  durch  (fV^)'  ^' 
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durch  (^V'v),  c'  durch  (/fiV),  d/  durch  {q'^v')\  die  vier  vom 
Mittelpunkte  nach  den  Ecken  a'b'c'd'  gezogenen  Radien  bezeich- 
nen wir  mit  Da',  D^,  De»  Dd'\  die  Gleichungen  (3)  nnd  (6)  fäh- 
ren nun  sogleich  auf  die  Formel : 

d.  h.:  Zieht  man  vom  Mittelpunkte  nach  den  Ecken 
eines  von  sechis  homofokalen  Flächen  gebildeten  Pa- 
railelepip^eds  Radien,  so  sind  die  Quadratsummen  der 
nach  je  zwei  Gegenecken  gezogenen  Radien  einander 
gleich. 

Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  schreiben : 

Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  ^*,  fi*«  v^,  und  zwar  ist 
nach  der  Theorie  der  Gleichungen: 

^«+  fi«+v«  =  6a  +  c«  +  0^^+^*+  2«, 

p«^a  +  ^«v«  +  ^«v«  =  6«c«  +  6«(ar*+ z«)  +  c«(a:«  +  y«) , 

Hieraus  ergeben  siel)  folgende  Werthe: 

(8)  6cÄ=^f»i/,    6 Vc*^^^^.y=  V^*^^^  V  ^«-6«  V  6«— v«. 

Man  ziehe  nun  vom  Mittelpunkte  O  nach  einem  beliebigen  Punkte 
M  oder  (^fiv)  die   Linie   OM=Df   so  lassen  sich  die  Cosinus 

•^9   "n*   71  ^^'  W^inkel,   welche  O^  mit  den  Axen  bildet«    zu« 

folge  der  Gleichungen  (3)  und  (8)  sogleich  in  elliptische  Coordi* 
naten  umsetzen.  Für  einen  zweiten  Punkt  M'  oder  (q'(i'v')  sei 
Oüf'=/>',  so  ist 

cos  jif  OÄ' = 5^ + ^5? + 2rB> 

oder 

(9)  D.D' cos  MOM' 

^  V-piii^V-gc:;?V^ü:;;iV'^«i:^V-^i:];;aVca_y/t 
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% 

DieseFormel,  angewendet  auf  die  Wiokel  äOc  und  6  CM,  welche 
die  nach  den  Ecken  des  von  vier  Krdmniangslinien  auf  dem  Ellipr 
seid  {q)  gebildeten  Vierecks  gezogenen  Radien  Oa=^D^,  Ob^=^Ih* 
Oc=De9  Od=Dd  mit  einander  naefaen,  führt  auf 

(10)  Da^Do'CaaaOcsz^D^.Dd'COsbOd. 

Man  Ist,  Kttfolge  eines  bekannten  geometrischen  Satzes : 

and 

öd^—  Db^  +  Dd^-2Db.  Dd.cosbOd. 

Diese  'Gleichung,  in  Verbindung  mit  (6)  und  (10),  fährt  auf: 

(11)  ac—bd. 

In  jedem   von  vier  Krümmungslinien  einer  Fläche 
zweiten    Grades    gebildeten    Viereck    ist    die    En^tfer- 
-nuug  von  zwei  Gegeneqken  gleich    der  Entfernung  der 
beiden  andero  Ecken. 

Ganz  auf  ähnliche  Art  lässt  sich  der  Satz  beweisen : , 

Injedem  von  sechs  honiofokalen  Flächen  gebilde- 
ten Tec;htwinkligen  Paralielepiped  ist  die  Entfern-ung 
von  zwei  Gegenecken  gleich  der  Entfernung  der  beiden 
andern. 

_  I 

Wurde  man  die  acht  Ecken  dieses  Parallelepipeds  ^orch  gerade 
Linien  verbinden,  so  erhielte  man  ein  achteckiges  Polyeder,  worin 
die  drei  Diagonalen  gleich  sind,  welche  je  zwei  Gegenecken  ver- 
binden. 

Für  die  Entfernung  zweier  beliebigen  Punkte  M  und  M'  haben 
wir  die  Relation: 


Um  hieraus  die  Gleichung  einer  Kugel  zu|  finden,  deren  Mittel- 
punkt M'  ist,^  bezeichnen  wir  die  konstanten  Ausdrucke 

^'Hf*'*+v'*— 2A«-2c«  mit  «,    2?^^'   mit  /?, 

2-S^ .6^c^^^a)  '"^y 

und 

^iV'^^g  ^^M  d«^..|li^  V  €^^  V^        .^.^ 

^— cH^^f^^   . «*'*^ 


Bökien:  J/'eöer  krummUftfffe  CoordtuaieH,  31 

und  erhi^enc 


(J2)  iHüf^zir^a  +  fA^  +  V^  +  tt— ^#IV. 

— V^i^zrp  v^j?ZT«  ^W^^.y  —  V?^:=^  Vc«'^^!?  Vc«^^=^.  d. 

Setzt  man  hier  ^  =  ^'=con8t.9  so  ergibt  sich  die  Gleichung  einer 
sphärischen  Cirrve  auf  *dein  Ellipsoid  (p),  wenn  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  auf  dieser  FlficBe  Hegt. 

Man  lege  durch  den  Punkt  M  oder  {qhlv)  eine  Tangential* 
Ebene  an  die  Fläche  {q)  und  falle  vom  Mittelpunkte  O  auf  die- 
selbe eine  Senkrechte  P.^  «o  Ist 

Bezeichnen  wir  nun  die  vier  Senkrechten ,  welche  von  O  auf  die 
vier  Tangential -Ebenen  von  {q)  in  den  Ecken  des  Vierecks  abcd 
geföUt  werden  können ,  mit  Pa^  Pb»  Pa  Pdf  so  erhalten  wir  ans 
(13)  die  Formel 

(14)  /\i,/>c=ft.P* 

Die  vier  Perpendikel,  welche  vom  "Mittelpunkte  ei« 
ner  Fläche  zweiten  Grades  auf  die  Ebenen  sich  ziehen 
lassen^'welche  dieselbe  in  den  Ecken  eines  von  Krum- 
muiigslinien    gebildeten    Vierecks    berQhren,    bilden^ 

eine  Proportion. 

» 

Es  Hessen  sidi  hiavaus  wieder  w^tere  Conseqneuen  ziebeo' 
hinsichtlich  der  24  Perpendikel,  die  man  auf  die  Ebenen  ftllen 
kann,  welche  sechs  homofokale  Flächen  in  den  Ecken  eines  von 
Ihnen  gebildeten  Parallelepipeds  berühren,  doch  wollen  wir  da- 
von abstrahiren  und  zu  den  wichtigeren  Formeln  der  KrOmmungs- 
balbmesser  der  Mormalschnitte  übergehen.  Wir  bezeichnen  die 
beiden  Hauptkrummungs -Halbmesser  von  {q)  im  Punkte  {q^v)  mit 
R  und  R'  9  so  ist 

■ 

Hieraus  lässt  sich  analog  dem  Frflhereh  schliessen,  dass  die  vier 
Krümmungshalbmesser  £a,  Rh$  Re,  Rd  in  den  Ecken  des  von. 
Krflmmungslinien  gebildeten  Vierecks  einer  Fläche  zweiten  Gra! 
des  eine  Proportion  bilden,  und  dass  diess  gleichfalls  bei  den  an- 
dern vier  Krümmungshalbmessern  in  diesen  vier  Ecken  stattfindet. 
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Die  beiden  Hauptkrfimroungs-0aIbmedser  der  Fläche  (fi)  im 
Punkte  (pfiv)  bezeiclinen  wir  mit  M  und  M'  und  diejenigen  von 
(v)  mit  N  und  iV^  60  ist  : 

(16)   iif=    Z-g_^  ^  ^— ,  M'=-  ^!-^==J_^L^ , 

Hieraus  ergibt  sich: 
(18)  R.M'.N*z=iR'.M.N, 

^*^^  Ä'  +  Üf'-*'     Ä  +  A  — *'    ^+2^"-'* 

Die  Gleichung  (18)  ist  von  Lam^  angegeben  worden ,  welcher 
in  dem  Memoire  sur  les  coordonn^es  curvilignes  die  ail- 
geipeinen  Formeln  für  ein  beliebiges  krummliniges  Coordinaten- 
system  aufstellte  und  insbesondere  auch  als  der  SchGpfer  der 
elliptischen  Coordinaten  angesehen  werden  muss.  Die  Gleichun* 
gen  (19)  sind  von  Bertrand.  Sie  lassen  folgende  einfache  geo- 
metrische Deutung  zu :  Wenn  man  durch  einen  Punkt  im  Räume 
drei  homofokale  Flächen  legt  und  auf  ihren  Normalen  die  KrGm- 
mungsmittelpuukte  mit  12  und  R*  ^  M  und  ilf^  N  und  N'  bezeich- 
net» HO  Hegen  di^  Durchscbnittspunkte  der  durch  M  und  R  mit 
diesen  Normalen  gezogenen  Parallelen  auf  der  Richtung  M*R', 
der  durch  M'  und  N  gezogenen  Parallelen  auf  MN*  und  der 
durch  R*  und  N*  gezogenen  Parallelen  auf  NR. 

Wenn  q  um  c?^  wächst,  so  ist  die  Entfernung  der  unendlich 
nahen  Punkte  M  auf  {q)  und  M^  auf  (q  4-  dq)  =  ds : 

Bezeichnen  wir  die  Werthe  von  ds  in  den  vier  Ecken  tJ^cd  mit 
dia,  d$hf  die,  dsd,  so  ist 

dsü'ds^  =  dsh.dsd' 

Die  vier  unendlich  kleinen  Seiten  eines  von  sechs  homofokaleo 
Flächen  gebildeten  Parallelepipeds,  wovon  zwei  gleichartige  ein- 
ander unendlich  nahe  sind,  bilden  eine  Proportion. 
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VI. 

Allgemeine  Berechnung  der  Stromstärken  in  Galvano- 
metern. 

i  Von 

Herrn  Dr.  mih,  Matx.ha, 

ProfeMor  der  Maüittmaiik  aa  der  Hochcrhale  xu  Prag. 


Der  Bau  der  jetat  f^ebrlncblicben  Galvanometer,  nemlich 
PoQillet's  and  Gaugain's  Tanfi^ntenbonssole,  so  wie  PouiU 
iet's  und  Poggendorfr«  Sinua-BousAole,  beetebt  bekanntlich 
in  Wesentlichen  darin»  da«8  durch  einen  in  loihrecbter  Ebene 
stehenden  metallenen  Kreisreif  ein  galvanischer  Strom  geleitet 
wird,  welcher  eine  in  seiner  Mähe  befindliche  wagrechte  Mast- 
netnadel .  um  einen  Winkel  aus  dem  fnagnetiscben  Meridian  ab- 
lenkt» aus  dessen  beobachteter  Weite  man  die  jedesmalige  Stärke 
dieses  Stromes  au  berechnen  vermag.  Bei  Beobachtungen  mittels 
der  Tangentenboussolen  wird  die  Ebene  des  Kreisringes  fest  io 
den  magnetischen  Meridian  gestellt,  bei  jenen  mittels  der  Sinus« 
boussolen  dagegen  so  weit  um  den  lothrechten  Durchmesser  ge* 
dreht»  bis  die  Nadel  in  die  Ebene  des  Reifes  selbst  zu  stehen  kommt. 

Ursprflngtich  stellten  die  Erfinder  dieser  galvanischen  Mess- 
werkzeuge den  Drehpunkt  der  Nadel»  der  ^egen  ihrer  Kürze 
immer  in  ihrer  Mitte  zwischen  Nord*  und  Sudpol  liegend  ange* 
nommen  werden  darf»  in  deil  Mittelpunkt  des  Kreisreifs;  Gau* 
gain  (1853)  richtete  ihn  jedoch  verschiebbar  in  der  (%u  seiner 
Ebene  senkrechten)  Axe'des  Kreisreifs  ein.  Piese  letztere  allgemei- 
nere Einrichtung  will  ich  in  vorliegender  Abhandlung  auch  bei 
den  Sinusboussolen  dergestalt  voraussetzen,  dass  bei  ihrem 
Gebrauche  die  Nadel  zur  Ebene  des  Stromringes  parallel  zu 
stehen  kommen  solle. 

Fßr  die  gewöhnlichen  Galvanometer»  bei  denen  der  Dreh- 
punkt der  Magnetnadel  mit   ifim   Mittelpunkte    des  Stromkreises 

Thcii  xxxiv;  3 
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zasammenfiillt»  hat  Herr  Oberlehrer  Dr.  Hädenkamp  (im  Archiv 
1854,  23.  Theil,  S.  217— 223)  die  allgemeine  Berechnung  der  Strom- 
stärke genflgend  i^kizzirt;  för  Gaugain's  TangentenboHe* 
soie  aber  hat  vornehmlich  Bravais  (in  den  Annales  de  Chi- 
mie  et  de  Phys.,  1853,  3.  ser.,  vol.  38,  pag.  301—311)  die 
analytische  Untersuchung  elegant  nnd  vollständig  durchgefiahrt. 
Im  Folgenden  sollen  nun  die  allgemeinsten  Messwerkzeuge  dieser 
Art  rechnend*  erforscht,  sohin  die  Annahmen  gemacht  werden : 
1)  dass  der  Dreh-  oder  Mittelpunkt  der  Nadel  wo  immer  in  einer, 
gegen  den  beliebig  geformten  Stromreif  unwandelbaren  Stellong 
stehe,  und  2)  dass  während  aller  Beobachtun|ren  an  Tangenten- 
boussolen  die  Ebene  des  iStromringes  unter  einem  bestimn^ten 
Neigungswinkel  gegen  den  magnetischen  Meridian  fest  stehen  ge- 
lassen werde,  hingegen  bei  Benutzung  von  Sinusboussolen  beim 
Ablesen  der  Stellung  der  Magnetnadel  diese  mit  der  Strom -Ebene 
oder  mit  dem  zu  ihr  parallelen  Durchmesser  des  unterhalb  der 
Nadel  angebrachten  und  in  Grade  getheilten  Vollkreises  einen 
bestimmten  (immer  gleich  bleibenden)  "Winkel  einschliesse. 

Als  hßchst  merkwürdiges  Ergebniss  ans  meinen  Rechnungen 
glaube  ich  die  bisher  nicht  bekannte  Wahrheit  hervorheben  zu 
dürfen,  dass  bei  der  Sinusboussole  die  Stromstärke 
J^derseit  dem  Sinus  des  Ablenlcungswlnkels  der 
Magnetnadel  aus  dem  magnetischen  Meridian  strenfi 
pfoportionirt  ist,  es  mag  der  Stromring  in  seiner  lotli* 
rechten  Ebene  was  immer  für  eine  krumme  Linie  bilden, 
der  Drehpunkt  der  Nadel  hinsichtlich  des  Stromringes  und  seiner 
Ebene  wo  Immer  fest  stehen  und  bei  der  Beobachtung  der  end^ 
liehen  Nadelstellung  diese  mit  der  Ebene  des  Stromreifs  was 
immer  flQr  einen  bestimmten  unveränderlichen  Winkel  machen. 


1. 

Allgeneiue  Bestimmung  der  Einwirkung  eines  elek* 
trischen  Stromleiters  auf  einen  magnetisirten  Pamlct. 

» 

I.  Sei  AB  (Taf.  I.  Fig.  I.)  ein  beliebig  gestalteter  linearer 
Leiter  eines  elektrischen  Stromes,  der  auf  einen  roagnetisirtep 
Punkt  N  einwirkt.  Im  Punkte  üf ,  am  Ende  des  Leiterbogens 
AMz=:m,  beginne  das  Strom -Element  MJU'zzzfU,  welches  gegei^ 
dessen  Abstand  von  N,  nemlich  gegen  NJMzzzr^  unter  dem  Wio- 
kel  B  geneigt  ist.  l^es  Stromes  Stärke  (Intensität)  sei  t,  des 
Punktes  iV  Magnetismus  nt,  die  specifische  (eigenthtfmiicbe)  be- 
ständige Wechselwirkung  der  Elektricität  und  des 


d$r  SirmnsiSrkgm  in  Caivatiomelem.  85 

%;  dann  gesqhielit,  gemäss  der  aus  Savart's  und  Biot>  elek- 
tromagnetiscben  Versuchen  durch  Laplace  abgezogenen  Pro- 
portionalitäten und  Lehren,  die  Wirkung  dp  des  Strombestand* 
theilcbens  ids  auf  den  Magnetismus  m  im  Punkte  N,  nach  der 
auf  der  Ebene  NMM*  (von  r  und  d$)  senkrechten  Richtung  N.dp 
und  mit  der  Stärke 

,  .'cCf.sinO 

dpssmm — -5 — , 

oder  wenn  man  abkürzend  tcim  =  f»  «etzt*   mit 

,  '        Bind. dt 
ap  =  f* — J3— • 

IL    In  Bezug  auf  ein  beliebig  wo  aufgestelltes  System  win-  # 
kelrechter   Coordinatenaxen   seien    z,  y,  x   die   Coordinaten   des 
Strompunktes   JU;    ao    sind    da,  dy,  dz    die    Projeetionen    und 

^9^9   ^  ^'^  Richtcosinus *)  des  Stromtheilchens  ds. 

Ferner  seien  X,  T»  K  die  Projeetionen  des  Strahles  NM=^t 
auf  die   Coordinatenaxen.    also  — »  —  9  —  die  Richtcosinus  des- 

'  T^         T         T 

selben;  sd  kat  man  fi3r  die  Ricbtwinkel  er»  ß,  y  der  auf  «b  und 
r  zugleich  senkrechten  Richtung  N,dp  der  Kraft  dp  die  Bedin- 
gongsgleichungen 

dx  dv       ^     dz  g^ 

^cos«  +  ^cos/J  +  2^cosy:=0, 

X  V  X 

—  cosa-f  —  co8j8  +  — cosy  =  0» 

und  sonach  die  Proportionen 

cos  a  cosP  cosy 1 

1^  dz      %  dy'^  IL  dx      ^  dz      ^  dy      Y  dx'^Binß 
rof      rdf       reff       r<2f      r  ds       r   ds 

.Demgeinäss  zermit  die  Elementarkraft  dp  in  die  drei  zu  den 
Coordinatenaxen  parallelen  Componenten 

dp^coBU,    dp.cosß,    dp^cosy» 

m 

und  folglich,  wenn 


*)  Cosinat  der  Richlwinkel  der  Bernhrnnj^slinie  am  Punkte  Jf  der 
Krammcn  Aß^  d.i.  der  Winkel  der  positlrcn  Bichtong  dieser  Gereden 
mii  den  positiven  Richtungen  dfr  Axen  der  X^y,  %. 

S* 
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X,  r,  z 

'die  eben  so  gerichteten  Compoaenten  der  vereinten  oder  Gesaninit- 
wirkung  P  des  ganzen  Stromleiters  AB  auf  den  tnagnetisirten 
Punkt  N  bedeuten,  hat  man 

X=fdp.coBaf     Y=if  dp, cosß,    Z  =sfdp. cosy; 

oder  wenn  man  nach  Obigem  die  Richtcosinus  ausdruckt: 

'Tdz  —  tdv 


r» 


3Brf<a:  —  Xrfi 


r» 


wobei  selbstverständlich    die  Integrationen   ober  die  ganze  Aus- 
dehnung  des  Stromleiters  AB  sich  erstrecken. 

Hierin  ist  bekanntlich  auch  noch 

r»  =  X«+ ¥•  +  «•, 

und  die  Coordinaten  des  magnetischen  Punktes  N  srod  r 

:r  — Xy    «  —  IT,    z  — K. 


2. 

Einwirkung   des   Stroms   auf   eine  niaipiietnadeL 

Denlct  man  sich  den  Magnetismus  einer  Magnetnadel  blos  in 
ihren  beiden  Polen,  dem  Nordpole  N  und  dem  Südpole  S,  an« 
gehäuft;  so  mögen  fdr  jenen  Mordpol  die  bisher  allgemein  fttr 
einen  magnetischen  Punkt  N  angenommenen  Grössen  und  abge- 
leiteten  Ausdrücke  gelten,  iSr  diesen  Sfidpol  S  aber  die  gleich* 
namigen  Grossen  je  mit  einem  Striche  (Acoent)  unterscbledea 
werden.  Dann  findet  man  die  Componenten  der  elektromagneti- 
schen Wirkung  : 


»'«Zo:— X'rfz 


X'dy~Vdx 
*;5i 5 
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Ut  r'=  SM  den  Ausdrack 

und  des  SOdpols  Coordinaten: 

* 

Wirkung    des    Erdmagnetismus    auf    die    Magnetnadel 
und  Gleichgewicht  zwischen  den  beiderlei  Wirkungen. 

Auf  die  Magnetnadel  oder  auf  ihre  beiden  Pole  wir|ct  auch 
noch»  und  zwar  ununterbrochen;  der  Magnetismus  des  ganzen 
ErdkjSrp^rs  —  der  Erdmagnetismus  —  nach  einer  gewissen 
Richtung  und  mit  einer  Stärke,  welche  beide  auf  die  Dauer  der 
anzustellenden  Messbeobachtungen  jedesmal  flBr  unveränderlich 
angesehen  werden  dürfen.  Seien  u,  v^  to  die  Richtcosinus  d^r 
positiven  Richtung  dieser  Aze  der  erdmagnetischen  Kraft,  und  sei 
J  die  StSrke  des  auf  die  Einheit  des  Magnetismus  einwirkenden 
Erdmagnetismus,  also  Jm  und  Jm'  seine  Wirkungen  auf  den  Nord- 
und  Sfidpol  der  Nadel,  endlich  seien 

17,    Vy    W   die  Componenten  des  auf  den  Nordpol 

und   C7',   P,   W    „  „  „     „     „    Sfldpol 

wirkenden  Magnetismus,  so  gelten  bekanntlich  die  Proportionen: 

Jm:  ü:  ViW  —  Jm'i  ü':  F':  W'  =  liuiviw, 

welche  zur  Ausdriickung  dieser  Kraftcomponenten  dienen. 

Zwischen  den  Einwirkungen  des  elektrinchen  Stromes  und 
des  Erdmagnetismus  auf  die  Magnetnadel,  welche  um  eine  unver- 
rfiekbare  Axe  sich  zu  drehen  vermag,  muss  nothwendig  im  Augen- 
blick des  Ableseos  des  Standes  der  zur  Ruhe  gelangten  Nadel 
Gleichgewicht  herrschen.  Es  muss  demnach  sowohl  die  Summe 
der  Projectionen  aller  auf  die  Nadel  einwirkenden  Kräfte  auf 
diese  feste  Axe,  als  auch  die  Stimme  der  Drehmomente  sfimmt- 
licher  dieser  Kräfte  um  dieselbe  standfeste  Axe  einzeln  verschwinden. 

4. 

Abschweifung  (Digression)  auf  eine  allgemeine  Zusam- 
mensetzung von  Kräften  an  einem  Systeme  von  Stoff- 
punkten. 

Da  erwähnte  Gleichgewichtsbedingungen  in  den  Lehrbüchern 


*    , 
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der  Stiitik  immer  nur  beschränkt,  nemlieb  Uns  Ar  den  Fall»  vf# 
man  die  feste  Axe  zu  einer  Coordinatenaxe  gewählt  hat,  ab- 
gehandelt werden;  so  wollen  wir  sie,  und. Ihr  entsprechend  die 
allgemeine  Zusammenttetzung  von  beliebigen »  auf  ein  System  reo 
Stoffpnnkten  einwirkenden  Kräften,  mittels  Zerlegung  nach  einer 
willkürlichen  Axe  hier  kurz  vornehmen. 

L  Sei  eine  Kraft  P  am  Punkte  i,  y^  x  thätig  und  in  ihre 
drei  Winkel  rechten  Coordinaten  X^  F,  Z  zerlegt;  ferner  sei  eine 
feststehende  Axe,  deren  Richtcosiuns  zu  a^  b»  c  proportionirt 
sind,  durch  einen  festgestellten  Punkt  Xxyitf  geliShrt»  also  ihre 
Gleichungen : 

x  —  xi      y—yi      g— ii 
a  o  c 

wenn  xyz  laufende  Coordinaten  vorstellen*  Wir  zerlegen  nun 
die  Kraft  P  parallel  und  senkrecht  zur  standfesten  Axe  in  die 
Kräfte  P'  und  P" ,  oder  wir  suchen  ihre  Projectionen  P'  and  #^ 
auf  diese  Axe  und  auf  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene. 

Setzt  man  abkürzend 

und  nimmt  h  positiv  an,  so  sind  r*  t*»  t  die  Richtcosiuns  der 
standfesten  Axe,   fol<;lich  Ist  die  erste  Projection: 

^  =  ^A+*^X  +  ^Ä  = Ä 

Die  auf  Ihr  senkrechte  zweite  Projection  ist  sonach : 


oder 


/>«=J  vlibZ^cF)^  +  (cX-aZ)^  +  (öF— Alf)']- 


Diese  Kraft  strebt  die  Drehung  ihres  Angriffspunktes  um  die 
ständige  Axe  an,  mit  einem  Drehmomente  (einem  Dreh  bestreben) 
=  P^pt  wenn  p  den  senkrechten  Abstand  der  Richtung  der  Kraft 
P^  oder  der  Kraft  P  von  derselben  Axe  vorstellt. 

Dieser  Abstand  p  i$t  aber  die  Projection  jedweder  Verbin- 
dungsstrecke der  genannten  zwei   Geraden»   also  auch  der  vom 

Punkte  Xf  jfi  2i  zu  sc  y  z  bin  gehenden  Streeke,   od6r  Ihrer  drei 


irinkelrechten  Projettbiien  ir-*4r|=;|,.^ — ^1=17«  z*-ii=:i;  auf 
jede  IQ  den  beiden  aogeffihrten  Richtungen  zugleich  senkrechte 
Gerade.  Nqb  «Iml  die  Ricbteoainuii  der  Richtung  der  Kraft  P 
proportional  la  A'»  Y^  Z,  jene  der  festen  Axe  proportional  zu 
üf  bt  e,  nilhiD  «ind  4li«  RichtcoeiDss  ihrer  gemeioacbaQlifcben 
Senkrechten  proportional  zu 

bZ-'cY,    cX-aZ,    aY,-bX, 

und  sonach  Ist  der  fragliche  senkrechte  Abstand: 

,6Z— uF.     eX—aZ  .  ^aY-^bX 

DemgemSss  ist  endlich  das  Drehmoment  der  Kraft  P  oder  die» 
im  Abstände  1  und  auf  der  Axe  senkrecht  drehend^  ihr  gleich« 
wirksame  (äquivalente)  Kraft: 

IL    Seien  nunmehr  an  einein  starren  Systeme  von  StoSjpunk- 

ten(a:yz)»  (^1  yi  ^i)»  (^»ya^)-*-  Kräfte  P,  P^  Pa,....  oder 
ihre  Coroponenfeen  {X^  Y,  Z),  (Xi,  Fi,Zi),....  angebracht.  Da 
zerftllt  jede  dieser  Kräfte  in  eine  zur  Axe  gleichlaufende  Kraft 
noä  in  ein  auf  der  ,  Axe  senkrechtes  Drehmoment ,  folglich  das 
ganze  Kräftesystero  in  das  System  der  Parallel kräfte  P  y  P^t  P«'».... 

und  in  das  System   der  Drehmomente  P^'p,  Pi'pu  P^'^P^ 

Ersteres  System  bat  zur  resulttrenden  Kraft '/2'  die  Summe 


wirksam  am  Punkte  (jip}),   bestimmt  durch  die  auf  dlB  Ebenen 
yt9  2X,  xy  bezogenen  Momentengleicbnngen : 

^aX+bY-i-cZ  .      aSXx  +  büYx+eZZx 
-  B'tsiJS' ' — T «=— — — ^ • 

* 

ij/^-i S y= —jT 

< 

_,        ^aX-i-  bT+cZ.      aSXa  +  *^  Fi  +  cüZx 
Ri  =  2 j- ,  = j ; 

das  andere  System  dagegen  hat  zum  resultirenden  Drehmomente 
fi'V  die  Samme: 
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■  I  * 

=  I  ^ttF- i,Z)  +  I -SdZ-flT)  + 1  i(i,X-|  K). 

111.  Indeni  wir  die  sonstigen  leichten  Wabrnebmangen  und 
Schlussfolgen  dem  Leser  überlassen,  bendtsen  wir  hier  nur  foi* 
gende.  Sollen  sämnitliche  erwähnte  Kräfte  an  dem  starren  Systeme 
der  Stoffth eilchen,  mit  Hilfe  der  befestigten  Axe  und  zwar  in- 
s'ofern  im  Gleichgewichte  stehen,  dass  blos  die  von  den 
Kräften  angestrebte  Drehung  des  Systems  um  diese  Axe  auf- 
gehoben werde,  so  ip^ss  offenbar  das  resultirende  Drehmoment 
R'*r  zu  uichte  werden,  also 

sein.  Sollten  sie  dagegen  an  einem  festen  Punkte  (•^i^i'^i) 
derroassen  im  Gleichgewichte  stehen,  dass  die  Drehung  um  je- 
derlei durch  diesen  Punkt  denkbare  Axe  (a,  6,  c)  behoben 
werde;  so  muss  diese  Gleichung  fBr  alle  Werthe  der  drei  von 
einander  unabhängigen  Grossen  a,  b^  c  bestehen,  also  jeder 
ihrer  Multiplicatoren  verschwinden,  nemllch  gleichzeitig  seid: 

i;(CF-^iyZ)=o,  2az-tX)=o,  2:(i2jr-fF)=o. 


5. 

Verwendung.      Bedingnissgleichung    für    die    Gleich- 
gewichtsstellung  der   Magnetnadel  am  Galvanometer. 

I.  Da  die  galvanometrische  Magnetnadel  ^4im  eine  feste  Axe 
sich  dreht,  so  seien  ar|  ^i  7i  die  beständigen  Coordinaten  ihres 
Drehpunktes  C,  und  die  Richtcosinus  dieser  Drehungsaxe  pro- 
portionirt  zu  den  Beständigen  a,  6,  c.  Dann  sind  (gemäss  Art.  1. 
und  3.)  am  Nordpole  N,  dessen  Coordinaten  wir  gleich^ 

fanden,    die  Kraftcomponenten 

A+17,     Y+r,    Z^W 
thätig,  und  die  Projectionen  der  nördlichen  Nadelhälfte  CZV=:  £  sind  : 

m 


Eben  so  sind  am  SQdpoie  5,  dessen  Coordtnaten  Wir  gleich 

fanden,  die  Kraftcomponenten 

2:'+l7',     F+F',    Z'+IF' 
thStig,  und  die  Projectionen  der  südlichen  Nadelhälfte  CiS=X«' sind: 

IL  Hithin  übergeht  die  vorige  allgemeine  Bedingungsgleichong 
ffir  die  Drehmomente  in  dem  gegenivfirtigen  Falle  des  Gleichge- 
wichts der  galvanometrischen  Magnetnadel  in  nachstehende : 

+6[i(Z+IF)-£(i+  Ü)  +  6'(Z'+IF0- J'(A'+  ÜO] 

+c[i,(j!:+x;)-l(F+  F)+ v(jp+ü')-s'(P+  r')]=o. 

welche  zur  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärke  t  ans  der  jbeob- 
achteten  Ruhestellung  der  Magnetnadel  dienen  wird. 

III.  Beachtet  man  noch,  dass  man  den  Drehpunkt  C  die- 
ser Nadel  jederzeit  mit  dem  Nordpol  N  und  Südpol  S  in  einer 
Geraden  liegend  anzunehmen  pflegt»  so  gelten  noch  die  Pro- 
portionen: 

IV.  Die  nördliche  Hälfte  CN=L  der  Magnetnadel  mache 
mit  ihrer  Drehungsaxe  (a,  b,  c)  den  bestäiidigen  Winkel  v,  so  ist 

Die.  durch  die  Nadel. und  ihre  Drehungsaxe  geheilde  bewegliche 
Ebene»  deren  Normale  sonach  (wie  in  Art.  1.)  die  veränderlichen 
Richtoosinus 

All  sin  v'    ÄLsinv'    ALsinv 
hat,  weiche  aus  einer  standfestiBn  solchen  Ettebe,  deren  Normale 


\ 
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die  slUcUgeB  Riditeoftinns  A,  B,  C^    gabiiiid^ri  an  die  Bedio- 

gangsgleichungen 

Aa  +  Bb^Cc=0, 
haben  möge,  um  den  Winkel  d  ab,  so  ist: 

Sohlo  hat  man  zar  Ausdrückung  der  £»  ij,  £  durch  JL>  v»  d  die 
Bestimmungsgleichungen :   ^ 

*    a^  +  bri-{-cl=zhLcosVp 
(Äc—  Cb)  § + (Cfa— Je)  ij + (Ab—Ba)is;i  hLaia  veo^i, 

und  sondch  bleibt  der  Ablenkungswinkel  6  als  alleinige  Grund- 
veränderliche übrig,  von  welcher  die  in  (i  und  fi'  als  Factor  ent- 
haltene fragliche  Stromstärke  i  eine  ausznmittelnde  Function  Ist. 


6. 

Vereinfachungen    der    aufgestellten    Ausdrücke    und 

Bestimmungsgieicbungen. 

'  I.    Gewöhnlich  liegt  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  mit- 
ten zwischen  deren  Nord-  und  Südpol,  daher  ist: 

JL'  =  —  L  und   sonach    |'  =  —  |,    y  =  — «y,    f'=s  — f, 

und   sonach   wird  die  Bedingungsgleichung  des  Gleichgewichtes 
(Art.S.)l 

+  6[|(Z— Z'+  JF-JPF0-f:(-3r-JC'+  17-  ÜO] 
+  ch(2:-J!:'+l7-.ÜO-S(l'-F'+  F-FO]=a 

.  .  ■  .  ,  .  . 

IL  Wählt  man  die  feste  Drebungsaxe  der  galvanometrlschen 
Magnetnadel  zu  einer  Coordinatenaxe,  etwa  zur  2-Axe.  so 
muss,  weil  auf  ihr  die  o?«  und  ^-Axe  senkrecht  stehen,  a=0, 
6=0  sein  und  blos  c  willkürlich  bleiben.  LHtnn  übergeht  diese 
Bedingungsgleichung  in 

i>{J[-- i'+ 17— 170— S(  F- F'-l- F^  FO  »0, 


und  die  BestimnmagigWchwgen  tM  it  n*i  in  Art  &>  IV«  yet- 
irandelo  sich  in: 

4 

wobei  Docli  CcszO,  alffo  C=:Q  nd  J^  +  B*i=l  ist 

III.  Die  Magnetnadel  pflegt  man  jederzeit  so  vorzurichten» 
dass  sie  auf  ihrer  Umdrehungsaxe  senkrecht  steht,  also  y=90^ 
ist    Dann  hat  man: 

IV.  Nimmt  man  die  willkürlich  festzustellende,  durch  die 
DrehuDgsaze  gehende  Ebene  (A,  B,  C)  zur  Ebene  der  yx,  so  kommt 
zu  C  =  0  noch  ^  =  ±1,  A  =  0.    Wählt  man  ^=—1,  so  wird: 

|  =  X8ind=— I',    i^==:Xcos«=— V»    £=0=-{;', 

und  sonach  die  Bedingungsgleichung  fär's  Gleichgewicht: 

(j:_A'  +  Cr-ü')cosd=(F-  P+  F-FOsind. 

V.  Da  die  Magnetnadel  wie  jeder  andere  KSrper  der  Schwer* 
kraft  unterworfen  ist,  so  lässt  man  sie  am  f&glichsten  wagrecht 
schweben  und  in  wagrechter  Ebene,  der  jp^- Ebene,  sich  drehen, 
wonach  ihre  Drehungsale,  dIet-Axe,  lothrecht  wird.  Dann 
kann  man  die  ebenfalls  lothrechte  yz- Ebene,  von  der  ans  man  die 
Ablenkungswinkel  d  zählt,  entweder  in  den  astronomischen  oder 

—  was  wir  hier  thun  werden  —  in  den  magnetischen  Meri- 
dian verlegen,  daher  zugleich  die  positive  Ricbtung  der  ^-Aze 
nordwärts  und  die  positive  Ricbtung  der  x-Axe  ostwärts 
laufen  lassen. 

Bedeutet  da  T  die  wagrechte,  längs  der  ^f-Axe  wirksame 
Componente  des  auf  den  Magnetismua  1  einwirkenden  Erdmagne- 
tismus J,  so  ist  nach  der  (in  Art  3.)  gewählten  Bezeichnung: 

J:T=:l:v,    also    7=  Jb.  und   «/m:F=l:v, 

mithin 

V=zJmv=Tm  und  ebenso    F^=Tm'. 

Zugleich  ist,   da  die  Richtung  von  J  im  magnetischen  Meridian 

—  der  yz*  Ebene  —  liegend  auf  der  ^r^Axe  senkrecht  steht»  der 
Cosinus  ti  =  0  folglieh  auch   17^0  und   C^aO.  . 
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Danach  «rird  unsere  Drehmomenten  »CMeidniOg: 

(2:--jrOco««-(r— F08ind*=r(Mi— mOeina- 

Gewöhnlich  und  mit  Recht  nimmt  man  den  Magnetismus  m'  des 
Südpols  jenem  m  des  Nordpols  gleich  an  Grussje,  aber  entgegen- 
gese>t2t  in  der  Beschaffenheit  an»  nemlich  m'ss  —  m.  Dann  wird 
letztere  Gleichung: 

(Jcosd-  Fsin«)— (JPcosÄ—  F'slnÄ)=:2mrsin« 

und 

VI.  Stellen  wir  noch»  mit  Rflcksicht  auf  die  Artikel  I.  und  %, 
cur  Abkürzung: 

JTcos^— Fsind      „     JC'cosd— F'sintf      _. . 
SO  übergeht  letztere  Bedingungsgleichung  in: 

und  sofort  erhält  man  für  die  Stromstärke  i  allgemein  deren 
umgekehrten  Werth: 

1  H^H'  -,  .  . 
T=« — 5 — :rsmo, 
t  2 

Aus  dem  Absätze  IV.  und  aus  Art.  5.»I.  findet  man  nunmehr: 
X=:r— :r|— -IfSinJ,  X'rrar— a?i  +-Lsin^, 

Y=jf— yi— LcosÄ,  T'=:y— yi  +  I»cosÄ, 

daher : 

wenn  man  abkürzend  setzt: 

j;sin4-f  ycosd  =  co» 
Xi  sind  +  ffi  cosd  =  6, 

nemlich  mit  w  und  b  die  Projectioneu  der  Strahlen  OM  und  OC 
auf  die  Magnetnadel  bezeichnet. 

Schreibt  man  die  Ausdrücke  von  JT»   F  des  Art«  1.  und  dann 
obige  von  X»  T,  K  in  jene  von  H^  so  erhält  man  erst: 


H^J  ^ , 

and  danach: 


"-/ 


r» 


mithin,   freni^  man  ü  in  — L  nmtaascht» 

,j_  /*(w— 6  +  L)  dz-'(z--'Z{)dw 


-=/ 


r« 


Dies  sind  nun  die  allgemeinsten  Ausdrücke  der  HilFsgrOssen 
H  nnd  H*  durch  die  laufenden  Coordinaten  x,  y,  z  der  Linie  des 
Stromringes,  welche  überhaupt  wohl  auch  uneben  (doppelt  ge- 
krfimmt)  sein  konnte.  Kennt  man  demnach  von  dieser  Linie  zwei 
Gleichungen  in  or,  y,  2,  so  kann  man  mittels  ihrer  zwei  der  Coor- 
dinaten durch  die  dritte  oder  alle  .drei  durch  eine  passliche  vierte 
Hilfsveräbderliche,  also  durch  selbe  auch  die  Integrande  in  H  und 
H'  darstellen,  die  danach  In  der  ganzen  Ausdehnung  des  8trom- 
reifs  integrirt  werden  mflssen.  * 

Anmerkung.  Eine  andere  interessante  Darstellung  der  Hilfs- 
grosse  H  wäre  noch  folgeude.    Setzt  man  oben 

Xslnd-t-T^osdcss^, 
also 

T  =  (d;— :ri)«ind-f  (y— *yi}cosd— jL=«o«-*^— X, 
so  ist 

dT  ss:  da.aini  4-  i^y-cosd, 

folglich,   da  auch  noch  dWiz^dz  ist,  erhSit  man: 

_       PTd»^%dr       p   \     ,% 


7. 

Stromlinien   in  scheitelrechten  Ebenen. 

L<^ken  wir  jetzt  auf  die  bei  Galvanometern  vorkommende 
Bescha^efiheit  des  Stromringes  ein,  dass  er  nemlich  (Taf.LFig.IL) 
eine  in  einer  Scheitel-  oder  lothrechten  Ebene  enthaltene  gedcblos- 
sene  Linie  ABA*B'  sei  und  dass  diese  Ebene  um  eine  lothrechte 
Aze,  die  wir  zur  s-Aze  bestimmen,  sich  drehen  lasse.  In  dieser 
Ebene  erfassen  wir  ndeh  als  «ine  fernere  oder  Hilfiiaxe,  die  auf 
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derselbea  s-Axe.Mnkreöble  EiiMchoift4iiri»  OA  d«r  Stromebene 
in  die  wagrechte  Ebene  der  xy»  und  zählen  auf  ihr  vom  Coordi- 
natenorsprange  O  aue  eine  neue  Hilfscoordinate  i  des  laufenden 
Punktes  Mix^  y»  »)  im  Stromreife.  Dann  sind  in  dieser  drehba- 
ren Stromebene  t  urid  z  die  beiden  zusammengehörigen  Coordi- 
naten  dieses  Punktes»  zwischen  denen  sonach  fiSr  die  gewählte 
Gestalt  der  Stromlinie  eine  eigenthömliche  Gleichung»  wie 

((t,x)  —  0  oder  z=ßfi, 
besteht. 

Tritt  ilie.  Stromebene  aus  dem  magnetischen. Meridiane  (der 
y2*Ebene),  oder  die  UAxe  aus  der  y- Axe  um  den  Winkel  yOA:=iS 
heraus»  so  sind  die  zwei  ursprflngiichen  Coordinaten  x,  y  des 
Punktes  M  die  Projectionen  der  neuen  Coordinate  i  auf  die  Azeo 
der  s  und  y»  also 

rrsafsins,    y=zteo8B; 
daher  wird 

Dieser  veränderliche  Winkel  t — e  wird»  wie  leicht  zu  sehen» 
von  der  (wagrechten)  Magnetnadel  mit  der  scheitelrechten  Ebene 
des  Stromrings  gebildet  und  wird  in  den  ferneren  Untersuchungen 
häufig  vorkommen»  weshalb  wir  ihn  eigens»  und  zwar  durch  y» 
bezeichnen  wollen.    Es  ist  sonach : 

d^Bssy,    w^iGQsy,    dto^iif.eosy. 

Der  Drehpunkt  C  (xi  yi  Zi)  der  Magnetnadel  iVS  erhält  jed^r- 
seit  eine  bestimmte  unabänderliche  Stellung  gegen  die  Stromiinler 
nemlich  gegen  die  in  ihrer  Ebene  befindlichen  Axen  der  t  und  z, 
so  wie  gegen  die  durch  den  Coordinatenanfang  O  gehende  nor- 
male Axe  derselben  Ebene  —  die  Axe  der  Stromebene.  Es 
sei  demnach  der  (zur  letzteren  Axe  gleichlaufende)  Abstand  die- 
ses Drehpunktes  von  der  Stromebene  =/>»  sein  Abstand  von 
derselben  Normalaxe  =üE  und  seine  Erhöhung  über  die  wag- 
rechte :ry-Ebene  =F;  so  bleiben  diese  seine  drei  Coordinaten 
nngeändert»  wie  sich  auch  die  Stromebene  um  ihre-  lothrechte 
a- Axe  herumdrehen  möge.  Projicirtman  min  den  in  der  a:y- Ebene 
enthaltenen  Coordinatenzug  der  D  und  £»  welche  mit  der  a;-Axe 
die  Winkel  —  s  und  —  £-f  90^  machen»  auf  diese  Axe  und  ihre 
I^ormale  (die  y-Axe)»  so  hat  man  fflr  den  Drehpunkt  C  die  Ur- 
coordioaten : 

Xi=     />cos€ -|- £sin(» 


der  8iramMiärk0H  in  ealpommeiefn.  47 

mit  dem  «elhJsIrerstäiidlieheh 

Sehreibt  man  eefort  diese  Aasdrüeke  in  Art.  6.»  VI.  ein,  so 
todet  man:, 

b  ^=  Dainy-i-EcoByf 

w — 6  =(< — £J)co8y  — Z>siny, 

» 

y — y]=(< — E)co8S  +  D8\ni, 

r»=  (<--£)«+ Z>«+(2—F)«—2X[(<—JB)co8y  —  /)8iny]  +  Ir*    ' 
—  (<u.  JB--£cosy)*  +  (£>  +  üainy)«  +  (z^F)^. 

Setzt  man  nocli  zur  Ablcürzung: 

D'{'Lmky^=ig9    E-t-LeasfSsh, 
so  wird 

r»Ä^«  +  (e-A)»+(a;-F)« 
und 

„       Pitdz'--xd()co6y^(b+L)dz+Fcosyult 
H^  § ' JS;-- * — 7t 

weiche  beide  Grössen  r  und  H  man  sich,  vermöge  der  angeführ- 
ten, zwischen  den  Coordinaten  t  und  %  bestehenden  Gleichung  der 
Stromlioie  nor  durch  leine  dieser  Veränderlichen  ausgedrQckt  za 
denken  bat.. 

ll^enl^  man  sich '  niiDmebr  %  durch  t  ausgedrQckt  und  die  an- 
gedeutete Integration  nach  der  Grundveränderlichen  t  innerhalb 
idrer,  bezüglich  der  ganzen  Ausdehnung  des  Stromringes  festzu- 
steilenden  bestimmten  Grenzen»  etwa  von  i=^tQ  bis  <=f|  voilzo: 
gen,  so  muss  das  fertige  Integral  H  an  der  Stelle  von  t  die  be» 
ständigen  Gren2(werthe  (q  und  ti,  also  nur  noch  die  Veränderliche 
y  enthalten  und  kann  sohin  ab  Function  von  y  und  X,  nemlich 
jff  =  f(y,  L)  angesehen  werden. 

Dann  ii»t 

tl'^f(y,^L) 
und  sonach: 


1     f(y.I>)-ff(y,-X)      % 


/  ' 
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Wenn  man  daher,  wie  bei  der  llblicben  SintMboneaole,  die 
wagrechte,  Magnetnadel  mit  der  scbeitelreehten  Stroinebene  gleich- 
laufend oder  einen  gewissen,  voraus  entsjchiedenen  Winkel  bil- 
dend stehen  iSsst,  folglidi  ysO  oder  diesem  bestftndigen  Win- 
kel gleich  macht  ;^  so  ist  im  Ausdrucke  von  i  Alles»  ausser  dem 
sin  j,  vom  Winkel  i  unabhängig,  mithin  t  proportionirt  zu  sin& 

Hieraus  folgt  demnach  allgemein  der  Satz: 

I 

Wenn  man  bei  einem  Galvanometer  den  Stromring  in  eine 
(lothrechte)  Ebene  versetzt,  welche  um  eine  in  ihr  enthaltene  loth* 
rechte  Axe  drehbar  ist  (wie  bei  den  gebräuchlichen  Sinusbousso- 
len),  und  wenn  man  diese  Stromi-Ebene  bei  jeder  Beobachtung 
so  weit  dreht,  bis  die  wagrecbt  schwebende  Maj^netnadel  mit 
derselben  Ebene  einen  gewissen  voraus  bestimmten  Winkel,  z.  B. 
0®,  300,  450,  900  o.dgl.  macht;  so  ist  die  Stromstärke  jedenfalls 
streng  proportional  zum  Sinus  des  Ablenkungswinkels  der  Mag- 
netnadel vom  magnetischen  Meridian;  es  mag  der  Stromring  was 
immer  (Ür  eine  geschlossene  ebene  Linie  bilden  und  der  Dreh- 
punkt der  Magnetnadel  was  immer  fSr  eine  gegen  die  Strom-Ebene 
und '  Stromlinie  unverrfickbare  Stellung  einnehmen. 

Die  Giltigkeit  dieses  Satzes  erheischt  demnach  lediglich  blos, 
dass  der  Stromring  eine  einfach  gekrClmmte  (ebene)  Linie  bilde, 
dass  seine  Ebene  lotbrecbt  und  um  eine  lothrechte  Axe  drehbar 
sei,  endlich  dass  die  Magnetnadel  wagrecbt  schwebe. 


8. 


Stromreife  von  gewählter  Gestalt. 

L    Elliptische  Stromreife.     Strom-Ellipsen.^ 

Weisen,  wir  nunmehr  dem  Stromringe  eine  bestimmte  Gestalt 
zu,  etwa  vorerst  die  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  A  und  B  in 
der  i'  und  2- Axe  liegen  mOgen,  so  ist  seine  Gleichung: 

Zur  weiteren  Tereinfachung  der  UechnungsausdrildEe»  vor- 
nehmlich der  in  H  und  JS'  stehenden  Integrande,  kann  man  nun 
entweder  als  Polarcoordinaten  den  Strahl  OM=iR  und  seinen 
Polarwinkel  m  mit  der  t-Axe  benfitzen,  folglich 

tssiRcoBf»,    t=:lZsino 


der  SiromsiärJten  in  Gaivatwmetern. 
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setten,  wonach  die  vorige  Gleicbuiig  clor  Ellipse  in 


2_ 


COSfl)^ 


SIDO»^ 


ß^    • 


fibergeilt;  oder  man  Icann  blo8  den  Hiifswitikel  tp  dergestalt  be» 
messen,  dass 

-j=:co8^9    also    -Ä  =  siu9 
ist»  da  daBn  die  Gleichung  der  Ellipse  in  die  zwei: 

zerfiint  Die  erstere  iVnnahme  ist»  wenngleich  auch  sonst  bei  ande- 
ren  Linien  Terwendbar»  hier  dennoch  minder  ▼ortheilhaft  als  die 
sweitew 

Diese  zweite  Annahme  gibt  demnach : 
di^si — Ae\nqid^y   'dz=sBcoBg>dg>f    tdz^-'idissAÜdfp 
und 

r*=(ilcos9-£-Xcosy)«  +  (Z>+L8iny)«+(Bsin(gp-.F)« 
=  Ä*+(/>+Lsiny)»  +  (£;-|-Lcosy)« -f  F«— 224(£;  +  Lcosy)cos9 

—  2£Fsin  9  +  (^«  -  Ä«)  cos  (p*. 

Die  f&r  B  vorzunehmende  Integration  muss»  weil  sie  sich  über 
den  vollen  elliptischen  Stromriog  erstrecken  soll»  von  <= — A  bis 
t^^-t-A  und  von  da  wieder  bis  1  =  —  A,  also  von  (pss-^n  bis 
9=0  und  von  da  noch  bis  g>2zz-i-n  ansgeffihrt  werden.  Sonach 
findet  man»  wenn  man  noch  zur  Abkfirzung 


* 


Acoay^^a 


setzt; 


_-     f  B\a- (6-fI/)cosy]~cFainy  , 


— Ä 


folglich»   indem   ttan  jL  in  — L  .umwandelt: 

■ 

wMä      /*"  -ßfa— (6— I/)cos9l— aFsin^  , 
M'  =  f       •— ^ J73 — * dxp , 


—  jr 


i^=Ä*  +  (Z)-jLsiny)«+(£--£cosy)«+F*~2il(£-icosy)cosy 

s  —  2iBFshi  fp  +  (i<»— B*)  eos  tp\ 
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Nao  kOttnte  man  dl«  OiferentiAl-4}oeffioie»len  dieser  lotegnuide, 
weil  sin9>=:(I — coBqfl)i  ist,  in  eine  nach  den  steigenden  Poten- 
zen von  cos 9»  fortschreitende  unendliche  Reihe  unter  der  Vor- 
aussetzung entwickeln,  dass  die  Bedingqisse  ihrer  Convergenz 
erfüllt  seien ;   da  man  dann  nur  Integrale  von  der  Form 

cos  9*^9;=:  2  /       cosy'^cl^ 
auszuwerthen  hätte  ^  welche  für  gerade  .£ss2ii: 

cos9>>-d9=2/      cosy^»rfy=:    2.4.6... .2»   ^^^(   n  j*«' 

— ar  0  • 

und  »für  ungerade  A  =:  2ii  -f  1 : 

/       cosg)*»+*dV  =  2  /       cos^'^+^dy  =0 


— Ä 


geben-.     Indess  dfirfte   von  den  Ergebnissen   dieser  schwierigen 
Entwickelung  wohl  kaum  je  ein  ernster  Gebrauch  gemacht  werden. 


9. 

Fortsetzung.    Verlegung  der  Magnetnadel  in  die  wag- 

rechte  Coordinatenebene. 

Weil  erwähnte  Schwierigkeit  hauptsächlich  Jurch  die  Anwe- 
senheit des  iBln9  im  Integrand  von  H  hervorgebracht  wird,  so 
wird  man  trachten ,  denselben  zu  beseitigen^  was  offenbar  dadurch 
bewerkstelliget  wird,  dass  man  die  Erhöhung  F  des  Drebniinktes 
oder  der  ganzen  Magnetnadel  seihst  Aber  die  wagrecht^^Ebene 
der  acy  zu  Null  macht,  folglich  am  Galvanometer  die  Einrichtung 
trifft,  dass  die  Magnetnadel  in  der  ws^echten  Ebene  xy  der 
wagrechten  Ajec  2^  des  elliptischen  Stromringes  schwebt. 

Setzen  wir  demnach,  bei  der  Annahme,  dass  F=0  sei,  zur 
Abkürzung : 

E  +  Lcoayssh,    E — Lcoay  =  A'; 

D  +  Lslny  =^,    D-^  L»\nyss:g^ 
und 
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«o  «ind  g,  k  in  der  wi^echten  Coardioaten -Ebene  die  auf  die 
f-Axe  and  die  Aze  der  Strom -Ebene  beziehKchen  Coordinaten 
des  Nordpols  der  Magnetnadel»  /  ist  der  Abstand  dieses  T^ord- 
pols  vom  bficfasten  Punkte  der  Strom -Ellipse»  und  g' ,  h\  f 
bedeaten  A^bolich^  ßSr  den  Sfidpol  der  Nadel  PemgemSss  er- 
halte*  ^: 

i^=z  f^  —  (24Aco8  9>-f  ^<^o^.9*)» 

r^=z  f^^CtAh' cos  g>^J  cos  q>^), 

s 

• 

and»  weil  jetzt  in  H  und  JV'  der  Differentialcoefficient  durch 
Umwandlung  von  ^  in  — g>  keine  AbSnderung  erfahrt, 

O 
0 

So  lange  im  Ausdrucke  von  r*  noch  die  zweite  Potenz  von 

cos 9  vorkommt,  durfte  die  Ausffihr^iog  der  bevorstehenden  Inte- 

1 

gratipn  n^r  diMlurch  e^nnoglicbt  werden»  dass  map  .— g  nach  den 

steigenden  Peteuaen  von  cos 9  entwickelt.  Thun  wir  dies»  so 
erfolgt : 

J  _ 2-  .  3  .C2/IAcosy-|-^cosy»)     3.5  (2JAcosy4- ^cosy«)* 

3.$.7..9.Ci^Acosg)-|-^cosyy     3.5... II  (^Ah  cos  tp-f-  ^^cosy*)* 
+  2i:p  n  2  4   .10  /"  ~ 

+  '-' 

f  ■  •  • » 

.  r3.5  2  2Ah,/l  .  3.5.7,9  (2^A)»n 

+ tM  •  r  "7?"  ■*■  OX8  ~75~ J  •*■ '' 

rZ.6/fl     3.5.7.9   3  (2Ah)*J  .  3.5....  11  (2Ah)*-l        ^ 
"*"L2.4/T"*"2.4./0.8*I        n      *2.4....«     /•»    J'^'"'' 

.  1 .3i}.7,9ä224»..^.3Jt....U  4  (2WA)»^/.3.6....13(2i«A)»1        , 
"•"  L2.4.6.8 1.2     /»    +2.4....IOI      /•"  ~''^2.4....12    /•"   J*'**''' 

-f  n«  ••  w. 

4» 
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Dfese  au«  der  Entivickelung  von 

nach  9em  blDoiuificben  Lehrsatze    entstandene  unendliche  Reihe 
convergirt»   wenn  der  fiir  9  =  0  stattfindende  grOsste  Werth  des 

zweiten  Binomialgliedes    - — j^ —  <  1  ist,  demnach  wenn 

ausftllt.    Letzteres  tritt  aber  sicher  immer  ein,  mithin  conrer- 
girt  aach  diese  Reihe  jedenfalls. 

Setzen  wir  jetzt,  mit  Rücksicht  aaf  die  za  Ende  des  vorigen 
Artikels  aufgeführten  Integraiwerthe,  abkürzend: 

o  o 

folglich 

„       1  ,  rSJ  ,  3.S(2^)«-Il 

.  r3..6^  .  3.6.7.9  3 (2^A)«^  .  S.S....  11  (2Ah)*r% | . 3 
■*'L2.4/^+2.4.6.8l      /•      +2.4....10    A^"  Ja. 4 

•f    U*   8.   W., 

3tL4A   l.rS^   2  2Ah.J  .  3.6.7.9  &Ah)^-^l^ 
^— 2   /•*•  2+12.41      /^     +2.4.6.8     f^    J2.4 

r3. 5.7.9  3.2  2^A.^  3.6....11  4  (JAh^A  3.6....13  (2i<A)^  1A5 

+Lor6:8T:2~7«   +2.4....10 1    /"  +2.4....12  /"  j^jji 

+  u.  s.  w.; 

80  erhalten  wir  endlich: 

Ä=:2jrB[aÄ— (6  +  L)iV]. 

Wenn  wir  auch  noch  h  und  f  in  h'  und  /"'  umtauschen,  6n^ 
den  wir  aus  den  Ausdrücken  von  M,  N,  H  jene  von  M',  tf  ^  H', 
and  zwar: 

W  =  2nß  [auf'  -  (6  -  L)iV'] , 

mithin  für  die  Bestimmung  der  fraglichen  Stromstärke  t  die  Grieicbong: 
-  =  ^^B __ 


der  SirotMiärhen  in  GalvanomeUru.  bi 

I 

L  Bei  der  Tangentenboassole»  wo  e;=0  gemacht  wird, 
ktt  7=:dy  also  as=24cosd»  mithin  enthält»  so  lange  E  nicht  Noii 
ist,  folglich  der  Drehpunkt  der  Nadel  ausserhalb  der  Axe  der 
Strom- Ebene  liegt,  in  dem  zusammengesetzten  Zähler  zwar  a, 
aber  nicht  iV  und  N*  den  Factor  cos 6,  mithin  ist  da  die  Strom- 
stärke i  auch  nicht  einmal  genähert  der  tangd  proportionirt.  — 
Ist  hingegen  £  =  0,  d.h.  liegt  der  Drehpunkt  der  Nadel  in  der 
dritten  Axe  der  Strom  -  £lKpse,  so  ist  A  =  X'C08d= — h'\  daher 
enthalten  alle  drei  Glieder  des  Zählers  den  Factor  cosd  und  so« 
bin  ist  die  Stromstärke  i  mindestens  genähert  der  tangd  proportional. 

2.  Läset  man  bei  der  Sinusboussole  den  Winkel  y=d-*-e 
der  Nadel  mit  der  Strom* Ebene  einen  gewissen  unabänderlicbei» 
sein,  so  sind  nicht  allein  y^  sondern  auch  a,  6,  g^  g',  A,  A',  /,  f\ 
Jf,  M\  N,  N'  allesammt  beständig,  folglich  ist  die  Stromstärke 
t  sicher  dem  sind  proportionirt,  was  mit  Art.  7.  übereinstimmt 


10. 
If.    Kreisförmige  Stromringe.    Stromkreise. 

Die  in  Art.  9  aufgestellten  Ausdrücke  von  r^  und  r^  gewin- 
nen namhaft  an  Einfachheit,  wenn  aus  ihnen  die  zweite  Potenz 
des  cosqn  herausfallt,  also  der  Unterschied  J=B^ — A^  ver- 
schwindet, folglich  die  Halbaxen  A  und  B  des  elliptischen  Strom- 
rings einander  gleich  werden  und  sonach  aus  der  Strom-Ellipse 
ein  Stromkreis  wird. 

Nennen  wir  den  Halbmesser  dieses  Kreises  A,  so  ist 

A^B=:^R,  folglich  A  z=iO, 

a=£cosy,  6    = />siny-f  £cosy, 

^=-D+X»8iny,  g*  =^D — Zsiny, 

A  ^£-|-Lcos7,  A'  =  JE — Lcosy, 

r=R^+g^^h*.  r»=fi«  +  ^*  +  A'», 

r*=/«— 2ÄAC0S9,  r^=^f^'-2Rh'cosg>, 

O  '(I 

= '2nR  (oAf  —  (bi-L)N),  =  'i«ß  (aJf '  —  (6 — L)  /V») , 

J  _  «     aC(ilf-fj|fO-&(iV-t-iyO  — L(iV- N') 

T—t""  tü^  ' 


1 
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vrofern 

1_     3^   ICiftA)«     3.5.... II    1 .3  (2fiA)<  . 
"—/•st 2.4 '2     /T     +2.4....  10  2.4     /"    +  •' 

3  lIRh  .  3.5.7. &    1.3  (am)«  .  3.S....13   l.3.9(2gA)« 
^-5'2  /••  +-2.4.6.8'2.4~7*~"*'5r4....l2'2.4.6    /•>«   ■•^"" 

Ut  aod  bferans  M'^  N'  dadarcb  entsteht,    das«  man  A  and  ^hi 
k*  und  f  umtauscht. 

Diese  Reiben  M^  N  convergiren  jedesmal,  weil  in  jeder 
v<^B  ibn^n  der  Quotient  jedes  Gliedes  durchs  nSchst  verberge- 

hende,  bei  unendlicher  Ausdehnung  der  Reihe,  der  Grenze  \~j%') 

zustrebt  und  diese  stets  <  1  ausfällt.    Denn  damit  Letzteres  diK 
treten  muss  /*-2^=:^4- (A— A)*>0  sein,  was  In  der  Thal 

immer  Ist. 

Auch  hier  noch  gelten  die  am  Schlüsse  des  9.  Artikels  be* 
zflglicb  der  Proportionalitäten  der  Stromstärken  gemachten  Be- 
merkungen. 

Fortsetzung.     Darstellung  der   Integrale  H,  H*  in  ge* 
scblossenen   Formen   mittels   elliptischer   l^unetloneo. 

Vermag  man  über  die  Beziehungszeichen  der  Coordinaten 
Ac=:  E-\-LcoHy  und  h' rzz  E — Lcosy  mit  Sicherheit  zu  entschei- 
den, se  gelingt  es,  die  Integrale  i7,  JO^  auf  ettiptische  Funetio* 
nen  zorQckzuleiten,  folglich  abgeschlossen  darzustellen.    Ist  nun 

I.  der  Abstand  £  nicht  Null,  also  der  Drehpunkt  C  der 
Magnetnadel  ausserhalb  der  Axe  (der  Ebene)  des  Stromkreises, 
so  sind,  i^eil  cos 7  von  —1  bis  +1,  also  A  und  A^  tört  E  —  t* 
bis  E-^-L  sich  erstrecken,  A  und  A'  gewiss  positiv,  90  lang« 
E  nicht   kleiner   als  L  ist.  -  Lassen  wir  demnach  die  Annahme 

E'^L  gelten,    no  ist  in 

r«  =  /«— 2ÄAcos9> 

2Kh  gewiss  positiv;   deshalb  setzen  wir 

q>=z7c — 2^,    cos9  =  — cos2^^2eiA^*— i 

und  erhalten: 

r«  =  /  ^+  2ÄA  —  4ÄA  sin  if;«. 


der  Sirarnttärkm  in  Gaivafwmeiern.  5& 

so  dass  hier  ein  stets    positives  Product  mit  sin^*  afbgexogeD 
wird.    NuDmebr  stellen  wir  oacb  und  nach: 

and 

dann  wlrifi 

wobei  €,  k,  J(k,  t|;)y  r  allesamiiit  posfUv  genommen  werden  sollen. 

Hiernach*  verwandelt  sich  das  in  vor^n  Artikel  geiNidbne 
Integral 

«  g — (b  +  L)cosg> 


Ä==2Ä /* 


o 


r' 


nach  einfachen  Umstaltungen  in 


0 

Aaf  gaBs  gleiche  Weise-  erhalten  wir,   wenn  wir  Lin  ~-L 
verwandeln ,   weil'  auch  hf  positiv  entftlit,  bei  den  Annaliineo 

^+(»+AO»=c^,    A'äJVBF,     vi  — Ä'«sint'»=^*',ff^) 


das  Integral 


n 


4i2  /**  o  +  (6  — I.)coe2^  , 


U.    Ist  aber  E  Null,  d.  h.  liegt  der  Drehpunkt  C  der  Nadel 
in  der  Aze  des  Stromkreises,  so  ist 

A=::Xf  COSy  3S  —  &', 

folglich,  wenn  der  Winkel  /  der  Nadel  mit  der  Stromebene  spitz 
ist,.  QUIt  A  wie  früher-  p^osiliv,  dagegen  hf  negia/fiv  ans;  mit- 
hin gelten  in  Aearog  auf  U  die  früheren  Mtlfssatzungen  und 
Schlussformen. 

Ffir  H'  dagegen  ist   A' =  —  Lcosy,    daher: 

r'«  =  /*«  — 2ÄA'cos^; 
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deshalb   setzen    wir    q>=z2^,    cqs  tp  =;  cos  2tp  ==  1  —  2  sin  t(»*    und 
erhalten : 

r'a  = /'«  —  2ÄÄ' -  (— 4ÄÄ0  sin  1/;*. 
Non  8tellen  wir  nach  einander: 

und  finden: 

Hiedureh  verwandelt  sich  das  im  vorigen  Artikel  aufgestellte  Integral 

'^  a  —  (6— I/)co89 


H'=i2R  r 


,,./8 


c2<p 
o 

nach  geringen  Unistaltungen  in 

„,       4Ä  /^2  fl-(6--L)cos2i/;  .^ 

0 

III.  Ist  hingegen  £  zwischen  Null  und  £  gelegen«  oder 
kurz  E^Lj  so  jässt  sich  fiber  die  Vorzeichen  von  A  und  A' nichts 
für ' alle  Fälle  Giltiges  oder  Bleibendes  voraussagen;  ja  es  kann 
sogar,  wenn  der  verändc^rliche  spitzige  Winkel  y  von  0  bis 
90<>  wächst,  die  A'  =  JE— icosy  von  -(L— £)  bis  £,  nemlich 
von  dem  negativen  L  —  £  durch  0  bis  zum  positiven  £  ansteigen. 
In  diesem  Falle  muss  man,  nachdem  man  bei  Tangenten- 
boussolen  den  (stets  als  spitz  vorausgesetzten)  Winkel  y  ab- 
gelesen, bei  Sinusboussoien  aber  ein  für  allemal  fest 
gestellt  bat,  nachsehen,  ob 

<£       .  ^£ 

cos  y y-    oder    cos  y  >  y-  > 

also  h*  positiv  oder  negativ  ausfalle. 

Zu  positiven  A^  =:  £ -- L  cos y  benutzt  man  dann  för  H* 
die  Schlussform  in  I. ; 

zu  negativen  A^  =  —  (Lcosy  — £)  aber  jene  in  II.,  während 
man  zu  den  fortwährend  positiv  bleibenden  A=:£-f 'E'Cosy  jeder- 
zeit für  H'  die  Schlussform  in  1.  verwendet. 

IV.  Aus  dieser  Darstellung  erhellet  demnach,  dass  die  Inte- 
grale H,  H*  auf  die  Integralform 


der  Stromsiärken  in  €aivanometem.  57 

n 

o 

zurückgebracht  werden  können»   und  es  handelt  sich  daher  jetzt 
nur  um  Weiterleitung  dieser  Form  oder  der  noch  allgemeineren 

a+ jScos^ 


L 


(a  +  Äcosg))**    ^* 

aus  der  dieselbe  durch  die  Annahme  ^  =  2^  entsteht.    Es  ist 
aber  allgemein*) 


/ 


«  +  Pcosy         ^        a/3— 6a  sing? 

(a  +  6cos9)«*^''~"(n  — 1)  (a«— 6*)  (ä+ftcosg))»^* 


1 /*  (n— 1)  (aa-bß)  -f  (yi-2)(fl/?~6tt)cosy 

"**(n— l)(a«-6«)J  (a  +  6cos9)«-i  ^''' 

und  begrenzt  für  n  =  J : 

/»    a  +  ßcoBfp         _       1  /* '^  <ig--fe/?  +  (6tt--ag>cosy  , 

(a  +  *cos9)S  ^""  a^-rh^J  (a+Acosg))i  *'''• 

«>  o 

Setzen  wir  nun  hierin  9=2^9  und  damit 

V^a  +  6cös9  =  Va+6— 26sin^«  =  V"l-Ä«8in^=:-^(A,  '^) 
ausfalle >   2&=£'  und  2a =2 — A;*,   so  finden  wir: 


o 


/*  a+/5cos2^  , 


1__   /»*  a(2— jt«)— |?^»-t-fttit«— P(2— if)]cos2»  , 


o 
Es  ist  aber  noch 


2    P ^,,     ...        2-A»  /•     rfij; 


*)  Nach  Müler  Hirtcli,  Inte^rHlUfein,  IBtO.S. 297.  and  Martin 
Ohm,  System  der  Muthemu tik,  4.  Tbl.,  1830,  Tab.  52. 


^ 
y 
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mithin  ist  schliesslich: 

O  0  0 

Die  beiden  allgemeiDeo  Integrale 

0  o 

k5nneB  aber  bekanntlich  weder  aaf  einander»  noch  aaf  sonstige 
einfachere  Integralformen  znrfickgebracht  werden;  deshalb  wer- 
den sie  nach  Legen  d*re(Trait^  des  fonct.  elliptiques,  1825, 
tome  1.  pag.  18«)  als  eigenthümiiche  transcendente  Functionen 
V4A  iff  behandelt  nnd  zwar  elliptische  Functionen  erster  und 
zweiter  Art  genannt  und  durch 

F(Ä^tp).    E(Ä,t|;) 

bezeiißllttet:    SonAcb  sind  die  bestimmten  Integrale: 

0 

I 

welche  Legendre   volLst&n^ige  elliptische  Functionen   ihrer 
Art  nennt. 

Führen  wir  nunmehr  diese  Bezeichnungen  ein,   so  gilt  allge- 
mein die  Rednctfonsform : 


>  I 


und  wenn   wir  selbe  auf  die  ürn  laufenden  Artikel  entwickelten 
Ausdrficke  von    H  und  W   anwenden,   erhalten  wir  in  I.,    wo 

E^L  ist. 


"-°ro>[*-"t:^"~^-^-"^^^'-^'^-<f)] ; 


der  Sirrnnstarken  im  Saltanamttem.  if^ 

dagegen  io  iL,   wo  £=0  ist» 


13. 

Fortsetsnttg.    Zweite  Entwlckeiung  der  letegrale  B  and 
H'  in  convergente  unendUebe  Reihen. 


erMeien  wir  dadarcb»  das'e  wfar  die  ▼oUatSndigiDn  ellip- 
tiscbeo  Funktionen  V\k)  und  E\k)  in  Reihen  entwtckern.  Es 
ist  nemlich : 

ff  n_ 

V\k)  »y  *  {l-*"8iii^-irfi»»=|^[l-i2(~*)(-«V»in*»"]d*, 


n  n 


E,(A)  =r  *  (I -k* 8\ni^ldii>  = /**  [l  +2(i)(-*^*«irt*^rf«? 


O  0 


und  diese  Binoniialreihen  convergiren »  weil  der  grOsste  Zahiwerth 

ADA 

des  zweiten  Binomialgliedes^  nentHcb  iifi=£  -^  jederzeit  <iist,  da 
immer  positiv  anslUlt.    Nun  ist 

0 

daher  erhält  tMm  die  ge^finsehten  RcMieneirtwIebehiiigM: 
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13. 

I 

I 

Andere   Reihenentwickeiung  der   Integrale   H  uod  ß\ 
falls  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  in  der  Axe  de» 

Stromkreises    liegt. 

Im  10.  Art.  Ißssen  sich  die  för  r*  und  r^,    H  und  H^  ange> 
fahrten  Ausdrucke  auch  so  darsteilen:. 

^  I  =:R^  +  Dß+E^  +  Iß±2L(b'^aco8q>)-^2ERco8ipr 

o 

O 

und  man  kann  es.  nun  versuchen,    die  neuen  HilfsTeränderlicben 

o — 6cos9  =  tt,    6  —  acos9=v 
mit  der  neuen  Beständigen 

J2«+0»  +  £;«  +  jL«  =  e* 

zur  Vereinfachung  der  Ausdrücke  zu  benützen.    Sie  machen 

^^j|=^«±2Lü-2JE;äcos9,    ' 

0  0 

und  lassen  aus  den  ersteren  zwei  Ausdrücken  ersehen «  dass  eine 
namhafte  Cebereinstimmung  der  beiden  Integrande  eintrete «  wenn 
£=0  wird.  Machen  wir  demnach  diese  Voraussetzung,  d.  h. 
nehmen  wir  an,  der  Drehpunkt  der  Magnetnadel  beflnde  sich  in 
der  Axe  des  Stromkreises;    dann  ist 

^«=iP+ll»+i«,    a=:iZcos7,    bz=zDß\ny, 

r*  }  ,      2L 


der  SiremMrken  in  Galvanometern.  öl 

Entwickelt  man  uan  -3  und  -73  najch  dem  binomiaehen [iehrsatse 

ond  onterscheidet  dabei  die  gerad*  und  nngeradzähligen  Glieder» 
80  findet  man : 

.^■=z&')(^-rau.)^-r'- 


folglich 

o 

-^^(äm+l)  r?)*^'/' ''-+^~-'^'" 

0 

Beachtenswert!!  Ist  nun  die  Weiterleitong  des  ersten  Integrals, 
für  welche  wir  auf  einen  Aagenblick 


V 

sin  9 

b  —  ocos 
~"       sin  9 

-=* 

setsen  und  sofort 

di       a 
dq> 

—  ftco8<p 
sio  9* 

u 

sm^' 

9  =  f  sin 

(p,    ndq>=: 

sin  qMi 

finden. 

Danach  ist 

t: 

/tfc^^rf^  =/8in  9*«+* .  <*»d9 , 
also  factorenweis  integrirt: 

(A--oco8y)«^Uin  q>      2m  +  2 

= a^HFi ^^-2;,hFi^'^      '''^^''^' 

und  eingegrenzt: 

/»  2m -f2   /*» 

«©••rf^sr — s — jTi   /        r**+*COS9l£^> 

SO  das«  das  erste  Integral  auf  das  zweite  sich  aeariickleiten  Iflsst. 
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8ebreibt  «ad  tdiesidii  4«9dn»€k  in  jf^nei)  IlSr  — ^~~^  ^o^  ^>®' 

Ben  wieder  in  den  ffir  •:   (Art*  6),    indem    man   zugleich    beach- 
tet, daaa 

/— !\  _  3>5.y....(4w4-l)       r2m  +  i \ 
V2«/""     ^.4.6....(4iw)     =^V    2w   A 

/    --{    \         3.5.7..>.(4»^-3)         /2m  +  {\ 
V?m  +  Jy         2. 4.6....  (4mT^  "7"^  \?jii  + 1) 

ist,  80  erhilt  man: 

i    TÄttS'  p»~ii^o  }"~ 2111+1  \  2ni  /V'«^/ 


+ 


etod^r-!/"«-«"-^- 


Nunmehr  entwickeln  wir  t)*"+*cosg)=(— aco8  9?+6)*"+^cos9) 
nach  4e«i  binomifichen  L€fbr«al«e  lUiud  erwügen»  da^a  M  dflr  so- 
fort folgenden  Integration  nrnr  die  geraden  Ratenden  ,A^»  fioß^ 
Werthe  oberhalb  der  Null  geben;    dann  finden  ^^ir: 

wenn  wir  abkürzend 


S  ( 

«=0  > 

,  w;i 

^m  +  1- 

_jjla»-i-aii^a^  = 

Jm 

aetaen ; 

und  aonacb  wird: 

1 

.     <» 

29rjß.a 

• 

'  Tsind 

(>» 

—    5? 

)»«+2, 

^+4\  / 

<2L\*- 

/2m+!\/M 

A*f+i 

Noch  gestattet  die  durch  Jm  vorgestellte  Summe  die  'Herauslie- 
bung  eines  nur  m  enthaltenden  Factors,  wozu  man  die  allgemeine 
Umwandlungsgleichuag 

\9-nJ'KqJ  "^  pip-l)-(p  +  l-n)  "=  W  W 


der  Stroputarken  i»  Galvamtmetern.  (M 

beDüttt,  nach  welcher  sich  e^bt: 

/m  +  i-n\_/m+4\/m+l\./m  +  4\ 
U  +  l-»/~\w  +  V\    »   /  A    »    )' 

StelIeD  wir  inr  AbkOrzung  der  Ausdrücke: 

so  wird 

ood  bierin  ist: 


/«»  +  l\      1.3.5....(fat+l) 
Vm +  iy""  2.4.6.  ..(2m  +  2)' 


Zar  weiteren  Umstaltuog  von  Ci  ist 

Cm+1\  _  (2m-H>2m(2iii— l)....(2m-|-3^2n)(2fii+2^2n) 
2it  J'^  (2n)! 


(-:*)= 


^«»+4\      (2m+l)(2m-l)....(2m  +  3— 2n) 
2Jrnl ^^ ' 


daber 


a*')<':')='-(:)^=K:)=e)- 

* 

weU  •Uge«eln{;;;)=jjj(^,.  also  •m«be«,nief{7)=:gp 
ist    Sonaeb  erfolgt  aaeb : 

L8st  man  bierin  alle  BinomialcoeCGcienten  auf,  so  wird  naeb  leicb- 
jleo  ZuMQ^meotictongen : 


2».(m-H)m«(iii— l)«(fii— 2)*....(m-f2— n)»(m+l— n) 
^'"-  1.3.6....(2ii-I).nf 

jedocb  anstandslos  nur  erst  für  n^2  verwendbar. 

.Stellt  >iaan  kn  Aasdruche  von  t  jenen  von  JU  ein  «ind  «er 
^dfiMdit»  80  findet  man: 
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• 


t 


-(::od)c?r'-iZ'^-^ 


b^. 


and   dafSr 


/m->i\      1.3,5. ...(2m— 1)  /m  +  jX      1.3.5....  (2m +  1) 

V    m    /~"     2.4.6....(2m)     '  Vm+ 1/ "■2.4.6....(2m  +  2)' 

Ctt-fi\      3.6.7„..(4m-H)  /2mi^{\     3.5,7....(4m  +  3) 

2m  /•"     2.4.6....(4m)    '  V2m+l/"'2.4.6....(4m  +  2)' 


+  3!  1.3.5  *•        •*   ^   •• 

»•  (m+i)«i«(m-l)'(m-2)..(m-i-2-n)«(m+l-it)_,^^,^. 
^«I  l,3.5....Cin— 1)  a         o    +.. 

2«-(m+l)! 
■•"  1.3.5....(2in  — 1)"    • 

Schreibt  man  endlich  0,  \,  2,  3,....  filr  m,  so  erl'oli^: 


Die«  ist  der  möglich  einfachste,  ganz  allgemeine  Au^dri^ck  des 

I 

umgekehrten  Werthes,  -.,    der   Stromstärke   i      Dass    es   bldger 

bleibt.   Hiebt  ^iese  Stromstärke  selbst ,  sondern  ihr  Umgekelirtes 
aaszadrflcken,  liegt  auf  der  Hand,  da  sonst  diese  so  ausgedehnte 


der  Siromstdrken  in  Gattanometern.  6^5 

Summe  in  den  Divisor  sn  stehen  kSme  und  da  bei  der  unum- 
gänglichen Rechnung  mit  Logarithmen  es  gleichgiltig  ist»  ob  die 
Stromstärke  selbst  oder  ihr  Umgekehrtes  in  Quotientenform  darge- 
stellt Ist. 

Schreibt, man  a=/?cosy  und  &=/>siny  ein»  so  erscheiiit: 
•*(  64^«      iitep»o/^+giP(g^-iP)«i''yH(J«-12iPI>'+Z)*)»iny«] 


welche  Gleichung  nicht  allein  allgemein  für  jeden  Winkel  e  der 
Stromebene  mit  dem  magnetischen  Meridian,  sondern  auch  ins- 
besondere, wie  bei*  Sinusboussolen,  fiir  «=sd  und  y:;?0  und 
überhaupt  (lir  voraus  fest  bestimmte  Winkel  y  der  Made!  mit  der 
Stromebene  gilt. 

Bei  der  Titngentenboussole  hat  mau  y=d,  folglich: 


Da  die  halbe  Nadellänge,  L,  im  Vergleich  mit  dem  Strom- 
balbmesser  R,  und  noch  mehr  im  Vergleich  mit  g^  R,  immer 
nur  sehr  klein  Ist,  so  kann  man  sich  begnügen,  blos  die  Glieder 

mit  der  zweiten  Potenz  von  —  noch  beizubehalten,  da  dann  der 

9 

eintretende   Fehler  ernt  mit  dessen    vierter  Potenz  vergleichbar, 
also  von  der  vierten  Ordnung  der  Kleinheit  sein  wird. 

Um  dann  die  nahe  statt  findende  Proportionalität  der  Strom- 
stärke i  zur  tang^  noch  genauer  zu  erhalten,  kann  man  den  Fac- 
tor von  sind^  verschwinden  machen,  was  fSr  D=zlR  erreicht 
nird.  Diese  Abmessung  bat  Gaugain  in  seine  Tangentenbous- 
sole  aufgenommen. 

Will  man  den  Ausdruck  von  •;  mit  der  Berficksichtigung  nach 

den  Potenzen  von  L  entwickeln,   dass  auch  in  g  die  1/  mit  vor- 
kommt, so  setze  man: 

««+/>»=  6«, 
also 

TheU  XXXIV.  ft 
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dann  ist,  wenn  man  sich  auf  die  zweite  Potenz  von  L  lieschränkt: 

1  -  ±  ri      !?  ^^ 

and  nach  einigen  leichten  Umstaltungen : 

l»her  die  Streoistärke  selbst : 

Dfea  ist  im  Wesentlicben  die  von  Bravais  a.  a.  O.  gegebene 
NSbefungtfformef  ffir  die  Bestimmung  der  /StromstBrke  in  Gau- 
'gafin's  Dangentenboussole. 

Setzt  man  in  ihr  D  =  0,  so  wird   G=R  und 
=  2;i  7^*  +3^taiigÄ-  g  ^sm2«]. 

/  

Der  letzte  Aosdnick  wurde  ffir  die  gewöhnliche  Tans;entenbous- 
sole  von  Despretz  (in  den  Comptes  rendu«»  4.  Oct.  1852, 
P«  440.),  als  durch  Blanchet  und  de  la  Provostaye  bergelei- 
tet^  angegeben. 


14. 

Noch  eine  Reibenentwickelung  der  Summe  — ö — »  wenn 

der  Drehpunkt  der  Nadel  wo  immer  in  der,  durch  die 
Axe  des  Stromkreises  gehenden«   wagerechten  Ebene 

liegt. 

Auch  wenn  der  wasserrechte  Abstand  E  des  Drehpunktes  der 
Nadel  von  der  Axe  des  Stromkreises  nicht  Null  ist,  ktSnnen 
die  im  vorigen  Artikel  aufgefundenen  vollständigen  Ausdrficke 
von  T^  und  r'*  der  Reihenentwickelung  zu  Grunde  gelegt  werden. 
I£s  ist  nenllich : 

,.3  =  -TÄ^-^iERcoatp-^Lv)]'*^. 


I 

I 
I 

/ 

I 


der  Stromstärken  in  Galvanometern.  Ot 

also 

Qod   ähnlich 

Deokt  man  sich  diese  Ausdrücke  in 

o  o 

• 

eingesetzt,  so  werden  bei  der  Addition  obiger  zwei  Reihensom* 
men  die  Glieder  mit  den  geraden,  dagegel)  bei  ihrer  Subtrac* 
tion  die  Glieder  mit  den  ungeraden  Exponenten  it  sich  ver- 
doppeln, die  anderen  aber  sich  aufheben;  folglich,  wenn  man  die 
Hälften  dieser  Integrale  mit  ü  und  S  bezeichnet,  erhält  man: 

Ä+Ä'.2Ä 


0 

»  = 


0 

Auch  hier  lässt  sich  das  erstere  Integral  durch  die  im  vorigen 
Artikel  benutzten  Mittel  auf  die  Form  des  letzteren  bringen.  E^ 
ist  nemlich  allgemein : 

/nr*"  cos  9*^9  =/sin9*'*+*cos9>*.<*''€/^ 

=      sin  9««+«  cos  9*.  g^^ 

— /P»+'  ^ — ^^«4  1" — »in9*"+^cos.p*-^rZ7) 

0^4*1  cos  9^  sin  9 


-/ 


2n-fl 

5« 


«8 
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daher  begrenzt: 


/ 


nt^^  cos  (p^dtp 


O  4» 

und  es  «rbellety  das»  nur  Integrale  von  der  Form 

/  ''^2«+ico«j9>»dy  für  <  =  0,  1,  2,.... 

0 

auszowertben  kommen.    Wegen  e= — acosipi^b  erhält  man: 

oder  vermöge  Art.  8.  fflr  ungerade  M—p: 

■"%=0    V    f'     //2.4.6....(2n+l+,-;;/    ^^    "^     '^^'^• 

Zum  Abffchluss  hat  man  demnach  In  den  Sumnifen  ü  und  ]ß 
fdr  m  nach  einander  2m  und  2m  4*  I  zu  setzen  und  zur  Abkürzung 
der  Ausdrücke  folgende  Bezeichnungen  einzufilhren : 


-V 


r*«+*  cos  ^«m-?»-! .  rf y 


mxx-'-vy^'-'--^^- 


u 


r**^*  cos  <p*^— *" .  c/g) 


^SG^IDC".-^;')"--"--^-- 


Dann  erhält  man: 

j     «^  /— 1\  2««  «=«"  /2m 
n 


_  -(2m-2«)««,,>:K2m+2)tf«+i,. 


2n-f  1 


C<G-1.)PS2(n:')'-«)— - 


tju 


(2m~2n4>l)1^„,„-f(2m+3)l!)«4.i,. 

2n-fl 
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+ 

m 

and  darin  ist   entwickelt: 


3.5.7....(4m  +  1) 


V2my^     ""     1.2.3....(2»i)     ' 

(  ""^  ^sal»a-l-.     3.5,7....(4m  +  3) 
V2/ii+iy^        —^  1.2.3...  {2//rfT)' 

».,.=("-')^.hC"+')(:-V)«-"- 
+("r)(:-if)""-"t-+Gr)(";i:o-^- 

uod  insbesondere: 

rf  /m  — 4\        1.9.5...(2m  — I)        ^ 

'^-•"  =  V  »»  y''=~2r4.e:r(2mr*''  ^o-o^"» 

Den  Ausdruck  von  ü  kann  man  auch  —  und  viellercht  kürzer  — 
fio  entwickeln,  dass  man  sogleich  m  durch  2m  und  2//i-|-I  ersetzt, 
dann  ^9^=:( — acosgo-f  ^)^*  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ent- 
fiickelt»  mit  der  betreffenden  Potenz  von  cos 9  und  abwechselnd 
mit  den  Gliedern  des  ti=a— 6cos9  multtplicirt»  von  den  Theil- 
prodocten  des  Integrands  jedoch  nur  diejenigen  beibehält,  in 
denen  der  cosg)  einen  geraden  Exponenten  erhält.  Wenn  man 
dabei  abkfirzend  steltt: 
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I    /** 

o 

1    /•» 

—  ~   /       tt»*»  cos  9««-««+!  rfg)  =  i'„,, ;; 

80  erfolgt: 

^  -"i*  r3.6.7...(4m  +  l)  ---  /2m\  ,£ß«„_„  ^^  « 

(2m  +  J)l e*»f « ^0  V    2«    J^''"'    *       ^    "^-'"J' 
Hierin  ist  sonach: 

9fm,n='-  I      (»-6cos^)  5  X-f  gj^j  )a«»4i-«F6V-»co8<pa«+i--«i» 

O  P— O 

(•1    v  ' 

o  r— O 

—  ^2  ^1 1.)  a«»-«P-»  62p+>  cos  9*"»-«i»]rf9> ; 
folglich  nach  Vollzug  der  Multiplicationcn  und  Integrationen: 

Die  hier  vorkommend«!!  zTreitheiligen  Coefficienfen  lassen  sieb 
nach  d(en,  mittels  Auflösung  und  Heraushebuog  gemeinsamer 
Factoren  leicht  ableitbaren,  Musterfornien 

wv  f»  y*u+iA  f*  y~u+iA  »»  y  2(«~i)(,t+i) 

-WV    (*  /       2(i+l)(ft+l) 
nmstajiten  und  roacheo  sofort: 
ffi      -JV  /^"^  r'«-f-i^  (»•  +  l-p)(2n-f  l)~p    .„_,««, 

'■*"  -  *  f 0  Vip/  V   m-p  ;       2(m+l-p)  (2p  +  1)       "  . ' 
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oder  entwidMlt : 

.  /2»i\  ///i-2i\  (m-l)(2n+i)--2 
+  U/U^2;     (m-l')(2n-.3)    «^     **+ •• 

'**V    m— n    /  wi  +  l— n 

Schreibt  man  niinniehr  für  m  tind  n  nach  und  nach  0, 1, 2, 3^ ...., 
•o  erhält  man  die  Anfänge  der  Hiirsausdriicke : 

J = a  -  j^  £« .  *  +  |j4  [£;«Ä«+L«(aH4««)]  4« 
-^[£»/?»+  X»(ll««+  44»)]  o^*  * 

— ^M   10^'  [*^*^  +  2£"i2*i*  (17a«  +  66«) 

+  L*(2«o«-+»68aJ«A«+86*)].jj|y§£Ä..6 

•f-   U.  8.  W.   U.  8.  W. 

-^r  10  -  IS£*Ä*  f  2£*Ä«L«(5«»  tl86«)+L«(flH  12»»«fH8Ä«)]^j^a 

+  6i*  (5u«  + 12«»6«+  f  *»)]xO  ^*-  * 
4*'  u.  8tf  VI*,  u.  a.  vr. 
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Danach  bietet  endlich  die  für  die  Stromstärke  i  in  Art.  6.  Abs.  VI. 
aufgeBtellte  Grundformei  ihren  fraglichen  Ausdruck: 

in  welchem-  bei  Anwendungen  auf  besondere  Fülle  die  erforder- 
lichen Einsätze  (Substitutionen)  der  für  q^  a,  b,  ü,  V  nach  Vor- 
hergehendem  zu  ermittelnden  Zifferwerthe  auszuführen  bleiben. 


VII. 

'  I 

Ud>er  die  Entmckelung  von 

Co8(d  +  ö|  +  da  +  • . . .  +  Ön-i),    8ln(6  +  Ög  +  0,  + . .. .  +  Bn^i) 

und  über  einen  damit  verwandten  Satz  aas  der  Theo- 
rie der  Zahlen* 

^  Von 

Herrn  Vran%  Vnferdinger, 

Lehrer    der   Mmhematik    in    der   1c.  k.    Österreich iachen    Krieg»  -  Marine 

lu  Trieek 


j.  1. 

Wenn  man  In  der  bekannten  Gleichung 

(l)       (Cos  ö  +  V  ^  Sin  Ö)  (Cps  ^1  +  V^  Sin  dj) 

X (Cos öa  +  V^^ Sin 6^).... (Cos ö„-i  f  Sf^ Sin «„-i) 

=  Cos  (Ö  +  öl  +  ÖSI+ ....  +  ön-i)  +  V^  Sin  (-öl  +  öl  +  öa  +. . . .  -f  fc-i) 

die  im  ersten  Theil  angezeigte  Multiplication   verrichtet,  so  be- 
steht das  Resultat  aus  zwei  Bestandtheilen ,  von  welchen  der  eine 


8lii(rf-f6Fi+6a+^,4-Ä«-.i)  M.  über  einen  damit  i>erwandt.  Sal%  etc,  73 

reell,  der  andere  dagegen  mit  dem  Factor  V^l  behaltet  ist;  der 
reelle  Theil   ist  alsdann  der  Entwickelung  von 

Co«(d  +  öi+Ö«  +  ....  +  öi,-i), 
der  Coefficient  von    V  —  l   dagegen  der  Entfiickelong  von 

Sin(ö  +  Öi+Ä|  +  ....+  ön-i) 

gleich  y  und  es  ist  unsere  Absicht ,  im  Folgenden  den  Bau  dieser 
Entivickelungen  im  Allgemeinen  festzusetzen.  —  Aus  der  Natur 
der  Multiplication  folgt,  dass  in  der  Entwickelung  des  obigen 
Productes  die  einzelnen  Glieder  aus   den  Gliedern  der  n, Binome 

Co8e+V~ISinö,    Cosd|  + V^^SinÖj, 

Cosd«  +  V^lSin^a,  ....  Cosö»-i  +  V^SinO«-i 

dermaasseii  zusammengesetzt  sind,  dass  immer  ein  Glied  des 
einen  Binoms  verbunden  erscheint  mit  je  einem  Gliede  aller  iibri« 
gen  Binome.  Die  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung  des  Pro- 
ductes bestehen  als<^  aus  den  sSmmtlichen  Variationscomplexio- 
nen,  welche  die  n  Elementenreihen 

CosÖ,  V^Sind, 

CosÖ|,        V^Sinöi. 
Cosö«,  *      V"=nSinÖ4, 


gestatten.  Diejenigen  Complezionen,  in  welchen  die  Anzahl  der 
Sinus  gerade  ist«  bilden  die  reellen  Glieder  und  gehören  der  Eilt» 
Wickelung  von  Cos  (d  -f  ^i  -f  0t  -f-  ••••  4*  dn-i)  an  >  und '  diejenigen 
Complexionen,  in  welchen  die  Anzahl  der  Sinus  ungerade  ist, 
bilden  die  imaginären  Glieder  und  geboren,  nach  Auslassung  de« 

Factors  V^-^l ,  der  Entwickelung  von  Sin (ö'+öi+öa +.-..+  &-i) 
an.  Von  den  reellen  Gliedern  sind  jene  positiv,  in  welchen  die 
Anzahl  der  Sinus  durch  4  getheilt  0  zum  Rest  gibt,  und  jene 
negativ,  in  %velchen  diese  Anzahl  durch  4  getheilt  ^l  zum  Rest 
gibt,  weil  (V^I^)^=+1,  (V31)4r+«=:-^l  ist.  Von  den  ima- 
ginären Gliedern  haben  jene  offenbar  das  Vorzeichen  -f,  in  wel- 
chen die  Anzahl  der  Sinus  durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  und 
jene,  das  Vorzeichen  — ,  in  welchen  die  Anzahl  der  Sinus  durch 
4  getheilt  3  zum  Rest  gibt,  weil 
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igt.    Aus  dem  Vorberj^^ebendeii  ergibt  sich  nun  mit  Leichtigkeit 
zur  Entu'ickehiug  von 

Co8(0-f^t+^  +  -*«  -^^ü-i)   und    8in(9-f^|-|-69  +  *.-  +  dii-i) 
folgende  Regel:    Alan  bilde  aus  den  n  Elementenreiben 

Cosd,         Sind, 
Cos  Bi »       Sin  Bi , 
C09B2,       S\nB^, 


Cosön-i,    Sin^ji-i 


alle*  m5glicben  Variationen  und  sortire  sSmnitliche 
Coniplexionen  in  zwei  Gruppen,  von  welchen  die  erste 
die  Sinus  jeder  Complexion  in  gerader  Anzahl«  die 
zweite  die  Sinus  jeder  Complexion  in  ungerader  An- 
zahl   enthält.      Die   Coniplexionen    der    ersten    Gruppe 

bilden  die  Glieder  der  Entwickelung  von 

f 

die.Coroplexionen  der  zweiten  G^ruppe  bilden  die  Glie- 
der der  Entwickelung  von 

Sin(ö  +  Ö, +Ö, +  ....  + ö«-i). 

Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  -f , 
wenn  die  Anzahl  der  Sinus  durch  4  theilbar  ist,  alle 
fibrigen  bezeichne  man  mit  — .  Die  Glieder' der  zwei> 
ten  Gruppe  bezeichne  man  mit  -ff  ^venn  die  Anzahl 
der  Sinus  durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  alle  flbrl- 
gen  bezeichne  man  mit  — . 

Um  z.  B.  Cos(Ö  +  Öi +04  +  63)   und    Sin (ö  +  öi  +  ö«  +  6,)  zu 
entwickeln,    bat  man  aus  .den  vier  Elementen  -  Reihen 

Cos6,  Sind, 

Cos^i,  Sin^if 

*CosB^,  Sin  69, 

Cos  9,,  Sin^a 

die  •imnlKclien  Variationen  > 


^ifiCö^'di-fdt'f  .M.-f tfn-i)  u.  ü^er  einen  äamit  verwtm4L  Sai%  eic,^b 


Cos  &  Cos  $1  Cos  fi^  Cos  ^ , 
Cos  e  Sin  0|  Cos  6^  Cos  9, , 
Cos  6  Cos  ^2  Sin  6^  Cos  ^3 , 
Cos  e  Sin  d|  Sin  0,  Cos  6^ , 
Cos  0  Cos  01  Cos  ^  Sin  ^8, 

Co^6Sin0|  Cos^s^in^s» 
Cos  e  Cos  &i  Sin  ^2  Sin  0, , 
Cos0Sin0iSin<9sSin08, 


Sin  6  Cos  $1  Cos  (^aCos^, , 
Sin  e  Sin  d|  Cos  d^  Cos  ^3 , 
Sin  e  Cos  Ol  Sin  O9  Cos  0, , 
Sin  0 Sin  0|  Sin  6^  Cos  0, , 
Stn0Cos0|iCos0cSin03, 
Sin  0Sm  01  Cos  0s  Sin  03, 
Sin  0  Cos  01  Sin  0,  Sin  03, 
Sin  0  Sin  0i  Sin  0«  Sin  0, ; 


nod  wenn  man  nnn  diese  in  zwei  Cüruppen  mit  gerader  und  unge- 
rader Sinusanzalil  sorrirt,  endlicli  die  einzelnen  Complexionen  auf 
die  angezeigte  Weise  mit  Vorzeiclien  versielit»  so  erhält  man: 


(2)  Cos  (0+0,  + 0a +  03) 

=     Cos  0  Cos  0|  Cos  0s  Cos  03 
— Cos  0  Sin  01  Sin  0^  Cos  0, 

—  Cos  0  Sin  01  Cos  0^  Sin  0, 

—  Cos  0COS  01  Sin  02  Sin  03 
->  Sin  0  Sin  0t  Cos  0^  Cos  03 
—Sin  0  Cos  0,  Sin  0^  Cos  0, 

—  Sin  0  Cps  01  Cos  0^  ^in  6^ 
+  Sin  0  Sin  0,  Sin  6^  Sin  0, , 

Zusatz.    Um  Cos(0— 0i- 
zu  entwickeln«  setze  man 


(3)  Sin(0  +  0i  +  0.+  03) 

=  Cüs0Sin0i  Co^0,Cos^ 
+  Cos  0  Cos  0,  Sin  0s  Cos  03 
+  Cos  0  Cos  01  Cos  0«  Sin  03 

—  Cos  0  Sin  01  Sin  03  Sin  03 
+  Si  n  0  Cos  01  Cos  0a  Cos  03 

—  Sin  0  Sin  0,  Cos  0.  $in  6^ 
—Sin  0  Sin  01  Sin0s  Cos03 
— Sin0Cos0i  Sin02Sin03. 

O^+e^y  und  Sin (0—01  —0«  f  03) 


0-^01-02  +  0,==  0  +  (-0,)  +  (-0a)+0, 

und  TerFahre  mit  den  Elementenreihen: 

Cos0,  Sin0. 

Cos(— 0i),  Sin(— 0,), 
Cos  (—02),  Sin  (-02), 
Cos  03 ,  Sin  03 , 

q4ervf  f«M,dafisfilbe.istt  mit  den  Eiementsnreilien : 
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Co8d,  Sind, 

'  Cos^i,    — Sio^i, 

Cos^a»    — SinÖa, 
CoH^s,        Sinö, 

wie  zuvor.  Man  sieht  augenblicklich,  dass  in  diesem  Falle  in 
den  zweiten  Theilen  der  Gleichungen  (2),  (3)  alle  jene  Glieder 
ihr  Zeichen  ändern,  welche  Sin^i  ohne  S\\\Q^  oder  Sind2  ohne 
SxnQx  enthalten,  die  Vorzeichen  der  Cosinusentwickelung  werden 
daher  der  Reihe  nach  sein: 

+     -     +     +     +     +-     + 

und  jene  der  Sinusentwickelungj 

—    -     +    -     +    -     +     +• 

Dass  dieses  Verfahren  allgemein  gilt,  geht  unmittelbar  aus  der 
Gleichung  (1)  hervor,  wenn  man  —  0|  an  die  Stelle  voi>  d|,  -—6^ 
au  die  Stelle  von  B^  setzt,  wodurch  man  erhält : 

(4)    (Cos  e  +  V^  Sin  6)  (Cos  öi  —  V^^  Sin  Ö|) 

X  (Cos  öa  —  V*^  Sin  ö«)  •. . .  (Cos  d«-i  +  V^^  Sin  d«-t) 
=Cos (6— Öl  —  ö*+ ....  +  ö«-i)  +  V^Sin (ö  -  Öi-Öa  +  •...  +  «»-i). 

{.  2. 

Nehmen  wir  an,  die  Entwickelung  von  Cos((9-|-d|*f  (9a-|'....:f  A1.9) 
bestehe  aus  h  Gliedern  und  die  Entwickelung  von 

Sin(d+öi  +  Ö2+....  +  ö»-.«) 

bestehe  aus  k  Gliedern,  alsdann  muss^   weil 

Cos(d  +  öl  +  Ö«  +  .. ..  +  Ö„-i) 

=Cos(d+d|+6i+.^+ö«_2)CosÖ«-i-Sin(d+ö|+öt+...+ö»-2)Slnö,-i, 

Sin(d  +  öi+öa+....  +  ÖA-i) 

=Sin(Öfö|+Ö»+....+e«-2)Cosö«-i+Cos(e+Öi+Öa+...+A.-a)Sin««-i 

ist,   sowohl 

Cos(d+öi+d,  +  .... +  0,1-1)  als  auch  Sin  (ö  +  «i +  Öa +  ....  + Ai-i) 

aus  h-\-k  Gliedern  bestehen,  weil  in  den  ersten  Gliedern  der 
zweiten  Theiie' dieser  Gleichungen  kein  Sin  Ai^t  ood  In  den  swei» 
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ten  Gliedern  keio  Co8  0fi.i  yorkoromeD  kann»  sich,  also  weder 
Glieder  aufheben,  noch  sich  deren  zusammenziehen  lassen.  Folg- 
lieh bestehen  die  Ent Wickelungen  von  Cos(6-f  d| -f  ds4-—*+^ii-i) 
und  Sin(^-f~^i +  ^a  +  ««*- 4*dii-i)  aus  gleichviel  Gliedern.  Da 
nun  die  Summe  der  Gliederzahl  beider  Cntwickelungen  gleich  2*, 
gleich  der  Anzahl  def  Variationen  von  it  Elementenreihen  sein 
rooss,  wovon  jede  Reihe  aus  zwei  Elementen  besteht»  so  besteht 
die  Entwickelung  von  CosC^-h^i-f  6I2 +••••  + ^n-i)  sowohl «  als 
auch  die  Entwickelung  von  Sin  (0 -)- d| -f  ^2 -f  ••••  +  ^n—O  aus  2""^ 
Gliedern.  Wir  wollen  uns  nun  noch  die  Frage  stellen,  wie  viele 
Zeichen  -f-  ^i^d  wie  viele  Zeichen  —  kommen  in  jeder  dieser 
Entwickelungen  vor? 

Bezeichnen  wir  mit  (n)  einen  aus  n  positiven  Gliederß  besteh- 
enden Ausdruck,  ist  7{|  die  Anzahl  der  positiven,  n^  die  Anzahl 
der  negativen  Glieder  in  der  Entwickelung  von  Cos  (71),  ferner  n^ 
die  Anzahl  der  positiven,  n«  die  Anzahl  der  negativen  Glieder  in 
der  Entwickelung  von  Sin(n),  so  können  wir,  da  es  uns  blos  auf 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder,  nicht  auf  die 
Quantität  ankommt,  setzen: 

Cos  (»1)  =  («1)  —  (IIa) ,    Sin  (n)  =  (iig)  —  (w^) , 

nnd  wollen  nun  ermitteln,  aus  wie  viel  positiven  und  negativen 
Gliedern  alsdann  die  Cosinus*  und  Sitiusentwickelung  eines  n-f  Iglie- 
drigen  Ausdruckes  besteht.    Es  ist 

Cos(iff  l}r=Cos(n)Cos(i)^Sin(fi)Sin(l), 

Sin(ft  + 1}  =  Sin(}i)  Cos(l)  +  Cos (n)  Sin  (|), 

lind  da  man  nur  auf  die  Anzahl  der  Glieder  sieht,  so  können  die 
Factoren  Cos(1)  und  Sin(l)  weggelassen  werden,  und  man  hat: 

Cos  (n  +  1)  =  Cos  (m)  -  Sin  (n) , 
.    Sin(n  +  l)  =  Sin(n)  +  Cos(«), 

oder  wenn  man  (ft|)  —  (11^)  für  Cos(n)  und  (ftg)  —  {n^  fOr  Sln(ft) 
setzt  nnd  die  positiven  Glieder  für  sich,  die  negativen  Glieder  für 
sich  zusammenfasst : 

Cos(n  + 1)  =  (n,  +  «4)  -  («a  +  ws)» 
Sin  («  + 1)  =  (fii  +  «a)  —  (ii'j  +  W4) , 

d.h.  die  Entwickelung  von  Cos(n-f  1)  besteht  ans  v^  -f  174  positi- 
ven und  aus  n^-\-v^  negativen  Gliedern;  die  Entwickelung  von 
Sin(fi  -f  )>  besteht  aus  »i  -fns  positiven  ond  aus  v^-i-n^^  negativen 
Gliedern.    Vergleicht  man  die  beiden  Reihen 
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mit  elnatider,  so  sieht  man,  das«  die  Glieder  der  ivreitefi  iReibe 
diirch  Additkyn  ans  den  Glted^n  deV  ei-sten  Reihe  nach  eiAem 
seht  einfacheo  Gesetze  eHiälten  werden.  Sind  z.  B.  d!e  Glieder 
der  ersten  Reihe 

1,  1,    2,    0, 

welche  der  Entwtckelung  von  Cos(d-|-^j)  und  Sin((9-f  d|)  entspre- 
chen,  80  sind  die  Glieder  der  zweiten  Reihe  beziehungsweise 

1,  3,  3,  1', 

d.h.  die  Entwickeiong  von  Cos(d-f  dj  4*^2)  bat  ein  positives  und 
drei  negative  Glieder  und  die  Entwickelung  von  Sin  (6  -f  ^1  +  ^) 
besteht  aus  drei  positiven  und  einem  negativen  Gliede.  Betrach- 
tet man  diese  zweite  Reihe  wieder  als  erste,  so  erhält  man  daraus : 

2,  6,    4,    4, 

d.h.  die  Entwickelung  von  Cos(d-f  d|-f  Os'l'^s)  besteht  aus  zwei 
positiven  und  sechs  negativen  Gliedern;  die  Entwickelung  von 
S\n{B'\-Oi'\-d^^B^)  besteht  aus  vier  positiven  und  vier  negativea 
Gliedern  y  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  wurde  die  folgende  Tabelle 
gebildet.  ,; 
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Tabelle, 

enthaltend   die    Anzahl    der   positiven    und    negativen 

Glieder  in  der^EntH-ickelung  von 

Co» (d  +  Öl  +  Ö«  +  ....  +  Ön-i).  11  tid    Sin (Ö  +  Öj  +  Ö,  + ....  +  d.-i) 

von  R=il  bis  n=:30. 


4* 

Cosi 

nu8. 

Sinns. 

f» 

+ 

+ 

"F 

1 

0 

1 

0 

2 

1 

1 

2 

0 

3 

I 

3 

3 

1 

4 

2 

6 

4 

4 

5 

6 

10 

6 

10 

6 

16 

16 

12 

20 

7 

36 

28 

28 

36 

8 

72 

56 

64 

64 

9 

136 

120 

136 

120 

10 

256 

256 

272 

240 

11 

496 

528 

528 

496 

12 

992 

1056 

1024 

1024 

13 

2016 

2080 

2016 

2080 

14 

4096 

4096 

4032 

4160' 

15 

8256 

8128 

8I2K 

8256 

16 

16612 

16256 

16384 

16384 

17 

32806 

32640 

32896 

32640 

18 

66536 

65536 

65792 

>   65280 

19 

130816 

131328 

131328 

130816 

20 

26)632 

262666 

262144 

262144 

21 

523776 

624800 

523776 

524800 

22 

1048576 

1048576 

1047562 

1049600 

23 

2098176 

2096128 

2096)28 

'2098176 

24 

419635li 

4192256 

4194304 

4194304 

25 

8390656 

8386560 

8390656 

8386560 

1 

26 

16777216 

16777216 

16781312 

167731-20 

27 

33650336 

33558528 

a%58528 

33550336 

28 

67100672 

67117066 

67108864 

67108864 

29 

134-209536 

134225920 

134-209636 

)34225920 

30 

268436456 

268436456 

268419072 

26845)840 
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8-  3- 

Um  nun  die  allgemeine  Independensformel  fiir  die  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Glieder  in  den  Entwickelungen  von 
Co8(d  +  ^i+öa  +  ....  +  ön-i)  und  Sin(Ö+öi  +  Ö2  +  ....  +  öi,^i)  »u 
erbalten,  ist' es  nothwendig,  fär  n  die  vier  formen 

4r,    4r+l,    4r+2,    4r  +  3 

von  einander  zu  unterscheiden.  Ist  ffir  n  =  4r  in  der  Cosinns- 
und  Sinusentwickelung  die  Anzahl  der  positiven  Glieder  bezieh- 
ungsweise gleich  m  und  m',  so  ist  die  Anzahl  der  negativen 
Glieder  beziehungsweise  gleich  2*'"~'*  —  m  und  2*^—^  — ^  m' ,  und 
man  findet  hiermit  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glie- 
der in  den  Entwickeln ngeii  fär  n  =  4r+l»  4r-f  2,  4r-f«3,  4r-f4 
durch  sdhiichte  Addition  auf  die  oben  bewiesene  Art  und  hat  das 
folgende  Schema,  das  nach  dem  Vorhergehenden  einer  weiteren 
Erläuterung  nicht  bedarf. 


i^ 

itk. 

4^ 

4^ 

lU. 

*i 

•« 

t 

1 

1 

-t^ 

4- 

-h 

4- 

a 

•(^ 

CO 

!>£ 

^mt 

1 

1 
1« 

1 

% 

t 

g 

3 

3 

1 

1 

1 

•f 

§ 

+ 

3 

1 

^ 

'S 

4- 

§ 

+ 

• 

1 

l>9 

n 

i 

1 

f 

1 

o 
2- 

M 

+ 

M 

s 

1— 

99 

lU 

lO 

3 

• 

S 

ä 

^ 

!<£ 

' 

1 

4- 

••> 

1 
3 

1 

1 

1 

1 

4- 

1 

1 

1- 

1 

1 

i 

1 

^ 

4^ 

S 

1 

3 

a» 

•^ 

i<) 

1 

Sl 

1 

r 

4- 
5, 

s 

^ 

+ 

« 

1 

i 

a 

* 

w 

"• 

4^ 

1 

1 

c 

S 

1 

1 

1:9 

KS 

OD 

• 

4- 

1 

1 

4- 

1 

3 

1 

3 

1 

3 

1 

\ 


99 

99 

99 
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V 

f 

Die  Auffindung  der  Indepeudenzforineln  fOr  die  Anzahl  der 
positiven  und  oegativea  Glieder  ist  «onach  zurückgeführt  auf  die 
Be«tiinniung  der  Werthe  von  m  und  m'.  Bildet  man  sich  aus  der 
vorhergehenden^  Tabelle  die  Differenz  m  — (2*»"-i— wi)  der  Anzahl 
der  positiven  und  negativen  Glieder  in  der  Entwickelung  von 
<^(^-hdi-|-^2+--<-'f  V~i)»  so  erhäk  man  der  Reihe  naeh 

för  r=l  —        4=~22, 

r=:2  +       16=  + 2*, 

r=3  —      64=— 2«, 

r=4  +     256« +2«, 

r  =  5  —  1024  = -2w, 

r=6  +  4096= +  2«, 

r=:7  -16384  =  — 2", 

und  man  schliesst  daraus  durch  Induction»    dass  allgemein 

(5)      *  tn  —  (2*^-1  -  m)  =  (- 1)'-2«% 
also 

(6;  m  ==  2*^« + (- 1)«-  2«'-^ 

ist.  Bildet  man  aus  obigem  Schema  dieselbe  Differenz  fSr  ii=4r-f  4« 
so  erhält  man  — Sni -f- 2^''-l-^ ;  und  setzt  man  hierin  statt  m  den 
eben  gefundenen  Werth,    so  erhält  man:  . 

(_  l)r+l  .22r+2 

Dasselbe  Resultat  erhalt  man  aber  auch»  wenn  man  Im  zweiten 
Theil  cTer  Gleichung  (5)  r  -|- 1  statt  r  setzt,  woraus  folgt»  dass» 
wenn  die  für  m  gefundene  Formel  für  r  gilt»  sie  noth wendig  auch 
för  r-f  1  gelten  muss.i  Da  aber  diese  Formel  für  r=  1  gilt,  so 
gilt  sie  nach  bekannter  Schlussweise  für  r=2, 3,....»  d.  h.  allgemein. 

Aus  der  Betrachtung  der  Tabelle  ersieht  man  auch»  dass  flir 
n=4r  in  der  Sinusentwickeluug  die  Anzahl  der  positiven  Glieder 
immer  gleich  ist  der  Anzahl  der  negativen  Glieder.  Man  schliesst 
also  durch  Induction,  dass  allgemein 

oder  dass 

(7)  •         m'  =  2*'-« 

ist.  Nach  dem  obigen  Schema  ist  für  n  =  4r  -f  4  In  der  Sinns- 
entwickelung die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  be- 
ziehangsiveise 

Th.ll  XXXIV.  6 
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8(Stzt  man  nivn  hierin  fdr  m!  den  gefundenen  'Werth,  so  erhSIt 
man  in  beiden  Fällen 

woraus  foli^p  dass  wenn  die  Gleichheit  der  Anzahl  der  positiven  mid 
negativen  Glieder  in  der  Entwickelung  von  Sin(ö+6i +63 +.-..+ ö^r-i) 
und  der  daraus  folgende  Werth  von  m'  fiir  r  gilt«  beides  notb- 
wendig  auch  lur  r*f  1  gelten  muss«  Da  aber  die  Giltigkeit  obi- 
gen Werthes  von  m'  für  r=l  nachgewiesen  ist,  so  gilt  derselbe 
nach  bekannter  Schluäsweise  allgemein. 

Bezeichnet  man  mit  Pc  und  iVe  die  Anzahl  der  positiven  und 
negativeti  Glieder  der  Cosinusentwickclung  und  mit  P%  und  iV« 
die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  der  Sinusentwicke- 
lung, so  gibt  das  obige  Sbhema»  wenn  man  für  m  und  m'  seine 
Werthe  aus  (6)  und  (7)  setzt: 

(8) 
fÖr  n=4r         pc—<i*T-i  ^  (_l)r2«r-i,    i^^,=  2*^a_(_ iy^-\ 

P,  =  2*^1  +  (—  ly^-^ ,     ZV, = 2^-1  -  (—  l)'  2»^-» ; 

„   n  =  4r+2  />e=2*-,  ZV«  =  2*', 

P.  =  24'-+(— 1)''22',  A,=2*-— (— 1)'-2»'; 

„   it=.4r-l-3  P,=2*'+»— J;-J)'-22',        iVo=2«H-i  +  (— l)r2«r, 

P,=2*'-+»  +  {-I)'-2«',        ^,=2«H-i  — (-l)r2tr. 

Indem  wir  nunmehr  enr  Anwendnng  des  Vorhergehenden  über- 
gehen, nehmen  wir  die  identische  Gleichung  vor: 

(9) 

(Cos^Ö  +  Sin^d)  (Cos  «öl  +Sinad|)(Cos%  +  Siu2d»)  .... 

. . . .  (Cos  «d«~i  +  Sin  «ö«-i) 
=:Cos«(Ö  +  öi  +  Öa+....  +  d«-i)  +  SiD«(6+Ö|+Öa+....  +  Ai-.,), 

und  ffmttipÜciren  dieselbe  mit  (ppi^a..*.^-.i)^  wobei  q,  qi,  9s»....^~i 
reelle  positive  Grossen  bezeichnen,   und  erbalten: 


N 
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. . . .  { (^«-1  Cos  Ö»-.i)«  +  (^«  -1  Siu  Ö»-i)*  I 

+  l^Pl  ^  ....  ^n-lSiD(Ö  +  ö,  +  Öa  +  ....  +  ön-l)p. 

,  t 

Denkt  man  sich  im  zweiten  Theil  dieser  Gleichung 
Cos(d  +  Öi  +  da+....  +  Ö»-i)    und   Sin(Ö+d, +0» +....  + ö»-i) 

nach  dem  im  obigen  auseinandergesetzten  Verfahren  entwickelt» 
alsdann  Glied  um  Glied  mit  9Pi^....^^i  mültiplicirt  and  setzt 
man: 

«*     s=pCosd;  ß      =p8ind, 

«i     =f|Co8Öi,  ft     =eiSind,, 

(10)        \a^     =PaCosÖa,  /?a     =^^^»0  02, 


««-1  =  ^«-1  Cos  ön-i ,    ßn-i  =  ^«-i  Sin  Öji-i ; 

so  sind  die  in  beiden  Fällen  sich  ergebenden  Resultate  offenbar 
reine  Functionen  von  a,  a|,  aa9....oric~i,  ß^  ßi,  j^a»'***^«— i»  ^^* 
zeichnet  man  das  erste  llesultat  kurz  mit  /*(«,  ß),  das  zweite  mit 
F(a,  ß),  80  wird: 

i  ^PiPa— -Pw-i Cos (Ö  + öl +öa +  ....  + ö«-i)=/t«, /J),   - 

(H) 

(  ^^^a--  P«-i  Sin(ö  +  öl  +  (9a  + ....  +  ö«-i)  =  F(a,  |3), 

und  man  hat  statt  (9)  die  Gleichung: 

(12) 

so  dass  also  das  Prodoct  P  umgeformt  erscheint  in  die  Summe 
zvreiei*  Quadrate«     fXa,  ß)  wird   sich  von   der  Entwicbelüng  von  ^ 
Co8(ö  +  (9i  +  Öa+....  +  ön-i)  und   F(a,  ß)  von  der  Entwickelung 
von  Sin (ö  +  öi  -f  öa  4- ....  +  Ön-i)    nur   darin   unterscheiden y   dass 

a,  «1,  oaf ....  offi^i  an  der  Stelle  von  Cosö,  Cos6| ,  Cosö^ Cosön—i 

und  ßf  ßi,  ß^p»*„  ßn-^i^^n  der  Stelle  von  Slnd^  Sinö]^  Sinöa».... 
....  Sin  dii->t  steht     Das  fiir  die  Entwickelung  von 

Cos  (ö  +  öl  +  öa +....+ Öii-i)   und   Sin(Ö  +  Öi  +  öa  +  ....  +  Ö«-i) 

im  Obigen  gefundene  Verfahren  wird  sich  also  auch  auf  die  Ent- 
wickelung der  Fnnelionen  fisi,ß)  und  F(€i,ß)  ausdehnen  lassen, 

6* 
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wenn  man  nur  Oberall  statt  der  Cosinus  die  a  und  statt  der  Sinas 
die  ß  setzt.    Die  Regel  wird  alsdann  folgendermassen  lauten: 

Man  bilde  aus  den  n  Elementenreihen 


«, 

(J. 

«1. 

A. 

««. 

h. 

alle  mdgllchen  Variationen  und  sortire  sSromtlicbe 
Coroplexionen  In  zwei  Gruppen,  von  welchen  die  erste 
die  ß  in  jeder  Complexion  in  gerader,  die  zweite  die 
ß  in  jeder  Complexion  in  ungerader  Anzahl  enthält. 
Die  Glieder  der  ersten  Gruppe  bezeichne  man  mit  -f-, 
wenn  die  Anzahl  der  ß  durch  4  theilbar  ist»  alle  übri- 
gen bezeichne  man  mit  — .  Die  Glieder  der  zweiten 
Gruppe  bezeichne  man  mit  -f,  wenn  die  Anzahl  der  ß 
durch  4  getheilt  1  zum  Rest  gibt,  alle  übrigen  bezeichne 
man  mit  — •  Alsdann  ist  die  erste  Gruppe  die  Ent- 
Wickelung  von  f(tt,  ß),  die  zweite  jene  von  F(af  ß). 

So   erhält  man   zum  Beispiel   zur  Zerlegung  des   Productes 
(a'^  +  ß^)  (a^^  -^  ßi^)  (a^^  +  ß^^  aus  den  Elementenreihen 

«>     ßf 
«1.    ßi» 

«a*    ß% 
die  Variationen: 

«AÄ»   ßßiß%\ 

folglich   ist: 

/(«,/?)=:     tttfio,    und    F(a,  ß)=2     cfto^ 
—  «AÄ  +^iß% 

"— /JflPiPa  '^ßßiß% 

und 

(13)    (««+|3*)(«i«+ A«)(«^H A^=l««i «t-«AÄ-/5ft i%~/J«iftJ« 


Sin  (6  -f  ^x  -f  ^t  +  •—  -t-  6«— i)  tf  •  ^^er  einen  äamii  terwandi.  Sai%  etc.  85 


um  das  Prodact  («•  +  ß^  («i*+ A«) («i*  +  jJ«*)  («,*  +  fo*)  «u  »er- 
legeo«  hat  man  aus  deo  Etementenrelben 


«»      /^» 

^ 

«1  >  A » 

«a»    A* 

«•*   A 

die  Variatiooeii 

«A«««8»      ßßl^^» 

««iA«»<   i?«iA«». 

t 

«AA«8.  /3AA«i. 

1 

««i«tA.   ß^oA» 

«A«aA»    ßßi^s» 

1 

\ 

«AAA*  /^AAA; 

and  wenn  man   nach   den  obigen  Vorschriften  die  Compleanonen 
sortirt  und  bezeichnet»  so  wird: 


— «AAfc«! 
— «A«tA 
—  c«i/JtA 

-/JA«««» 
— /J«iA«» 

— /»«lOt/Js 
+  /5A/^a/'a» 


Ptc/J)«    aA«2«^ 
+  ««I  A«i 

+««j«A 

— «A/'A 

+  /^«i«a«i 

— PAA«i 
— /JA«2A 
— /»ai/J«A; 


und  es  ist  sonach,  wenn  man  zur  Abicürzung 


assaaiOjittt*  a  < 

*='«AA«s»  *' 

cs=«rA«tA>  «' 

^=«aiÄA»  «'' 

e=/?A«2«8>  *' 

f=ß»iß%^f  f 

^=/*«i«äA»  ^• 

*=/IAM..  *'' 


:«A«1«S» 
=  ««lfe«^» 
:aa|i%A* 

:cAA|?i, 

=  ^«l«t«t» 
ßß\ß%^* 

'/5A«»A» 
ß<*tßtß% 


setzt: 


88 l/nf^rdinper:  Veöer  die  EninieHeLvonCoä{e'\-(f^'^^^..^+en-i), 

(14)  , 

+  (tt'+  6'+  c'-  d'+  e'-f'^-g'-h')* 


Die  Gleichung  (9),   Tolglicb  auch  jene  (12),   wird  aber  offen- 
bar auch  dann  noch  richtig  bleiben,   wenn  man  in  der  Summe 

die  Vorzeichen  beliebig  YäiäuderU  Hfttte  man  z.  B.  O/i,  6«»,.... 
in  — ö/*,  —  dv"  verwandelt,  so  treten  in  der  Eotwickelung  von 
Cos(ö  +  d, +öa+ .... +  ö«-.i)  und  Sin(6+Öi  +  Ö2+ ....  +  ö,-i) 
die  Grossen 

Co8(-ö^),    Sin  (-Öci). 
Cos(— Ör),    Sin(-Öp), 


oder,  was  dasselbe  ist,   die  Grössen  , 

Cosö;i,    — Sin^yu, 
Cosdy,    —Sind» 


an  die  Stelle  von 


Cosd^u,    Sin6|u» 
Cos^v,    Sin  09» 


d.  h.  in  den  Entwickelungen  von  Cos  (d  +  ^i  +  ^a  "f  *  •  •  •  4- ^n-i)  und 
Sin (d  +  Öl +Öa +  ..••  + ön-i)  braucht  man  nur  in  jenen  GRedero 
die  Zeichen  zu  verändern,  in  welchen  Sinö^^,  Sin^i»,....  in  unge- 
rader Anzahl  zusammen  vorkommen.  In  den  Functionen  fia,  ß) 
und  F(a,  ß)  treten  alsdann  an  die  Stelle  von  ßja,  ß^j.,,,  die  Gros- 
sen — ßfxt  — ßvf-.,  während  alle»  Andere  ungeändert  bleibt. 
Die  Gleichung  (12)  wird  also  auch  dann  noch  gelten,  wenn  man 
im  zweiten  Theile  derselben  in  allen  jenen  Gliedern  von  f(tt,  ß) 
und  F(a,  ß)  die  Zeichen  verändert,  welche  /?^,  i?v*....  in  ungera- 
der Anzahl  enthalten.    Auf  diese  Weise  erhält  man  filr  das  Product 

(12)  P=  («H^)  («1« +ß,«) («.»+^»'0-... («ip-i«+(S«^«) 

eine  neue  Zerfiillung  in  die  Summe  zweier  Quadrate.  , 


Sla(i9+di  +e^  -t-^^^+On-i)  u.  über  einen  damil  verwandt.  Satz  etc.  87 

Aqs  den  Gleichangen  (11)  und  (12)  folgt«  wenn  man  zur  Ab- 
kürzung 

setzt : 

(18)       ^^=tKe,  \F{,i,p)\*-{-\f[.u,ß)\*=p. 

woraus  man  mit  Leichtigkeit  findet: 

(16)        ,F(«,/J)|«=j^/».     {;.(„.  ^,.=,_^_p. 

Versteht  man  unter  B  jede  beliebige  algebraische  Summe 
der  n  GrOssen  B^  6i,  d2»..«.  Ai^i»  so  ersiebt  man  aus  den  vor- 
stehenden  Gleichungen 5  dass  man  für  {F(a,ß)\'^,  {f((*fß)\^  so 
▼iele  verschiedene  Werthpaare  erhalten  ivird,  als  es  numerisch 
verschiedene  Werthe  von  0  gibt,  indem  das  Vorzeichen  von 
0  gleicbgiltig  ist.  Bekanntlich  lassen  sich  aus  n  Grossen  wie 
0»  Ol,  ^s»....  dii-i  durch  lediglicbe  Aenderung  der  Vorzeichen  im 
Allgemeinen  2"  verschiedene  Summen  bilden.  (M.  s.  meinen  Auf- 
satz: Ueber  eine  Eigenschaft  der  geometrischen  Pro- 
gression 1,3,9»27 Archiv.  Tbl.  XXXIII.S.  106).    Unter 

diesen  befinden  sich  aber  paarvreise  solche  von  gleichem  Zahl- 
wertfa  und  entgegengesetzten  Zeichen ,  so  dass  die  Anzahl  der 
absohlt  Verschiedepen  Summen  im  Allgemeinen  gleich  2"*^  ist. 
Man  wird  also  auch  flir  F(a,  ß)  und  /(«,  ß)  im  Allgemeinen  2"**^ 
verschiedene  Werthpaare  erhalten«  weiche'  alsdann  eben  so  viele 
Zerfällungen  des  obigen  Productes  P  in  die  Summe  zweier  Qua- 
drate ergeben. 

Da  sich  aus  den  GrOssen  6»  $i,  6^  die  vier  Summen 

Ö-Öi  +  Ö,, 

e+Oi—e^ 

bildea  lassen,  so  hat  man  Ar  (a^+ß^)  (€ti^-i- ßi^)  (a^^+ß,/)  vier 
verschiedene  ZerflUlongen.  An  die  Stelle  der  im  ersteq  Beispiele 
aofgeflihrten  Elemenfenreihen  treten  nun  vier  Systeme  solcher, 
and  zwar  die: 


«.   ßf 

«»    —ß» 

«,            ß. 

«.           ßf 

1 

•ir         fit. 

«1»  — A, 

«f         A. 

«i>  ß^* 

^»          h. 

««.          /»2» 

«Ä»  —  A> 

SSVnferdtnger:  (Jeder  dieEntwlckeL  von  Cos(^-|-di +<>,+... 6it-i), 
und  die  vier  Auflösungen  sind : 

(16)  («H  /s^  («,»  +  A«)  (««•  +  IS»") 

=  (««i««-«A/'s-/SA«a— (J«i(J«}«+(«Ä«i+««,/J,+  /Jaja,-/Jft/S^« 

1 

=  («a,a4-.«/J,|Ja  +  /S/?,«»  +|J«,/J,)«  +  («A«,+««,/^~/J«,«,  +  /Jft/St)« 
=  (««i«j  +  «ft  /?a  +  ßßi«i  -  (3«,  (Si)«  +{-«ft  «,+««, /J»+|J«i«.  +  ßßiß^* 
= (««1«^  +  «A  /?2  -r  /JA  «»  +  /J«,  /Jj)»  +  («A  «a  -  «*fi  /J«  +  ßfit^+ßßi  W*- 

Da  sich  ans  vier  Grossen  $,  6^,  6^»  6^  die  acht  Summen 

e  +  Oi  +  ßt+ßz, 

ö  —  öl  +  ^2  +  ^8  , 

6  +  öi— öjj  +  dg, 

ö  +  ö|  +  öj  —  Ö8  » 

—  0  —  Ol  +  öa  +  Ö3 , 
6 — ßi  —  öa  +  Ös, 
ö  —  öl  +  Öjj  —  Öj 

bilden    lassen,    so    hat  man    für   die    Zerlegung  des    Producte» 

(«•  +  i3*)(«i*+ft^)(o»*+/?2*)(«3*+fe*)  aclit  verschiedene  Lösan- 
gen.  In  der  That,  man  hat  statt  der  im  zweiten  Beispiele  auf- 
geführten Elementenreihe  ein  System  von  acht  solchen ,  und  zwar  die : 


«, 

^. 

«, 

-15. 

«.      /?, 

0,      |5> 

«!• 

ßi. 

«i> 

A, 

«1»  -A> 

«1».    A» 

«2. 

fe» 

«a» 

^«» 

««.     ß^y 

««,  -A» 

«3. 

/^.; 

«s* 

^3; 

fi^.    A; 

«»»     A; 

«• 

^. 

«, 

-ßs 

ff,      /?» 

«.      A 

«1» 

ft. 

• 

-ft. 

«1»  —  A» 

«i>  -A» 

«2. 

ß^y 

«2» 

fe»    . 

«2»  —1^«» 

«a,      ß%» 

«8# 

-ft; 

«8> 

A; 

«3*    A; 

«3?  — A- 

Werden  nun  mit  Hilfe  dieses  Systems  die  Vorzeichen  der  Gros- 
sen a,  b,  a'  u.  s.  w.  der  oben  gegebenen  Losung  (14^  entsprechend 
verändert,   so  erhfilt  man  folgende  acht  Auflösungen : 
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(17)  («»+/»•)  (aiHA»)(«.*+A*)(«3»  +  Äi«) 

=     (a-b^c  —  d—e  —  f—g  +  h)* 

+  (a' +  6' +  c*  -  rf' +  e*  — /■'— ^  -  *0* 

=    (a-b  —  e-d  +  e+f+g-h)* 

+  (a'  +  A'  +  c'  — rf'— e'  +  /'  +  y  +  AO« 

=    (a  + b  + c  —  d  + e-^f  —  g  —  h)* 
■i^i-a'+b'+e'  +  d'  +  e'  +  f'  +  g'-h')* 

=    (a  +  b-c  +  d—e  +  f—g-A)* 
+  (a'—b'  +  c*  +  «I'  +«'  +  /•'— ^  +  ÄO* 

=    (a  —  b  +  e  +  d  —  e  —  f  +  g  —  h)* 
+  (o' +  Ä' -c' +  rf' +  «'  —  /■' +^ +A')** 

=     (o  +  6  +  e  —  rf  —  «  +  /•  +  ^  +  A)« 
+  (— a'+6'+c'  +  rf'  -  c'  —f'—g'  +  hf)* 

+  (-o'— A'+c*— rf'  + «'— r  +  y  +  *')• 

=    (a  +  6  — c  +  rf  +  e-Z'+^  +  A)« 
+  (-a'+6'-c'— rf'  +  e'  +  /•'— y  +  A')*. 


§.  6. 

Man  denke  sieb  die  n  Factoren  des  Prodactes  P  (12)  In  zwei 
Gruppen  gesondert,  vrovon  die  eine  r  —  l  Factoren,  die  andere 
n— r-f  1  Factoren  enthält.  Dieses  zweite  Product  ans  n — r-f  1 
Factoren  denke  man  sich  nach  der  oben  auseinandergesetzten 
Methode  auf  2"-''  verschiedene  Arten  in  die  Summe  zweier  Qua- 
drate verwandelt  und  an  die  Stelle  jener  Factoren  in  P  gesetzt. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  2"'*''  verschiedene  Darstellungen  von 
P  als  ein  Product  von  r  Factoren,  von,  welchen  jeder  die  Form 
a*-f  ^   hat     Die   obige  Eintheilong  in  zwei  Gruppen  kann  aber 

otFenbar  auf  (    «  )  verschiedene  Arten  ansgeführt  werden,  also 

ist  die  Gesaromtzahl  der  Darktelluogen  von  P  als  ein  Product  von 

r  Factoren  von  der  Form  a'+Z^^  gleich  f    _i  )^""''     ^^  *^®''  ^ 

alle  ganzen  Zahlen   von  1   bi»  n  —  1    bezeichnen  kann^    so  sieht 
mao,  dass  ein  Product 

(12)    P  =  (««+^)(«iHA*)(«aH/Jt*)..-.(«n-.iHft.-i*) 


90  Vnferdin§er:  Oeber  äieEtUwickeL  von  eot((9^^|-f d,-f ....>f6ii«i). 

aus  n  Factoren  von  der  Form  u^-i-ß^  im  Allg^me^neti 
auf  2""^  verschiedene  Arten  in  derselben  Form  darge- 
stellt werden  kann; 


a 


uf  r  I  }^"'~^  verschiedene  Arten  als  Product  von  2  Fact., 
^ü^2»-»  3 


211—4 


M       I  Q  #  *  »>  *•      '      f»  »»  .  »f      »  »» 


CiO' 


n-1 


von  der  Form  a*-f|3^.  Als  Product  aus  n  Factoren  dieser  Art 
ist  P  gegeben,  also  ist  die  Gesammtzahl  der  Darstellun- 
gen gleich 

=:i(3«-2n  +  l). 

So  hat  man  för  n=3  die  oben  in  (16)  aufgefQhrten  vier  Dar- 
stellungen des  Productes  («*+i3*)(ai*+Ä*)(fif2*+/3a*)  »1«  Summe 
zweier  vollständigen  Quadrate»  ferner  folgende  sechs  Darstellun- 
gen in  zwei  Factoren  dieser  Form : 

(18) 

=(«•  +  /P)l(«i««+AA)H(«i|J«-A«i)'r 
= («iHA*)i(««»-/JÄ)» + («Ä  +  Po,)*! 

= («i*+ A*)  { (««. + /»A)*  +  («/».  -  /J«a)*  I 

«(tfiHjSa*)  l(««i  + /JÄ)*  +  («Ä  -  Ptfi)»l 

im  Ganzen  eilf  Fonnen  f&r  dieselbe'  tiSsSsse^ 

Die  hiermit  gegebene  MeHiode  zur  Gmformang  des  Produc- 
tes P9  in  welchem  a,  ß^  Oj,  u.  s«  w.  ganz  allgemeine,  in  keiner 
Weise  specialisirte  Buchstabengrossen  bezeichnen >  ist,  als  alge- 
braisches Theorem  aufgefasst,  in  der  Analysis  und  ihren  An- 
wendungen oftmals  von  Nutzen. 
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Wir  geben  oan  über  sur  Erdrfening  der  ModMcationen  und 
Einschränkungen  9  welche  das  vorhergehende  algebramche^Theorem 
erleidet 9  wenn  die  in  dem  Producte  P  vorkommenden  Grossen 
«9  /^»  ^1 »  u*  s*  ^«  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Man  hat 
sich  also»  von  nun  an  unter  P  ein  Product  zu  denken,  aus  n  Fac- 
toren^  von  welchen  j«der  die  Summe  zweier  gegebener  Quadrat* 
zahlen  ist. 


$.7. 

Wenn  o,  /?,  «i,  u,  s.  w.  gegebene  ganze  positive  Zahlen  be- 
zeichnen, so  hat  man  sich,  da  ans  den  Gleichungen  (10)  folgt: 

(W) 
e  =  Arctg?,    6,=ArctgJ,    Ö^^Arctg^..... A,«l=:Ä^ctg^^ 

auch  unter  0,  ^i,  0«, ....  ^n-i  ganz  bestimmte  Zahlwerthe  zu 
denken,  und  %  bezeichnet  alsdann  irgend  eine  der  algebraischen 
Summen,  welche  man  aus  den  n  bestimmten  Zahiwertheir 
^t  ^19  day...dii~i  durch  verschiedene  Auswahl  der  Vorzeichen 
erhalten  kann.  Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  hat  sich 
ergeben,  dass  man  för  die  Functionen  F(a,  /5),  /(a,  /3)  2*»-i  ver- 
schiedene Wrrtbpaare  erhSit,  weil  sich  aus  den  n  Grössen 
6,  01,  d« dfi~i  im  Allgemeinen  2«-^  numerisch  verschie- 
dene (d.  h.  dem  absoluten  Werthe  nach  rerscbfedene)  Summen 
bilden  lassen.  Im  Allgemeinen  ist  diess  allerdings  richtig,  wenn 
aber  0»  ^i,  ds»*-**^-^  bestimmte  Zahlwerthe  sind,  so  kann  der 
Fall  eintreten,  dass  die  Anzahl  der  numerisch  verschiede- 
nen Summen  kleiner  als  2"*"^  ist.  Alsdann  ist  auch  die  Anzahl 
der  Werthpaare  för  F(«,  jJ),  /][«,  /5)  geringer  als  2"-^,  mithin  auch 
die  Anzahl  der  Zerföllungen  der  Factorenfolge  P  in  die  Summe 
zweier  Quadratzahlen  geringer  als  2^-^.  —  Der  Fall,  dass  die 
Anzahl  der  numerisch  verschiedenen  Werthe  von  B  geringer  als 
2"~^  ist,  wird  namentlich  dann  eintreten,  wenn  irgend  eine  alge- 
braische Summe  mehrerer  der  Zahlwerthe  d,  d, ,  ^s»--*-^«-!  ^^^ 
Null  gleich  wird.    Nebme&  wir  an^  es  wäre 

(20)  ^^+fc  +  ....  +  öx  =  0, 

oder,   was  dasselbe  ist: 

(20)  '  Arctg^+  Arctg^  +  ....  +  Arctg  J^=0, 


I 
( 

« 
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uud  irgend  eine   algebraische  Summe   der  übrigen  Q  gleich  S\ 
alsdann  waren  in  jedem  anderen  Falle: 

Ö/4  +  öir  + ....  +  dx+e'   und    d|i+fc  +  ....+  öx— Ö' 

» 

offenbar  zwei  numerisch  verschiedene  algebraische  Summen  O,  so 
aber  schmelzen  sie  zu  -f  ^'  und  — B'  zusammen  und  sind  nur 
mehr  im  Zeichen  verschieden.  Denkt  man  sich  zu  dem  Producte 
(!Dif?-\^ßf?){ptp^-\-ßv^)  ...(crx*  +  /5x*),  auf  welches  sich  die  Gleichung 
(20)  bezieht  und  welches  offenbar  ein  Factor  Ton  P  ist,  —  in  der 
Absicht,  es  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  zu  zerlegen ^  —  die 
zugehörigen  Functionen  F(€c,ß),  f(€iy  ß)  gebildet;  sie  seien  <Z>(«r, ß)» 
(p{a,  ß),  so  gibt  die  erste  der  Gleichungen  (15)  in  Verbindung 
mit  jeuer  (20) : 


,  9(«»  ß) 
also 


=  0. 


m)  «(«,/j)=o, 

und  es  ist: 

d.  h.  die  gegebene  Factorenfolge  P  wird  weniger  als  2"'*^  ver- 
schiedene Zerfallungen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  ge- 
statten» wenn  es  unter  den  Factoren  a^-f/^>  ^i^'i'ßi^*  <^^-f^*f— t 
«„-i«  +  iJ.-i«  solche  «/+^j„«,  «ir«+/5A....,  «x*  +  /5**  gibt,  deren 
Product,  nach  unserer  Methode  in  seine  verschiedeneu  Summen 
zweier  Quadratzahlen  zerlegt,  Einmai  <P(o, /7)=0  ergibt,  so  dass 
Eine  dieser  Zerßülungen  nothwendig  die  Form  a'-f  0^  hat. 

So  ist  z.  B. 

Arctg  i  -|-  Arctg  }  —  Arctg  }  =  0, 

folglich  muss  das  Product  (P^- 2«)  (2*  4-3*)  (4« +7^)  unter  seinen 
verschiedenen  Zerfallungen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
nothwendig  Eine  von  der  Form  afl  +  lP  enthalten.  In  der  That 
findet  man : 

(l«  +  2«)(2»  +  3»)(4«+7»)  =  (66)»+0» 

=  (39)«  +  (52)« 

=  (25)« +  (60)« 

=  (33)« +  (66)«, 

und  das  Product 
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(l»+2^  (2«+3»)  (4*+7«)  («3*+ A*)  -..(«"-iHP«-!») 

wird  daher  Dicht  mehr  in,  2"~^  verschiedene  Summen  zweier  Qua* 
dratzahlen  zerlegt  werden  kOnnen. 


§.8. 

Da  die  Werthe  der  Functionen  F{a^  ß),  f(tt,  ß),  respective  die 
Zerftllungen  der  Zahl  P,  au«  den  Zahlen  a,  ß,  oi,  u.  s.  w.  abge- 
leitet werden»  so  sieht  man,  dass  die  Anzahl  und  Beschaffen- 
heit der  Zerföllungen  ebenfalls  von  den  Zahlen  a,  ß,  oi,  u.  s.  w. 
abhSngt.  Lässt  sich  die  Zahl  P  noch  auf  andere  Arten  als 
ein  Product  von  n  Zahlen  von  der  Form  a*+ß^  darstellen,  so 
wird  diese  neue  Form  von  P.auch  zu  neuen  Zerf&llungen  ffihreu. 
—  Das,  was  wir  also  bisher  über  die  Anzahl  und  die  Beschaf- 
fenheit der  Zerföllungen  des  Products 

iD  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  beibrachten  und  spater  noch 
beibringen  werden,  bezieht  sich  lediglich  auf  diese  Factorenfor- 
mel«  in  welcher  a,  ß,  Oi,  u«  s.  w.  ganz  bestimmte  Zahlen  sind, 
▼on  welchen  die  Form  und  die  Anzahl  der  durch  unsere  Methode 
herstellbaren  ZerflillaDgen  in  die  Summe  zweier  Quadratzahleo 
abhSngig  ist. 

So  ist  in  dem  letzten  Beispiel  das  Product  der  drei  Factoren  gleich 
4225,  nun  ist  aber  diese  Zahl  auch  gleich  (iH2^)(2S-f3S)(lH8<)» 
und  wenn  man  dieses  Product  zerlegt,  so  erhält  man: 

(1«  +  2«)  (2«  +  3«)  (1*+ 8«)  =  (60)«  +  (25)« 

=  (I6)«  +  (63)« 
=  0«  +  (65)« 
=  (52)« +  (39)«, 

unter  welchen  Zerßillungen  jene  (16)«  -f-  (63)«  neu  ist  Die  Zer* 
lUluog  (65)« -fO«  kommt  wieder  vor,  weil 

Arctg  i  —  Arctg  J  +  Arcf  g  l  =  0 

ist  Ebenso  ist  4225  auch  gleich  (2«+3«)(2«-|-3«)(3«-f  4«)  und 
unsere  Methode  gibt: 

(2«+  3«)  (2«+3«)  (3« +4«)  =  (63)«  +  (J6)« 

=  (33)« +  (56)« 
=  (39)«  +  (52)« 
=  (39)« +  (62)«, 


I 
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unter  weichen  ZerfiillungeD  jene  (65)*  -f  0*  mcht  nieiir  yerkommt. 

Die  Zerrälluiig  (39)^ +  (52)^  kommt  zweimal  vor,  weil 

Arctg  i  —  Arctg  }  =  0 

ist,  also  (2^ -f  3^)  (2«  4  3«),  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
zerlegt,  eine  Zerfallung  von  der  Form  a^-|-0*  aufweiset^  folglich 
(2^ +3*)  (2* +3*)  (3* +4*)  nicht  auf  vier  verschiedene  Arten  in  die 
Summe  zweier  Quadratzahlen  zerlegt  werden  kann. 

Ferner  iat  7225  =  (P-f  4«)  (13*4^16«)  und  die  Z^mHaogs- 
methode  gibt: 

(1«  +  4«)  (132+16«)  =  (51)«  +  (68)« 

=  (77)« +  (36)«; 

da  aber  auch  7225=  (3«+4«)(l«  +  17«),  so  erhält  man  auch: 

(3«  +  4«)  (1«  +  17«)  =  (36)«  +  (77)« 

=  (84)«  +  (13)«, 

so  dass  man  also  in  (^)«+(13)«  eine  neue  ZerfHllung  hat.  End- 
lich ist  auch  7225  =  (l«  +  2«)(I7«  +  34«)  und  hierfür  gibt  unsere 
Methode : 

(1« + 2«)  (17«  +  34^9  =  (51)«  +  (68)« 

=  (85)«  +  0«; 

hier  kommt  die  Zerßtllung  (85)«  +  0«  vor,   weil 

Arctg  4  -  Arctg  H  =  0 

■st 

Es  wird  nun  auch  einleuchten,  dass  zwar,  wenn  filr  mehrere 
Factoren  a/i«+/?/i«,  «i»*+i5p*» ....  ax«+/5;t«  der  Zahl  P  eine  Glei- 
chung wie 

(20)  A'^^S^'  +  Arctg^+  ....+  Arctg^  =0 

besteht,  noth wendig 

(aAx«  +  lJ/*«)  («,«+l5t.«)....  («x«+i3x«)  =  lg>(«,  /J)l« 

gleich  einem  vollständigen  Quadrate  sein  rouss»  weiches  letztere 
also  auch  ein  Factor  von  P  ist,  und  dass  demnach  die  Anzahl 
der  durch  unsere  Methode  herstellbaren  Zerflillungen  der  Zahl  P 
in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  kleiner  als  2*"^  ist;  —  man 
darf  aber  nicht  umgekehrt  aus  dem  Vorhandensein  eines  quadrati- 
schen Factors,  gebildet  ans  mehreren  Factoren  a^«+/3^«,  ai>«+|3«i«,.... 
ax«  +  /?««  in  JP,  auf  eine  Verringerung  der  Anzahl  der  ZerßUlungeD 
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«dilieMeii;  Aber  eitttf^  «olcbe  Verringerung  entscheidet  l^di^ich 
das  Bestehen,  der  Gleichung  (22),  oder,  was  dasselbe  ist^  das  Vor- 
bandensein  einer  Form  wie  a^-fO^  in  den  Zerfiiilungen  des  Productes 


§.9. 

Hiermit  wäre  Eine  Ursache  der  Verringerung  der  Anzahl  der 
Zerföllungen  der  Zahl  P  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  und 
ihr  Kennzeichen  aufgedeckt.  Aber  das  Identisch  werden  mehrerer 
algebraischer  Summen  &  ist  nicht  die  alleinige  Ursache  des  Iden- 
tischwerdens mehrerer  Zerfaliungen,  sondern  es  kann  zwei  nume- 
risch verschiedene  Werthe  von  0,  6|,  &2  g^ben^  welche,  in  die 
Gleichungen  (15)  eingesetzt, 


(^ 


1 

I  +  tg*Öa 


P=iA«i/J)l«. 


P={F(a,ß)\^ 


ergeben,  so  dass  man  daran«  im  ersten  Falle  die  ZerfSlIung 
\FXci,ß)\^  +  \f(<t,ßy*\  und  im  zweiten  Falle  die  damit  identische 
Zerßllung  [f[a,  ßy;^  +  \F(a,  ß)\*  erhSit.  Suchen  wir  aus  den  vor- 
hergehenden Gleichungen  die  Beschaffenheit  solcher  zwei  Werthe 
wie  9j  und  ß^  za  ermitteln.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

tg'^i  _      1  1     _  ts»e, 

i+*g*öi~i+«g*ö»'   i+tg«ö,~i+tg«e,' 

aus  welchen  durch  Division  unmittelbar 

tg'«i  =  ctg"»« 

hervorgeht.  Da  dieser  Werth  von  tg^O^,  in  die  beiden  vorhergeben- 
den Gleichungen  eingesetzt,  beide  zu  identischen  Gleichungen 
macht,  so  sind  diese  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden 
und  werden  durch  die  letzte  Gleichung ,  oder  durch  die  folgende : 

tg«itge.  =  dbi, 

vollkommen  ersetzt    Aus  dieser  folgt  aber: 

und  wenn  man  sich  die  beiden  Werthe  9|  und  ^s»  vrelche  zwei 
numerisch    verschiedene    algebraische    Summen    der    n   GrCssen 
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G,  ^1»  02»—  ^n-i  sind,  unter  einander  geschrieben  denkt,  so  sieht 
man  sogleich,  dass  sieh  In  Ojdb^a  <1>®  ^  ">>(  gleichen  Zeichen 
verdoppeln,  die  B  mit  ungleichen  Zeichen  aufheben»  und  man  wird 
nothnendig  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 

■ 

2öu  "f"  *>uv  -\-  ••••  -|-  2ö«  =  nr » 
oder  zu  jener: 

l  <9/|  +  öp  +  • . . .  -f-  öx  =  J  » 

(22)  j 

f      Arctg  ^  +  Arctg  ^ + ....  +  Arctg  ~  =  ? 

gelangen  müssen,  d.  h.  der  durch  die  Gleichungen  {^)  ausge- 
sprochene Fall  wird  dann  eintreten,  wenn  die  algebraische  Summe 

einiger  der  Zahlwerthe  B,  Bi,  ^2»  *— ^n-i  gleich    r   wird.     Denkt 

man  sich  nun  zu  dem  Producte  (a/x* +  /5^*)(a,»^ +/?»»*)....  («x*  + /5x*). 
auf  welches  sich  die  Gleichung  (22)  bezieht,  um  es  in  die  Summe 
zweier  Quadratzahlcn  zu  zerlegen,  die  zugehörigen  Werthpaare 
ffirF(a, /?),  f{a,ß)  gebildet;  sie  seien  a>(a,|?),  q>{a,ß),  so  gibt 
die  erste  der  Gleichungen  (15)  in  Verbindung  mit  jener  (22)  un- 
mittelbar :- 

<P(«>  ß)      , 

also 

(23)  <I>(«./J)  =  9(«,ft, 
und  es  ist 

(24)  (a^HM(«.^HM....(«xHi5x«)==!9Kß)!H l9(«,/5)l^ 

d.  b.  die  auseinandergesetzte  Methode  wird  für  die  Zahl  P  weni- 
ger als  2*>'~^  verschiedene  Zerföllungen  in  die  Summe  zweier  Qua- 
dratzahlen ergeben,  wenn  es  unter  den  Factoren  a^-f /3^,  «i'-f  ^i^» 

«a^  +  l^a«,  ....a„-i«  +  /5„«i2  solche  a^^+ß^^,  th>^  +  ßT^ a*«+/5x* 

gibt,  deren  Product,  nach  derselben  Methode  in  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  zerlegt.  Einmal  ^{a,  ß)  =  (p(€t,  ß)  ergibt,  so  dass 
Eine  «dieser  Zerlegungen  nothvrendig  die  Form  a*  -f  a*  hat. 

Es  ist  bekanntlich 


Arctg  i  +  Arctg  I  +  Artgi  =  j. 
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folglich  muss  das  Prodact  (1*  +  22)(1« +5«)(I2  +  8«),  nach  obiger 
Methode  anf  seine  verschiedenen  Arfen  in  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  zerlegt,  darunter  nothwendig  eine  Form  wie  of^-|-^^ 
aofireisen.     Man  findet  in  der  That: 

(P  +  2«)  (1«  +  5*)  0«  +  8«) = (66)«  +  (65)« 

=  (13)« +  (91)« 
=  (36)« +  (85)« 
=  (47)« +  (79)«, 

f 

und  es  iSsst  sich  daher  das  Product 

(l«  +  2«)(l«+5«)(l«  +  8«)(a3«  +  i53«)....(c.„.i«  +  /5„«i«) 

durch  obige  Methode  nicht  in  2v^  verschiedene  Summen  zweier  Qna- 
dratzahlen  zerfallen.  Das  Product  der  vorhergehenden  drei  Factoren 
Ist  gleich  2(13)«,  dieses  ist  aber  auch  gleich  (l«+5«)(2«+3«)(3«  1 4«). 
Zerlegt  man  diese  Factorenfolge,  su  erhält  man: 

(l«+5«)(2«  +  3«)(3«  +  4«)  =  (91)«  +  {13)« 

=  (79)«  +  (47)« 
=  (23)« +  (89)« 
=  (13)« +(91)«, 

also  keine  Zerfällung  von  der  Form  a«  +  a«.  —  Die  Zerßlllung 
(91)« +(13)«  kommt  zweimal  vor,  weil 

Ärctg  8  —  Arctg  J  =  ^ 

ist,  also  das  Product  (l«+5«)(2«+3«)  unter  seinen  zwei  Zerfal- 
lungen Eine  von  der  Form  a«  +  a«  hat. 

Ebenso  muss,  weil 

Arctg  i  +  Arctg  i  =  ^ 

ist,  eine  der  zwei  Zerfällungen  des  Producta  (l«+2«)(I«+3«) 
von  der  Form  a«  +  a«  sein,  und  man  findet  auch: 

(l«  +  2«)(l«  +  3«)  =  5«+6«, 

=  l«  +  7«. 

§.  10. 

So  hätten  wir  nun  auch  die  zweite  Ursache  der  Verringerung 
der  Anzahl  der  Zerftllungen  der  Zahl   P  in  die  Summe  zweier 
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Quadratsableo  sanimt  ihrem  Kennzeichen  gefunden «  und  da  aus 
der  Natur  der  Sache  hervorgeht,  dass  weitere  Ursachen  einer 
Verringerung  nicht  existiren,  so  kSnnen  wir,  das  obige  algebraische 
Theorem  entsprechend  modificirendy  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bezeichnen    a*  +  |3«,    «i^  +  ft*,    «a*  +  /JÄ......  a«-i«  +  /5ii-i* 

n  ganze  Zahlen,  von  welchen  jede  die  Summe  zweier 
Quadratzahlen  ist,  so  bilde  man  aus  diesem  alle  mug- 
lichen  Producte  zu  1,  2,  3,  ....n — 1  Factoren  und  zer- 
lege diejenigen  dieser  Producte,  welche  vollständige 
Quadrate  oder  das  Doppelte*  vollständiger  Quadrate 
sind,  nach  der  obigen  Methode  auf  ihre  verschiedenen 
Arten  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen;  finden  sich 
unter  diesen  Zerfäilungen  keine  von  der  Form  a^-f-(P 
oder  a^-f  a^,  so  lässt  sich  das  Product 

(«*+/J«)(«i«+A»)(a««+/?s»)  ....  («„-i«+  1J«-1*) 

nach  der  auseinandergesetzten  Methode  auf  2"^^  ver- 
schiedene Arten  als  die  Summe  zweier  Quadratzahlen 
darstellen; 

auf  I  .  )2"~^  verschied.  Arten  als  Product  von  2  Factoren 


0- 


»>  »♦  »>  >»  »»      ^  »> 


I»  j>  f»  »»  »»      ^  *f 


/    n    \ 


»9 


von  der  Form  a^^ß^.    Die   Gesammtheit  aller   Darstel- 
lungen ist  alsdann  gleich  i(3* — 2n -|- ))• 

Wenden  wir,  djn  ein  vollständiges  Beispiel  zu  geben,  die 
Zerfällungsmethode  auf  die  aus  den  vier  Factoren  P-f  ^y  3'-h4*, 
5* +  6*,  7* +  8*  bildbaren  Producte  an,  so  ergibt  sich: 

(lH2«)(3«+4«)=2*+ll*=:  6H10*, 
(l«+2«)(5H6«)=4«+17«=  7«+16«, 

(l*t2«)(7H8«)=6«+23«=  9«+22*, 
(3«+4«)(5«+6«)=2«+39«=  9a+38«, 
(3*+4«)(7«+8*)=4H53*=llHß2«. 

(5•+6«)(7«+8«)=2«-^83»==13«+82«. 


8iii<64^,-f#a  H|.....^aiiili)  m.  über  einen  damit  verwandt  8ai%  eU»  09 
d«  +  2«)  (3«  +  <»)  (ß« + 6«)  =s:  20«+85« , 

=43«+76», 

=35H80*. 

=  (l«+2«)(2«+39«), 

=(l*+2«)(9«+38«), 
=(3*+4«)(4«+17«), 

s=(3«+4«)(7«+16'), 
=  (5»+6«)(4«+  7«); 

=  (6«+6«)(l»+  8*).     . 

(l«  +  2«)  (3«  +  4«)(7«  +  «»)=30"+115». 

=  74«+  93«, 
=61HJ02«, 
:5:45«+110*, 
=:(l»+2«)  (4«+53«). 
=:<1«+2«)(11H82«). 
=(3«+4»)  (6*+23«), 
s={3«+4«)  (9«+22«), 
=(7«+8*)  (4«+  7«), 
=*(7«+8*)  (!■+  8«). 

(l«  +  2»)  (5»  +  6«)(7«  +  8»)=s  B6«+177«, 

BS  87«+164», 
=  79«+168«, 
=:<l«+2«),  (2«+83«), 
»<l«+2>)(I3»+82«), 
S5<ß»+e«)  (6«+23«), 
«<6»+e»)  (9*+22»), 
s=<7«+8«)  (4« +17«), 
cr(7«+8«)  (7«+16«). 

(3«  +  4«)  (5« +  6«)  (7« +8«)  =  1*^+387«, 

<=289«+298«, 
s=r957«  +  326«,  * 
=241« +338«, 
=  (3«+4«)  (2«+83«), 
=(3«+4«)(13«+82«), 
.      =(6«+6«)  (4«+53«), 
=(5«+6«)(ll«+52«), 
=(7«+8«)  (2«+39«), 
=  (7«+8«)  (9«+38«). 

r* 
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(P  +  2«)  (3«  +  4«)  (5«  +  6«)  (7«  +  8^ 

=  (5«+6«)(7H^«)  C2«+ll*), 
=  (52+6«)(7«+8«)  (ö^ilO«), 
=  (32+4«)(7«+8«)  (4H17*), 
=(3«+42)(7H8«)  (7H16*). 
=  (32+42)(5«+6*)  (6«+232), 
=  (32+42)(52+62)  (9«+22«), 
=  (lH2*)(7«+8«)  (2«+39«), 
==(lH2«)(7«+8«)  (92+38«), 
=  (1H22)(5H6«)  (4H53«), 
=  (12+22)(52+62)(ll«+522) , 
=  (lH22)(3«+42)  (2«+83*), 
=:  (IH22)(3H42)(13H82») , 
=  (7*+82)  (202+  852) 
=  (72+82)  (562+  672) 
=  (72+82)  (432+  762) 
=  (72+82)  (352+  802) 
=(52+62)  (302+1152) 
=  (52+62)  (742+  932) 
=  (52+62)  (612+1022) 
=  (52+62)  (452+1102) 
=  (32+42)  (562+1772) 
=(32+4«)(1082+1512) 
=(32+42)  (872+1642), 
=  (32+42)  (792+1682) 
=(12+22)(1942+367*) 
=(12+22)(2892+2982) 
=(12+22)(2572+3262) 
=(12+22)(2412+3382) 
=  212+9282, 
=  1442+9172, 
=1882+9092, 
=2802+8852,' 
=3072+8762, 
=3952+8402, 
=4352+8202, 
=5402+7552. 
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TUT. 

DiscussioD  der  Gleichung  vom  vierten  Grade  in  Bezog 

auf  den  Stur  ansehen  Satz"^). 

Von 

Herrn  Dr.  J.  F.  König, 

Professor  am  ICneipliof sehen  Gvinnaüi»  211  KdnigHherg  i.  Pr. 


Den  Sturm  sehen  Satz,  den  sein  Erfinder  zum  ersten  Male 
im  Bulletin  des  sciences  math.,  phys.  et  ehem.  par  Fe- 
russac  Bd.  11.  S.  419  ff.,  doch  ohne  Beweis  mitgetheilt  hat,  hat 
Grelle  in  seinem  Journal  für  reine  und  angewanxlte  Ma- 
thematik Bd.  13.  S.  133  rr.  beiviesen  und  seine  Anwendung  auf 
die^  Gleichungen  des  zweiten  und  dritten  Grades  gegeben'.  Bezeich- 
net man  mit  ihm  die  Gleichung  vom  vierten  Grade,  Kurze  halber 
ohne  zweites  Glied,  mit  For,  die  auf  bekannte  Weise**)  abgelei- 
teten Hilfsfunktionen  mit  FiX,  F^x,  F^x,  F^  und  die  Reihe  der- 
jenigen Glieder  allein,  die  in  den  Grossen  Fx,  FiX  u.  s.  w.  die 
höchste  Potenz  von  x  enthalten,  mit  [x],  so  ist  die  Anzahl  der 
negativen  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Anzahl  der  Zei- 
chenwechsel in  den  Reihen  [ — 00]  und  (0),  und  die  Anzahl  der 
positiven  Wurzeln  gleich  dem  Unterschiede  der  Zeichenwechsel 
in  den  Reihen  (0)  und  [-|-^]* 

Die  Funktionenreihe  ist  nun  für  die  Gleichung  x*-\ax'^-\^ßx-{-y=Q 
folgende :  ***) 


*)  Aossug  aus  einem  von  mir  verfasstcn  Programme.  \L 

**)  Archiv  Bd.  31.  S.  222. 

***)  Diese  Aotdrfieke  eiod  von  Cr  eile  a.  a.  O.  S.  143.  schon  initi^e- 
theilt.  jedoch  siel:(  dort  beide  Male  (a-f  IS)")  ttatt  (a^4-12x),  und  F^x 
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Fx  z=La^\ax^  \-^x  \y, 

F^=  —  (2aa:«  +  3/Ja:  +  4y) , 

F,a?=  — |9/3«+2a(a*~4y)lar  — /J(a«  +  12y)=— Par-/J(a«+12y), 
F4   =:16y(o«-4y)«— /3«t27/J*  +  4«(a«— 36y)}  =  Ö; 

also : 

Fx  F^x        F^x  F^x  F^ 

(0)==+7        -/3       -y        ^ß(a*  +  l'2y)        +Q 
[+qd]=+  +  — a        — />  +Q 

J.  2. 

Da  das  Verfahren ,  diese  abgeleiteten  Punktionen  za  erbalten, 
dasselbe  ist,  welches  anznvrenden  ist,  am  die  gleichen  Wurzeln 
zu  entdecken,  so  mag  über  dieselben  hier  karz  Folgendes  ange- 
führt werden.  Die  Gleichung  l\at  fiir  Q=0  zwei  gleiche  Wurzeln, 
die  sich  aus  F^x=0  ergeben;  heisst  die  zweimal  vorkommende 
fi,  so  ist: 

,. <g(«^4-12y) 

^)    ^-      9|5t^.2a(a«— 4y)' 

also,  wenn  man  die  ungleichen  mit  6  und  V — 1  mit  t  bezeichnet: 

2)    Ä  =  -aJ:»V2a«  +  a, 

welche  für  a  negativ  und    ^2a*r6ell  werden.   Da  allgemein,  wenn 

c  +  df 
die  reellen  c  und  d,  die  Imaginären  *—     a    db^»  beissen. 


=vä-m' 


ist,  60  können  in  unserni  Falle  die  angleichen ' auch  geschrieben 
werden : 


3) 


6=-o±<V  J-a». 


)«t  =^P  u^teUin    was  nicht  nein  darf,    wenn  in  den  Reihen  [—cd]  und 
[*f  ®]   P  stehen  blniben  soll. 


in  Be%u9  auf  den  Siurmscken  sai%, 
Aas  beiden  Wertben  fär  b  erhält  man : 
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—  a-l-Va*+r2v 
4)    a«=— ^^^-V-^'-^", 

o 

woraus  sogleich  erhellet ,  daas  gleiche  Wurzein  nicht  ,existiren 
können »  wenn  a  positiv  und  y  negativ,  auch  nicht  wenn  a  und  y 
negativ  und  zugleich  12/ >a*;  ferner  dass  für  ein  positives  y  der 
iWurzelgrOsse  nur  das  positive  Zeichen  zu  gehen  ist.  Für  ein 
negatives  y,  in  welchem  Falle  f&r  ein  mugliches  a  auch  a  nega- 
tiv sein  muss  und  zugleich  a^  >  I2y  (a^  =2  12/  giebt  drei  gleiche 
Wurzeln),  ist  die  Wurzelgrösse  (i:),  je  nachdem  n,  d.  i. 


2a 


wo  für  a  und  y  die  positiven  Werthe  zu  setzen  sind. 

>  « 
Noch  mag  bemerkt  werden»  dass  ßir  o!^ ^ä»  d.i.  fClr  (J;)  der 

Wurzelgrösse,  die  gleiche  Wurzel    (ki  •        )  ist  als  die  ungleiche 

mit  demselben  Zeichen.    Denn  für  die  gleiche  a  heisst  die  un- 
gleiche mit  demselben  Zeichen  nach  3),  da  y  negativ  ist» 


=-«+VS+^=- 


+  S/'a—ia* 


(wo  a  positiv),  wenn  man  för  y  den  Werth  aus  4)  substituirt. 
Aber  wegen  a*  6a*  ist  a  =  6a*±d,  wo  d  eine  positive  Grosse 
bedeutet,   also 

A=— o+V4;i«TÄ,  d.  i.  ^a. 

Das  Zeichen  von  a  selbst,  nach  4)  berechnet,  ergiebt  sich  erst  §.6.  F. 
Ist  auch  F^x^^zOy   was  nur  möglich  ist,  wenn 

1)  /J  =  0  und   ««  — 4y  =  0   oder 

2)  a«+12y=0  und  27iS«  +  8a»=0, 

so- ist  im  ersten  Falle  aus  F^o^^O: 

a  =  it:  %/  —  -^  (nur  moglieh  für  ein  negatives  a,  da  y  positiv), 


=±y  ~5=±V+y,  fflr  o  negativ, 
=  + V""/»   für  a  positiv, 
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uud.da  dieses  Wurzeln  für  /i^r,  so  hat  Fx  znei  Paar  gleiche 
Wurzeln. 

Im  zweiten  Falle  müssen  a  und  y  nep[ativ  sein ;    aus 


*>  =  (x  +  g«=0 


ist: 


Piese  Wurzel  enthält  FiX  ztveimal«    also   Fx  dreimal,    Hie  un- 
gleiche ist  6= — 3r/. 


§.3. 

Da  die  Aenderung  des  Zeichens  von  ß  nur  das  Zeichen 
der  Wurzeln  ändert,  so  kann  in  der  folgenden  Betrachtung  ß 
immer  positiv  gelassen  werden,  so  dass  nur  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden bleiben,  nämlich  I.  a  und  y  sind  -|- »  II.  tt  ist  -|-,  7  — ; 
111.  a  ist  7-,  y  -f  ;  IV.  o  und  y  sind  — .  Die  Relationen  selbst 
zwischen  den  Coäfi'icienten  enthalten  nur  die  positiven 
Werthe. 

I.     a  and  y  sind  poaitiT* 

A.      P  und    Q   sind  positiv. 

In  diesem  Falle  sind  die  Zeichen  obiger  Reihen  folgende  *) : 

Fx       t\x      F^x      F^x       F^ 
[—00]=     +         -         -         +         -1- 

(0)=    +        +        -       -        + 
[+»]==     +        +       -       -        + 

also  hat  die  Gleichung,  da  jede  Reihe  zwei  Zeichenwechsel  ent- 
hält, keine  reelle  Wurzel.    Es  ist  aber 

Q  positiv,  wenn  /3«(27/5«+4a»)<%l9a/3«+(««— 4y)«r,  d.i. 
27^  <  32a»  für  a*  =  4y;  27/J*  <  16V  ^^^  «  =  0;  end- 
lieh  e=16y(a«-4y)«,  wenn  /J  =  0; 

P  positiv,  wenn:  1)  «=0;  2)  a*=4y;  3)  o*>4y  (hier  kauo 
auch  i9=0  sein);  4)  aS<4y  und  zugleich  9/P>2a(4y-i^). 


*)  Kürze  halber  dind  in  der  Folge  diese  Zeichenreihen   nicht  weiter 

liingeteUt. 


t 

) 
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B.  P  ist  positiv,    Q  negativ. 

Die  Reihe  [— a>]  hat  drei,  die  Reihen  (0)  und  [+00]  haben 
jede  einen  Z^Fchenivechsel ,  also  sind  zn-ei  Wurzeln  negativ,  zwei 
imaginär. 

Q  ist  negativ,  wenn  j8«(27jS2  +  4a3)>  16y[9a/Sa+(a«— 4y)2J, 
d.  i.  27j3a>32a3,  wenn  ««=4y;  27/3*>162y»,  wenn  «=0; 
endlich   Q  =  —  4y  für  a=/5=0. 

P  ist  positiv  wie  bei  A. 

Für  aa<4y  und  9/S^  =  2a(4y-aa),  d.h.  P==0,  ist  F^x  das 
von  X  unabhängige  Glied,  also  Q=— j?(a2-|-12y).  Jede  der  drei 
Reihen  hat  dann  einen  Zeicheuwechsei,  folglich  die  Gleichung 
keine  reelle  Wurzel.  Dasselbe  Resultat  giebt  a=j?  =  0,  wodurcb 
schon  Faar  =  — 4y=Q  wird. 

C.  P  ist  negativ,    Q  positiv. 

Jede  der  Reiben  hat  zwei  Zeichen  Wechsel,  also  die  Gleichung 
keine  reelle  Wurzel. 

P.  ist  negativ,  wenn  a*<4y  und  zugleich  9j3*  < 2a(4y  —  «*). 
Q  ist  positiv  wie  bei  A. 

D.     P  und   Q   sind    negativ. 

Dieser  Fall  kann  nieht  eintreten: '  Denn  P  ist  nur  negativ, 
wenn  4y>a^  und  zugleich  9j3^<2a(4y  —  a^).  Aus  dem  zweiten 
Ausdrucke  folgt  aber,   wenn  man  quadrirt  und  36a'^  addirt: 

3/32(27/5«+12a3)  <  4aa[Öaj32+(4y— o«)«], 
also  auch«    da  16y  >  4a^, 

3/S«C27/Sa  +  12a8)  <  16y[9ci3a+  (4y~««)«], 
folglich  um  so  mehr: 

jS«  (2713«  + 1 2a«)  <  16y  [9«j3«  +  (4y  —  ««)«] , 
wofür  Q  positiv  ist. 

E.    P  ist  positiv,    Q  =  0. 

För  0==0,-d.  h.  jS« (27/?« + 4a»)  =  %[9a/3a+(4y -«*)«],  müs- 
sen zwei,  oder  zwei  Paar  Wurzeln  gleich  sein.  (§.  2.)  Sind  zwei 
gleich,  so  können  diese  nach  B.  nur  negativ  und  die  beided  an- 
dern imaginär  sein;  die  paarweise  gleichen >  die  nach  §.2.,  wo 
die  Ausdrücke  für  die  gleichen  Warzeln  gegeben  sind,    ß=zO  er- 


a 
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fordern  and  den  Werth  ±V  — »  haben,   sind  für  -f-a  knaginär. 
P  ist.  positiv,  vrenn: 

1)  «=0,  also,  wegen  0  =  0,   27/J*=16*y», 

6=  — a±aV— 2; 
2).a>=:4y.   dso.    wegen   Q  =  0,  27/J«=:3-2o>|3*,    d.h. 

,)    /}  =  05    o=±Y  -|=±V-y, 

3)a«>4y; 

4)  a*<4}r  und  zugleich  9/}<>2«(4y— a<). 

I  r 

Der  Fall  P=0,  d.  b.  9/3*=2a(4y  — o«),  kann  hier  nicht  eintre- 
ten. Denn  dann  wäre  Q  =  —  ß{a^'\-Vly)  nur  =0  für  /3:=0,  also, 
wegen  P=0,  entweder  auch  a  =  0,  und  das  geht  nicht  an,  da 
flSr  a=r]3=0  nach  B.  alle  Wurzeln  ungleich  imaginSr  sind,  indem 
Qs= — 4/;    oder  o*  =  4y,  was  wieder  gegen  «*'<4y  streitet. 

F.    P  ist  negativ,    ©  =  0. 

Nach  D.  muss  Q  für  ein  negatives  P  positiv  sein;  es  ISsst 
sich  aber  auch  leicht  zeigen,  dass  die  Ausdrücke,  welche  hier 
stattfinden  müssten,  unvereinbar  sind.  Nämlich  wie  bei  D.  müsste 
wegen  des  negativen  P: 

3/P(27/3»  +  12a8)  <  16y[9a|3«+(4y— a«)«] 

sein,  und  wegen  Q  =  0: 

16y[9ci3«+(4y— a«)*]  =  /P(27/3*+4a»), 

•    also  3/J*(27/3«+12«»)<(3«(27/5*  +  4a»),   was  nicht  angeht. 

Die  Wurzeln  .sind  also  bei  positiven  Werthen  von  a  und  y: 

9.    sämmtlich  imaginär 

1)  wenn  ^(27/3«  +  4«*)<  l6y[9«/3«+(a«— iy)«],  d.h.  in  spe- 
eiellen  Fällen,  wenn  ß  =  Or  o  =  /3=0; 
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27/J*<;32c»  fäf  a*^iy; 
27/J*<16»y»  für  «=0; 

2)  «veno  tf'<'iy  und  sogleich  9j8*=2a(4y  —  «•).     ' 

9.    Zwei  sind    reell   und    negativ,   zwei   imagin&r, 
wenn  /J«(27(J«+4«»)^16y[d«|S«+(«»--4y)«].  d.  h. 

27|J«^32««  fÖr  ««  =  4;; 


§•  ■*. 

Hier  ist  immer,  auch  ßr  a  oder  /}=0,  P  positiv ,  Q  nega- 
tiv.   Der  Faktor  («S— 12)f)   in   der  Reihe  (0)   Sndert  swar  sein 

Zeichen,  je  nachdem  o?      12y,    und  verschwindet  für   a*=:12/y 

aber  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt  immer  zwei«  mag  auch  in 
dem  letzten  Falle  das  fortfallende  Glied  -fO  oder  —0  genommen 
oder'  ganz  fortgelassen  werden.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
in  den  drei  Reihen  [ — os],   (0),   [+ooj  bleibt  also  immer  resp. 

FCr  a=zß==0,  also  F^x=z  +  iy=^Q,  sind  die  Zahlen  für  die 
Zeichen  Wechsel  jener  Reihen  2,  1,  0. 

In  allen  Fällen  sind  also  swei  Wurzeln  imaglnSr  and  von  den 
reellen  ist  die  eine  positiv,  die  andere  negativ. 

5.5. 

ULI.    a  ist  nei:atlT»    y  positiv. 

A.    P  and  Q  sind  positiv. 

Jede   der  drei  Reihen  giebt  zwei  Zeichenwechsel,   also  hat 
die  Gleichung  keine  reelle  Wurzel.    Es  ist  aber 

Q  positiv,  wenn  4[tt>j3«-f 4y(a«-4y}S]>9i3S(3jP-f  16ay),  d.i. 
16»y»>27|5*  för  «  =  0,    0  =  16y(a*  —  4y)«  fiir  ß  =  0; 

P  positiv,  wenn  1)  0=0;  2)  f^K^  (hier  kaAn  auch  )?:;=Osetn). 


• 
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B.     P  Ist  posHiv,   Q  negativ. 

Es  hat  [—00]  drei^  (0)  eioen,  [+ ^]  ^uch  einen  Zeicben- 
wecbsel,  also  die  Gleichung  zwei  negative  reelle  Wurzeln. 

Q  ist  negativ,  wenn  4[a»/?«+4y(a«— 4y)«]<9/J«(3|J«+16ay), 
d.i.  162y»<27/3*  för  «  =  0, 

ö  =  -./3«(27/J«  +  32a8)   für  a«  =  4y, 
=  — 4y   far   a=:/3  =  0; 

P  ist  positiv,  wenn  1)  ff=0;  2)  a^f^Ay;  3)  a«<4y  (/?=0 
würde  hier  zwar  P  positiv  geben,  aber  Q  auch  positiv, 
da  dieses  doch  negativ  sein  soll);  4)  a^>4y  und  zugleich 

9/3«>2a(a«— 4yj. 

[n  dem  Falle  a'^4y  kann  Q  nicht  positiv  werden,  da  die 
drei  Ausdrücke  P  und  Q  positiv  und  a^7^4y  nicht  zugleich  be- 
stehen  können;    es    konnte    also    bei  A.  ti^^^y    nnd   zugleich 

9/3^>2a(a^ — iy)  nicht  vorkommen,  indem  dann  zwar  P  positiv, 
aber  Q  negativ  wird.  Setzt  man  nämlich  a^=.iy-{-dy  wo  i  eine 
positive  Grosse  bedeutet,  also  i{a^—S)  für  10}^,  i  für  a^  —  4y, 
W— 8a«  ftfr  «•— 36y, 

in  P  =9/3«-.2a(aa— 4y) 
und  »in  Q  =16y(a«— 4y)«— 27j54  +  2a/3»(««— 36y); 

80  erhält  man: 

-  —  JP« — ä  (««  +  12y)  (6ai5«— ««). 

2aJ 
Da  aber  P  positiv  sein  soll,  so  ist  |^>  -g- ,   also 

6«/3»  >  Ja«d 

>  lÄ(4y+«) 
und 

6«/3*-6«>|(16y  +  i), 

folglich  der  Faktor  (Ga/S« — d^)  positiv  und  Q  nur  negativ,  auch 
(iir  d==0,  übereinstimmend  mit  obigem  Q=--j3>(27|3>>f  32«»)  fsr 
a>  =  4y.  Q  wird  noch  negativ,  nämlich  =1  —  /?(a«-|- I2y),  wenn 
PrrO,  d.  h.  a«>4y   und  zugleich  9/3>  =  2cr(a>— 4y).     Die  Zahlen 
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für   die   Zeichenwechsel   in  deo   drei  Reihen  sind  hier  3,  I,  1, 
also  ebeufalls  zwei  Wurzeln  reell  und  negativ. 

Der  Fall  endlich  a=/3.=0  ist  schon  §.  3.  B.  vorgekommen. 

C.     P  ist  negativ,    Q  positiv. 

[— oc]  hat  vier,  (0)  zwei,  [-f  od]  keinen  Zeichenwechsel,  also 
hat  die  Gleichung  zwei  positive  und. zwei  negative  reelle  Wurzeln. 

P  ist  negativ,  wenn  a*>4y  und  zugleich  9j8*<2a(a* — 4y), 
Q  positiv  wie  bei  A. 

D.    P  und  Q  sind   negativ. 

Zwei  Wurzeln  sind  reell  und  negativ,  denn  [ — od]  hat  drei 
Zeichen  Wechsel,  (0)  und  [-fOD]  jede  einen. 

P  ist  negativ  wie  bei  C. 

Q  negativ  wie  bei  ß.    IIi«fr  kann  nicht  /?=20  sein,  weil  da- 
durch Q  positiv  wird. 

E.     P  ist  positiv,  e  =  0. 

Die  gleichen  Wurzeln  sind  nach  B.  negativ. 

Q=0  wenn'  4[a»/J«+4y(««— 4y)2]  =  9/3«(3/P+16ay); 
P  ist  positiv,  wenn : 

1)  a  =  0,  also  wegen  Q  =  0,  27|S*=:16V; 

2)  a«  =  4y,  also  wegen  ö  =  0,  /5« (27/3«  +  32a») =0.  Da 
dieser  Gleichung  nur  durch  /?=0  genügt  werden  kann, 
so  hat  man  nach  §.  2.  zwei  Paar  gleiche  Wurzeln ; 

3)  ««<4y; 

4)  ««>  4/ und  zugleich  9/3*>2a(tt«— 4^),  welcher  Fall 
aber  hier  nicht  eintreten  kann,  da  er  nach  B.  immer 
ein  negatives  Q  giebt.  Eben  so  wenig  kann  P=0, 
d.h.  9j3«=2a(aa-4y)  sein,  weil  dann  Q=-/J(aH12y) 
nur  ?=0  wird  für  |3=0,  also,  wegen  P=0,  entwe- 
der a  =  0,  was  nicht  angeht,  da  fär  a  =  /?  =  0 
Faorsr  —  4y=:Q,  oder  a*  — 4y=0  gegen  a*>4y. 

F.    P  ist  negativ,   Q  =  0. 

Nach  dem  Sturm  sehen  Satze  fehlt  hier  die  Entscheidung,  ob 
die  gleichen  Wurzeln  positiv  oder  negativ  sind.  Aber  da  ffir  zwei 
positive  gleiche  Wurzeln  -f  a,  -|-a  und  zwei  negative  —  A,  —  (2a—  6) 
die  Gleichung 
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a?*  -  (2o«  +  (a— 6)«]  ir«+2a(«  -  6)«a: +(2a— 6)a«6=0 

entsteht y  so  haben  die  gleichen  Wurzeln  mit  ß  dasselbe  Zeichen, 
d.  h.  hier  das  positive.  Sind  dagegen  zwei  gleiche  Wurzeln  nega> 
tiv  — a,  — a,  zwei  imaginär  q4:ci,  so  heisst  die  Gleichung: 

«4  -  (2a«—  c*)  x^  +  2flc*a:  +  a«(o«+c«)  =0. 

Wegen  a^^iy  (damit  P  negativ  wird)  mfisste  dann  e^^Sa^  sein, 
wodurch  «  jiositiv  wurde,  was  nicht  sein  soll.  Die  gleichen 
Wurzeln  sind  also  nicht,  wie  man  vielleicht  nach  der  Verglei- 
chung  von  C.  mit  D.  erwarten  kOnnte,    negativ,    sondern  positiv. 

Bei  — a  und  -fy  sind  also 

9.    alle  Wurzeln  imaginär,  wenn: 

a«<4y  und  zugleich  4[««/J*  +  4(a«— 4y)«J  >  9/3«(3j5«+l««y), 

d.  h.  statt  des  Letztern  in  den  besondern  Fällen,  wenn  ß=0; 
aT=ß=.0}    16V>27iS»  für  «  =  0; 

S.    zwei  imaginär,   zwei  reell  negativ,   wenn: 
4[a»/S«  +  4(c«  -  4y)«]  ^9/3«  (3/5*+  I6ay) , 

und  zwar  muss  die  Ungleichheit  schon  stattfinden  in  den  speciel- 

len  Fällen  1)  «*=4y;  2)  «•>4y,  aber  ö/?«^2«(««-4y).  Fördie 
Gleichheit  ist  a=0  oder  a*<4y; 

C    alle  reell,  zwei  negativ,  zwei  positiv,  wenn: 

4  [«»/5«  +  4  («« — 4y)«]  ^  9/3«  (315«  +  I6«y) , 

und  zugleich  ««>  4y,  aber  9jS*<2a(««  — 4y)  oder  im  Falle  der 
Gleichheit  a«=:4y  und  /9=:0. 


8.  6. 
IT«     a  and  y  «ind   negativ. 

A.    P  und  Q  sind  positiv. 

P  ist  positiv  flir   9iJ«>  2a(a«+4y), 

Q  ist  positiv  für  4ajJ«(a«+36y)>27jJ«f  16y(a«+4y)«. 

Aus  diesen  Wertben  fSr  P  und  Q  folgt: 


In  Be%U0  auf  den  Siurmacken  Sat%. 

1)  ß^^^^^^^m^,. 
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2)    4a/?«(«*  +  36y)=27/J»  +  16y(««  +  4y)«  +  ^, 

wo  i  und  d  nar  positiv  sein  kfinnen.    Setzt  man  den  Wertb  von 
/3*  aus  I)  in  2),  so  erhalt  man  die  Gleichung: 

also  d  nur  mSglich,  wenn 

16(12y— «»)«a«  =  4(<»«+4y)(12y-r-g«)« 


9.27 


+  ^ 


27  > 

d.h.  wenn  «*>12y*). 

Aus  P  positiv  ergiebt  sich  aber  ferner: 

81/3*+4a«(a«+4y)»  >  36a/5«(a«  +  4y), 

also  wenn  man  hier  für  den  Fall,  dass  o^>12y  sein  sollte»  links 
12}^ -fd'  für  den  Faktor  a^  setzt,  reebts  8.d6aJ^— 8.36a/3«  hinzu- 
fögt  and  nach  einigen  Umformangen  durch  3  dividirt: 

27/J*  +  16y  (««  +  4y)«>  4a/3«{o«  +  36y)  +  i«'[6a/J«— («*+ 4y)«]. 

Nup  folgt  aus  9/3<>2a(a«-h4y): 

6aiJ*>  ia*(a*  +  4y). 
und  ans  o*>  l'2y: 

:      i{««  +  4y)>(««+4y)«. 

also  um  so  mehr  6a/3>>(aH4y)^  folglich  der  Faktor  [6tf/3*-(oH'ir)*] 
positiv  und 

27/3*+16y(a*  +  4y)«>4a/3«(a«  +  36y), 

wofGr  Q  negativ  ist.  P  und  Q  können  also  nicht  zugleich 
positiv  sein. 

Ist  P=0,  d.  h.  9i5«=2a{a«  +  4y),  so  wird  0=— /?(««— 12y) 
positiv  ßlr  a*<]2y.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  2,  1,  0  in 
den  drei  Reihen  zeigt  dann,  dass  die  Gleichung  eine  positive  und 
eine  negative  reelle  Wurzel  hat. 

B.    P  Ist  positiv,    Q  negativ. 
Auch  hier  mag,  wie  im  $.3.,  der  Faktor  (o*— 12y)  in  der 


♦)  Für  va«  =  12y   wurde   (>  =  —  }P«   sein.     ($.  5.  B.) 


A  / 


112       ^König:    DlscuBsfon  der  GMchftng  tonf  vierten  Grade 

Reihe  (0)  positiv  oder  negativ  oder  auch  ±0»  d.  b.  a*=12/,  oder 

auch  a==0  «ein,   die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel   bleibt  3,  2,  1. 

P  ist  positiv  wie  bei  A.; 

Q  negativ,   wenn  4a/32(a«  +  36y)< 27/5«  + l'67(a«  +  4y)» 

Für  P  =  0,  aUo  9/52  =  2a(aa  +  4y),  wird  ©=  - /3(a2— 12y) 
negativ,  wenn  o*>  Vly,  Die  Anzahl  der^  Zeichenwech'sel  bleibt 
dieselbe,  also  hat  die  Gleichung  eine  positive  und  eine  negative 
reelle  Wurzel. 


C.    P  ist  negativ,    Q   positiv. 

Wie  bei  A.  erhält  man,  wenn  dort  ^  negativ  gesetzt  wird, 
dass  a*>  Vly  sein  mu^s.  Dasselbe  lässt  eich  aber  auch  so  zei- 
gen.   Sollte  o*<12}'  sein,  so  setze  man,   wenn  I2y=a«  +  ^,  in 

/>=9/3«— 2a(o«+4y)  und  in  e  =  4a/?*(aH36y)— 27/3a-16y(aH4y)« 

4a« +  3^  für  (a«+36y),  J(a«  +  ^)  für  %,  — —^  för  (a*+4y), 
und  erhält: 

Da  aber  P  negativ,  so  ist  2a(a«  +  4y)>  9/J«,  d.i. 

^(4a«  +  d)>9iS«   oder    4a«(4a«+ d)>54a/3«, 

also   nm   so  mehr  (4a«  -f  ^)«  >  54a/3«,  d.  b.  der  Faktor 

[(4a«  +  d)«-T54ai3«] 

ist  positiv,  mithin  Q  negativ.  Für  d=0,  d.h.  a«=12yy  ist,  wie 
schon  bei  A.  bemerkt  wurde,  Q  =  —  JP«.  Die  Zeichen  Wechsel 
4,  3,  0  deuten  auf  eine  negative  und  drei  positive  reelle  Wurzelo. 

P  ist  negativ,   wenn  9|8» < 2a (a«  +  4y) , 
Q  positiv  wie  bei  A. 


D.     P  und  Q  sind  negativ. 

Die  Grosse  /5«(a«— 12y)  in  der  Reihe  (0)  mag  0,  positiv  oder 
negativ  sein,  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  bleibt  immer  3,  2,  1, 
so  dass  die  Gleichung  eine  positive  und  eine  negative  reelle 
Wurzel  hat. 

P  ist  negativ  wie  bei  C, 
Q  negativ  wie  bei  B. 


in  Bezug  auf  den  Stvrmschen  Sat%,  11.3 

E.  P  ist   positiv.    Q  =  0. 

Aus  A.  folgte  wenn  man  ^  =  0  setzt,  dass  Q  für  ein  posi- 
tives P  negativ  sein  muss,  also  nicht  =0  sein  kani^. 

* 

F.  P  ist  negativ,   Q=r.Q, 

P  ist  negativ  ivte  bei  C. 

e  =  0,  wenn  4a/3« (a2-+  36y)  =  27/3*  +  J6y (a*  +  4y)* 

Nach  C.  hat  die  Gleichung  drei  positive  Wurzeln ,  von  denen 
also  zwei  gleich  sind.     (§.  2.) 

Ist  iP=0  und  a«=12y,  also  27/3«=8««,  so  ist  F^x=Q  und 
/»Ij:»  =  (a:  +  j-)*,  woraus  die  in  §.  2.  angegebenen  drei  gleichen 
Wurzeln  folgen. 

Es  sind  also  bei  negativen  Werthen  von  tt  und  y: 

$[.     zwei  Wurzeln  imaginär,  eine  positiv,  eine  negativ  reell, 
wenn  • 

27/5*  +  16y (««  +  4y)«  >  4«/3«(a«+  36y) , 
wohin  als  besondere  Fälle  gehören : 

«  =  0;    /J=;0;    9/3«  =  2« (a«  +  4y)    aber  ««^12y; 

«  ■ 

a«=:12y    aber    27/3*^8«». 

33.     Alle  Wurzeln    sind   reell,    und    zwar  drei  positiv,    eine 
negativ,    wenn: 

1)  27/3»  +  16y  (««  +  4y)»  ^  4«/32(a«  +  %), 

2)  ««  =  I2y  und  zugleich  27/3«  =:  8a». 

Lässt  man  die  Fälle  /3=.0  und  cr  =  /3  =  0,  welche  der  Voll» 
ständigkeit  wegen  und  um  zu  zeigen ,  dass  der  Sturm  sehe  Satz 
auch  fflr  sie  das  Richtige  giebt«  mit  aufgenommen  worden,  als 
bekannt  fort,  so  giebt  die  Zusammenstellung  der  gewonnenen 
Resultate  folgendes  Täfelchen,  welches  aus  den  Colifficienten 
auf  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  schliessen  lässt.  Es  zeigt 
fiogleich,  dass  alle  Wurzeln  nur  reell  sein  können,  wenn  a  negn- 
tivy  und  alle  imaginär,  ivenn  y  positiv  ist.  Dass  für  ein  negati- 
ves ß  die  Wurzeln  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten,  wurde 
ffchon  erwähnt. 

riieU  XXXIV.  H 
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ß 


Anzahl 
der 
Wur- 
zeln 


OD 

O 


SS 

c 


»f 


>» 


1 


99 


19 


99 


1 


99 


1 


1 


2 
4 


»» 


2 
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ßedingnngs-A  iis drücke. 
(a,  ^,  y   sind  immer  positiv  zu  nehmen.) 

f 

/ 

1 )  ß^  Cllß^  -l-  4a3)  <  16y  [9a/J«  +  (««  -  4y)«] , 

d.  i.  27/3«<32a8  für  ««=4/;  27/3*<16y  für  a=0. 

2)  a«<4y  und  zueleicb  9/S«=2a(4y-a*). 

■^  ^    '^   ■       ^:=i (die  reellen  sind 

gleich), 

d.  1.  27/5«>32«»  für  a«=:4y;  27/3*^  16V  <»"■  «=0. 
immer. 
4[a»^+4y(a«— 4y)«]>9i3«+i6ay  und  zugleich  «»<4y, 

d.i.  16V  >  27^*  för  «=0. 

L    P  T  /v     ^^7)  J_. (die positiven  sind 

gleich), 
und  zugleich  a*>4y,  aber  9/3* < 2a (a*  —  4y). 

sind  gleich), 

2)  a*  =  4y, 

3)  a2>4y  aher  9j5«^2a(a«— 4y). 

1 )  27^*  +  16y  (a« + 4y)«  >  4a/?«(«2  +  36y) , 

2)  «  =  0, 

3)  9i3«=:2a(a«  +  4y)  aher  a»  ^  12y, 

4)  c<a=  J2y  aher  27/3»  ^  8c». 

(hier  ist  immer  a^>12y), 
2)  ««==:  I2y  n.  zugleich  27/S«=8««  (die  arei  smd  gleich). 
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Uebungsaufgaben  fiir  Schüler. 


VoD   Ilerin   Directur    l'nifesaor  Dr.  Strehlke   zu  Uunzi»;. 

1.  Wie  hoch  über  der  Hortzootaleii  Ailt=a  (Taf.  I. 
Fig.  7.)  niusa  ein  leuchtender  Punkt  C  stehen,  um  eine 
in  M  befindliche  kleine  horizontale  Fläche  am  stärk- 
sten zu  beleuchten? 

* 

Es  sei  J  die  Intensität  des  Lichtes  in  der  Entfernung  A,  6  der 
Winkel^   unter  welchem  das  Licht  die  Fläche  in  iüf  trifft,   so  ist 

in  der  Entfernung  a  die  Intensität  =z-^(x — or')^  wenn   siu6==;r, 

folglich    für   das  Maximum  a;^=^;    die  grusste  Intensität  seihst 

2v3    J 

=  — Q— •-2'     ^>''  ^^°  dem  Maximum  entsprechenden  Punkt  C  zu 

coiistruiren ,  wird  das  rechtwinklig- gleichschenklige  Dreieck  MAD 
gezeichnet,  BM  =  a  genommen  und  BC  parallel  AA§. 

2.  Aus    einer     mit    dem    Radiys    r    beschriebenen 

KTeisfläche  soll   ein  Sektor   geschnitten    wcfrden,    der 

als    Mantel    eine^*    senkrechten    Kegels 'den    grössten 

Cubikinhalt   umschliesst. 

(y 
Der  Winkel  am  Centrum  sei  =•  6\   cosd  =  ätjtjö,    so   ist  der 

kubische  Inhalt  des  Kegels  =:jr'.(sin0 — sind');^,  folglich  für 
das  Maximum  fim6^=\,  co86=:V{>  C=^^ßO^.Vl;  der  kubische 
Inhalt   =  tV'.V3.Ä. 

3.  Der  in  die  Kugel  einbeschriebene  senkrechte 
Kegel  mit  grussteni  Mantel. 

Der  Radius   der  Kugel   sei   =r,    der  Winkel ,    den  ein  vom 

Centrum  nach  einem  beliehigen  Punkte  im  Umfange  der  Basis  des 

Kegels  gezogener  Radius  mit  dessen  Axe  bildet,  sei  ^=-6,  so  ist 

die  krumrai»  Oberfläche  F  des  Kegels,   dividirt  durch   die  Ober- 

F 
fläche  5  der  Kugel,  oder  ^  =  siniO  —  sini^,    folglich   f&r    das 

Maximum  cos6^=i,    F:=zl\/3.  S. 
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4.  Wenn  die  Gesamiutobernäche  des  Kegels,  d.  b. 
Mantel  und  Basis,  zusammen  ein  Maximum  sein  soll, 
und  F'  die  G  esanimtoberfläehe  bezeichnet,  so  ist 

F 

^=siniö.coöl6«.2.sin(4Ö«+iÖ)*  =  a:+a;a— a:»— .r*, 

.    0 
wenn  j:  =  sin  ^• 

Für  das   Maximum   ist  8ar  =  l-fVl7, 

_,,      (107  +  51V17) 

^  -        512      :  '^* 

5.  Der  kubische  Inhalt  des  einbescbriebenen  Ke- 
gels ist  =  Jr'jc. (l —cos ö*).(l  +  cos ö).  VVenn  coftiö  =  i,  so 
findet  das  Maximum  statt;  der  cubische  Inhalt  des  gn'issten 
Kegels  =Jfr%. 

6.  Der  kubische  Inhalt  des  grössten  in  die  Ku^el 
beschriebenen   Cylinders  =jV3.r'7C,   cosd*  =  J. 

7.  Der  Mantel  des  grössten  Cylinders  =2r*«,  wobei 
0  =  400. 

8.  Die  Gesanimtobernäche  Q  des  einbescbriebe- 
nen    Cylinders,   dividirt    durch   r«jr,    ==  2sin2Ö+l— co82d, 

folglich  für  das  Maximum  tang2d  =  — 2  und   -^  =  1  +  V5. 


IL. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Einige   neue  Sätze  über  das  rechtwinkelige  Farallelepiped« 

Von  Herrn  Pnife«8or  Friedrich    Mann   zu   Praiienfeid 

im  Canton   Thtirgan. 

1)  Wir  bezeichnen  (Taf.  l.  Fig.  8.)  : 
die  Seitenkanten  OA,  OB  und  OC  durch  /i ,  ^  und  4; 
die  Hauptdiagonale  00|  durch  d; 
die  Seitendiagonalen  OiA,  OiB,  0|  C  beziehungsweise  durch 
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eine  in  0|  auf  OO^  senkrecht  errichtete  Ebene  darch  E\ 
*»     i*    ^     »9     tßOi  „  „  „  „      £ji ; 

die  Abstände  der  Punkte  A,  B  und  C'von  E  durch  ei,  e^,  e^; 

die  Projektion  de«  Dreiecks  ABC  auf  E  durch  Ji^^C^ ; 

die  Winkel,  welche  00|  mit'oj,  Oi?  und  OCeinschliesst, 
durch  a,  ß  und  y. 

2)  Das  Dreieck  ^£C,  welches  die  Seitendiagonalen  des  Paral- 
lelepipeds  zu  Seiten  hat,   ist  stets  spitzwinkelig. 

3)  Irgend  zwei  Grenzflächen  der  Pyramide  ABCOi  haben 
gegen  diejenige  Gränzfläche  des  Parallelepipeds,  in  welcher  ihre 
Schnittlinie  liegt,  yollkommen  übereinstimmende  Neigung« 
(Z.  B.  CBA  und   O^BA  gegen  OBDA,) 

4)  Die  Diagonalebenen  des  Parallelepipeds  halbiren  diejeni« 
gen  Flächenwinkel  der  Pyramide  ABCOi,  durch  deren  Kanten 
sie  gehen. 

5)  Der  Mittelpunkt  der  Hauptdiagonale  des  Parallelepipeds 
ist  zugleich  der  Mittelpunkt  derjenigen  Kugel,  welche  der 
Pyramide  AßCOi  einbeschrieben  werden  kann.  ' 

6)  Es  ist:  ,  . 

ei:e^:e^=:  sin  ^a :  sin  ^ß :  sin  ^, 

(Bi  :^:^:=ces'cr:cos'/3:cos^» 

Ol  Ai :  O,  ^  :  O^  Ci  =  sin  'Ja :  sin  2ß  .«in  2y. 

7)  Ferner  ist: 

«1  +  «a  +  <?8  =  2rf 
und 

8)  Aus  ei,  e^  und  e^  mnss  sich  stets  ein  Dreieck  constnii- 
ren  lassen. 

9)  Ol  ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  AiByCi. 

10)  Der  Kubikinhalt  des  Parallelepipeds  stimmt  überein  mit 
dem  Kubikinhalt  desjenigen  Prismas»  welches  das  Dreieck  aus 
^j »  ^2f  ^3  2"^  Grundfläche  und  die  Hauptdiagonale  d  zur  Hohe  hat. 

11)  Der  Kubikinhalt  der  Pyramide  ABCO^  ist  ein  Drittel 
vom  Kubikinhalt  des  Parallelepipeds. 

12)  Rechtwinkelige  Parallelepipede  sind  gleich,  wenn  sie  in 
der  Summe  und  im  Produkt  der  Entfernungen  Si,  (E^  und  ^ 
übereinstimmen. 
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Den  folgenden  lehrrekhen  Brief  des  Herrn  Dr.  Lindman  in 
Strengnas  in  Schweden  las^e  ich  vollständig  abdinclcen  und  danke 
Herrn  Lindman  verbindliehst  för  denselben.  G. 

Johanni  Augasto  Grunert 
Cbristlanus  Pr.   Lindman,    Lector  Strengnesensis,  S.  P.  D. 

Postquam  novfssimas   ad  Te,    vir  eel^,    Ktteras  dedi,    variis 

negotiis  adeo  distentus   fui,    vix  ut  tempus  mihi  fuerit  Archivgm 

Taum,  quoquo  modo  fieri  potoit,  cognoscendi  et  diligentior  lectio 

.  in  aiind  teropus  reservanda  sit.     Librom  percurrens  incidi  in  com- 

y'**Sin":r 
——da* 

0 

quod  ego  abhinc  octo  omois  in  Archivo  tractavi.  Ibi  enuntiavi^ 
integrale  illud  finitiim  non  esse»  nisi  esset  n — m=  nuroero  pari 
positivo  vel  ^=0,  et  valores  dedi,  («i  res  ita  esset  comparata.  Cel*" 
Min  ding  eosdeni  dedit  valores,  sed  praeterea  reperit,  hoc  inte- 
grale semper  esse  finitum,  dummodo  ne  esset  m  =  }  et  it  =  nu- 
mero  pari.  Etiamsi  in  errorem  qnendam  inciderim,  eo  tarnen  nie 
consolor,  quod  hunc  errorem  illa  via,  qua  ingressus  eram,  vix  et 
ne  vix  quidem  vitare  potuisse  mihi  videor.  Notissinium  quidem 
est,  quum  integralia  sint  infinita,  fieri  tarnen  posse,  ut  differentia 
eoruni  sit  finita;  sed  rarissinie  tanieu  videtur  usu  venire,  ut  series 
terminorum,  qui  in  infinituni  abeant,  suromaiu  habeat  finitaro,  at- 
que  ideo  illa  res  mihi  non  venit  in  nientem.  Verumtauien  in  com* 
mentario,  cui  in  Actis  Reg.  Academiae  Scient.  Holmien- 
sis    locus   datus    est    cujusque   exemplum    Tibi    niisi,    proposui 

/*»  6-^*Cosaar  — e-^*Cos6ar  ^        ,,l?*+6* 
integrale     / ^a;=4/^2^^«»    cujus 

ope  ego  quoque  (positis  A  et  iß=0)  formulam  Ceh'  Alindin^ 
invenire  potuissem,  si  hoc  tntegrali  usus  essem.    Cet<"  Minding 

mentionem  qnoqne  fecit  integralis   /       — i^dx^    cujus  valoreni 

o 

in  Archivo  (Tom.  XVI.  pag.  101.)  ego  primus,  quod  equidem  sciam, 
dedi  quodque  caussa  fuit,  cur  integrale  generalius  quaererem. 

Tomum  XVI.  evolvens  demonstrationeni  Tuam  tbeorematis 
Lambertini  de  sectoribus  parabolicis  quadrandis  e  memoria  prope 
elapsam  offendi.  Theorenia  illud,  qimd,  ut  censes,  Astronomts 
quam  Geometris  familiarius  videtur  et  haud  sein  an  necessitate 
lateris  recti  exterminandi  ortum  sit,  alibi  aliter  demonstratum  vidi. 
Bohneiiberger  in  libro  suo  de  Astronomia  (Tübingen  1811)  de- 
monstratioti^m  oninium  brevis^imaiii  dedit,  quae  tameii,  ut  in 
sectionibus  conicis  Sinitsonii  nixn,  bis  temporibus  apta  non  vide- 
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tur,  quuiiK  praeaertim  band  pauci  Übrum  Simsooii  igDorent. 
Quua)  vero  aliae,  quas  vidi,  demoustrationeH  non  satia  prababiiea 
videantur,  huie  rei  optime  consiiluisti,  quod  novam  eamque  acco- 
ratam  pulcherrimi  hajas  theorenaatt«  demonstratioDem ,  dedisti. 
Quaroquam  coordiiiatae  polares  ad  qaadratorain  sectorum  accomnio- 
datissimae  mihi  semper  aant  visae,  cui  rei  indicio  est  ceromenta- 
riolua  meus  Archivo  (Tom.  XXVI.)  insertns»  ejusmodi  tarnen  coor- 
'  dinatis  abstinendum  orbitror,  si  quis,  viam  a  Te  in  prooemio 
monstratam  sequens,  secloreni  parabollcum  «sine  ope  caiculi  inte- 
gratis  quadrare  velit.  Praeter  opinioneni  mihi  contigit,  ut  hae  via 
brevem  reperirem  demonstrationem,  quam  nunc  mitto,  si  forte 
eam  innpicere  Tihi  placebit  *). 

Etiam  alium  commentarium,  quod  e9t  addifamentum  quoddam 
illius,  qui  in  Actis  Reg.  Societatis  Scient.  Upaalienais 
(1855)  edidi  Tibi  «t  Archivo  Tuo  mitto.  In  transcendente  illa 
saepiuis  versatus  sum,  neqne  dubito,  quin  digna  ait,  in  quam  plures 
studia  sua  conferant,  quia  multa  alia  integralia  ex  ea  pendent  **). 

Tom.  XXX.  pug.  166.  Cel«'  Clausen  demonstratione/n  dedit 
fheorematis,  qaod.a  Cef*  Schlomilch  inventum  potat.  Non  du- 
bito,  quin  Schlomilch  theorema  illud  8aa  «sponte  et  per  ae  in- 
venorit,  sed  primns  non  invenit.  Theorema  enim  illud  primus 
proposuit  Cel"*  Malmsten  (antea  Professor  Upsaliensis,  nunc 
Consiliarius  Regis)  in  elegantinsima  illa  dissertatione  academica, 
quae  itiscribitur  ^^Theoremata  nova  de  integralibus  defi- 
nitis  cett.  (Upsaliae  1842),  quam  Tu  in  Archivo  (Tom.  III. 
pag.  41.)  laudasti,    Pag.  22.  dedit  formulam 


C08*#A*) 


ttbi   est 


«(I) = fr.)  (1  -  j.  +  ^  -  ^.  +  ete.) 


n 


und«,    ope   formolae  notissimae    Il[5)  H[l  —  «)  =  «; ,    formula 

Cel'  Schiü milch  facillime  invenitur. 

Tomo  XXX.  pagg.  465.9  466.  Doctor  Zehfuss  quattuor  pro- 
talit  integralia^  quae  antea  incognita  ar|iitratur.  Attaroen  primam 
eognoBcere  licet  e  tabulis  Cel*  M inding,  sl  in  integraii 


*)  Archiv.  Tbl.  WXIII.  S.  4T8. 
*^)  Miifi  Kiehe  oben  in  dienern  Hefte  S.  IT. 


G. 
G. 
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poiiitur  c=:l,   a  =  7ii — 1.     Quartum   vero  jam  datuni  e^t  a  Cel^*. 
Arndt  in  hoc  Arcbivo   (Tom.  XL  pag. 73.  form.  (2)),  ubi  invenitur 

dx  =  4/2*     Positis  o;  =  (a  —  o)y,    2  =    .5 

prodit    /        ^ ^^y  =  iH'--6y    '     (o^*)'    IHud    inte- 

graie  quoque  invenitur  e  formula  mea  supra  allata,   positis  A  et 


Herr  Ductor  Zehfiias  in  Heidelberg  hat  mir  iinter*  dem  8.  De- 
cember  1859  einige,  gegen  den  in  Theil  XXXTTI.  Nr.  VII.  Seite  104. 
abgedruckten  Aufsatz  des  Herrn  Unf erdinger  über  das  Rational- 
Riaciien  der  Nenner  der  Brucfie  mit  irrationalen  Nennern  gerichtete 
Bemerkungen  eingesandt,  wofür  ich  demselben  recht  sehr  danke.  Ich 
bemerke  dies  deshalb,  weil  hier  kein  Ranm  mehr  xum  Abdruck  des 
Briefes  des  Herrn  Doctor  Zehfnss,  so  weit  sein  Inhalt  hierher  gehört, 
vorhanden  ist,  und  es  auch  fraglich  bleibt,  ob  dazu  schon  das  nächste 
Heft,  dessen  Inhalt  schon  jetzt  bestimmt  ist,  Raum  genug  darbieten 
wird.  Uebrigens  benutze  ich,  um  nicht  später  wieder  auf  diesen  Ge- 
genstand zurückkommen  zu  müssen,  den  mir  hier  noch  zu  Gebote  sie- 
henden wenigen  Raum  sogleich  dazu,  dass  ich  darauf  aufmerksam  mache, 
dass  ich  dem  kurzen  und  ganz  elementaren  Aufsatze  des  Herrn  Un f er- 
din ger  die  Aufnahme  deshalb  nicht  versagen  zu  dürfen  geglaubt  habe, 
weil  ich  der  Meinung  gewesen  bin,  dass  die  darin  enthaltenen 
Bemerkungen  durchaus  bloss  (gangE  üpecielliiilt  RQcl£« 
siclit  anf  die  i^leLch  im  CSini^anige  des  betref- 
fenden AnfsatBei  erwiihnte  bekannte  einfaebe 
praktisehe  Methode  des  Rationalmaebens  aaf- 
aofassen  sind,  und  nur  den  Zweck  haben  and  haben  sollen, 
einige  praktische  elementare  Fingerzeige  für  die  Anwen- 
dung dieser,  ond  nur  dieser  Methode  zu  geben.  Gewisa  hat 
Herr  Unf  erdinger  bei  Abfassung  seines  Aufsatzes  auch  nur  diesen 
Gesichtspunkt  im  Auge  gehabt  und  ein  «höheres  theoretisches  Ziel  nicht 
erstreben  wollen.  Es  sei  dnhor  norhmnls  erwähnt,  dass  alle  in  dem 
genannten  Aufsätze  des  Herrn  Unferdinger  enthaltenen  Bemerkungen 
durchaus  nur«  und  in  gnnzspecieller  Weise,  auf  die  gleich  im 
Eingange  des  Aufsatzes  erwähnte  einfache  praktische  Methode  des  Ra- 
iionalmachens  zu  beziehen  sind.  Freilich  hätte  der  Schloss  des  Auf- 
satzes Torsirhtigrr  ausgedrnrkf  werden  sollen,  was  ich  gern  sogebe. 
Wegen  des  Weiteren  verweiKe  ich  auf  den  später  abzudruckenden  Brief 
des  Herrn  Doctor  Zehfuss.       •  G. 
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Die  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystallographie,  gegrün- 
det auf  eine  von  neuen  Gesichtspunkten  ausgehende 
Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene 
für  beliebige  schief-  oder  rechtivinklige  Coordinaten- 

systeme. 

Von 

/  dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  Form  der  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume: 

a:— a y — b % — c 

»  cos  a       cos  ß      cos  y  * 

wo  bekanntlich  labc)i  ein  beliebiger  Punkt  der  geraden  Linie  iÄ(^ 
und  ofy  ßf  y  die  Ton  einer  der  beiden  Richtungen  derselben  mit 
den  positiven  Theilen  der  Coordinatenazen  eingeschlossenen,  180^ 
nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen,  bietet  so  viele  Vortheile 
dar  und  hat  vor  der  gewöhnlichen  Form  der  Gleichungen  der 
geraden  Linie»   etwa 

so  wesentliche  Vorzüge,  dass  man  sich  iti  der  That  sehr  wundern 

muss,  jene  erste  so  elegante  Form  im  Ganzen  noch  so  wenig  in 

Anwendung   gebracht  zu  sehen.    Freilich  kann  man  einwenden, 

dass  die  Form 

X — a      y—b       z — c 

costt        coaß        cosy 

ein  rechtwinkliges  Coordinateosystem  voraussetze  und  nur  bei 
einem  solchen'  anwendbar  sei,'  wogegen  der  gewohnlichen  Form 
der  Vorzug  der  Anwendbarkeit  bei  allen  beliebigen,  schief-  oder 
rechtwinkligen  Coordinatensystenien  gebühre.  So  wenig  sich 
hiergegen  einwenden  lässt,  so  ist  doch  auch  nicht  zu  übersehen, 
dass  in  den  eigentlich  mathematischen  Wissenschaften,  ganz  be- 
sonders  auch  in  der  Mechanik,    den  optischen  Disciplinen  und 
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der  gesanimten  Astronomie»  wobl  nicht  ein  einziger  Fall  vorkointnt 
und  denkbar  ist»  wo  sich  die  Anwendung  eines  schiefwinkligen 
Coordinatensystems  als  nothwendig  oder  auch  nur  vorJtheilhaft 
erweisen  sollte»  indem  man  vielmehr  überall  mit  dem  rechtwink- 
ligen Coordinatensysteme  nicht  bloss  vollkommen  auskommen, 
sondern  auch  dieses  Coordinatensystem  stets  mit  dem  grussteo 
Vortheil  in  Anwendung  bringen  wird.  Nur  in  einer  der  schönsten 
Naturwissenschaften»  die  sich  bereits  ganz  und  gar  der  Herrschaft 
der  Mathematik  hat  unterwerfen  müssen  und  in  deren  Gebiet 
vollkommen  eingetreten  ist»  nämlich  in  der  Krystallographie»  kann 
man  nach  meiner  Meinung  das  allgemeine  dreiaxi^e  schiefwink- 
lige Coordinatensystem  gleich  von  vorrt  herein  nicht  entbehren, 
oder  würde  wenigstens,  wenn  man  sich  desselben  entschlafen 
wollte»  sehr  viel  von  der  Eleganz,  Einfachheit  und  Allgemeinheit 
der  Darstellung  aufzugeben  genuthigt  sein.  Zunächst  nun  um  die 
oben  erwähnte  Form  der  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume 
auch  für  die  Krystallographie  fruchtbar  zu  machen,  habe  ich  diese 
Form  auf  das  schiefwinklige  Coordinatensystem  zu  erweitern  ge- 
sucht, und  glaube»  dass  mir  dies  in  einer  Weise  gelungen  ist, 
welche  wenig  zu  wünschen  übrig  lassen  dürfte,  wenigstens  mei- 
nen eigenen  Ansprüchen  vollkommen  genügt  hat.  Dies  h^t  mir 
Veranlassung  gegeben,  in  den  beiden  ersten  Kapiteln  der  vorlie- 
genden Abbanrllung  die  Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und 
die  Theorie  der  Ebene  aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  zu ,  ent- 
wickeln, und  ich  hoffe»  dass  die  gewonnenen  Resultate  in  mehrfacher 
Beziehung  van  Interesse  sein  werden.  Und  wenn  nun  auch  diese 
neue  Theorie  der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene  auf 
dem  Titel  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  an  die  Spitze  ge- 
stellt, sondern  aus  verschiedenen  Gründen  auf  die  Anwendung 
derselben  auf  die  Krystallographie,  welcher  das  dritte  Kapitel 
gewidmet  ist,  zunächst  Bezug  genommen  worden  ist:  so  lege  ich 
selbst  doch  auf  die  erstere  fast  einen  grosseren  Wcrth  als  auf  die 
letztere.  Was  nun  aber  die  in  dem  genannten  Kapitel  gegebene 
Entwickelung  der  aligemeinsten  Gesetze  der  Krystallographie  selbst 
betrifft,  so  niuss  ich,  um  in  keiner  Weise  missverstanden  zu 
werden»  darüber  einige  Bemerkungen  vorausschicken.  Deshalb 
sei  zuerst  rü'cksichtlich  der  in  §.  24.  gegebenen  allgemeinen  De* 
flnition  eines  Krystalls  bemerkt,  dass  es»  wie  es  bei  jeder  auf 
Strenge  Anspruch  machen  wollendea  Entwickelung  einer  allge* 
meinen  mathematischen  Theorie  ganz  unbedingt  erforderlich  und 
völlig  unabweisbar  ist,  bei  Aufstellung  dieser  DeGnition  zunächst 
und  vor  allen  Dingen  darauf  ankam»  eine  sichere  Grundlage  für 
die  zu  entwickelnde  Theorie  zu  gewinnen,  weshalb  ein  Krystall 
hier  nur  ganz  im  Allgemeinen  aufgefasst  worden  iat  als  ein,  einer 
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gewissen  allgemeinen  Bedingung  entsprechendes  System  von  Ebe- 
nen, von  welchem  dann  im  weiteren  Verfolg  der  Untersuchung 
verschiedene  allgemeine  Eigenschaften  bewiesen  worden  sind« 
Dabei  habe  ich  mich  aber  überall  an  die  bewährtesten^  den  Ge- 
genstand mit  wirklicher  mathematischer  Schärfe  und  analytisclier 
Allgemeinheit  verfolgenden  Schriftsteller  über  Krystallographie^ 
vor  Allen  an  Kupffer^  Quintiuo  Sella^  Miller  und  Nau- 
mann, so^  viel  als  müglich  angeschlossen.  Nur  muss  ich  ruck- 
sichtlich  der  in  Rede  stehenden  DeGnition  eines  Krystalls,  um 
jeder  IMIissdeutung  vorzubeugen ^  wiederholen,  dass  man  dieselbe 
hier  zunächst  durchaus  nur  aus  einem  mathematischen  Gesichts* 
punkte^  als  Grundlage  für  die  Theorie  eines  gewissen  Bedingun- 
gen unterworfenen  Ebenen -Systems  zu  betrachten  hat,  indem  ich 
weiterer  Aufklärung  wegen  mir  auf  den  oben  genannten  Para* 
grapben  und  ausserdem  ganz  besonders  auch  auf  §.  33.  zu  ver- 
weisen erlaube.  Eine  zweite  kürzere  Bemerkung  muss  ich  dem 
Folgenden  noch  rücksichtlich  des  von  mir  angewandten  analyti- 
schen Ausdrucks  der  Gleichungen  der  Erystallflachen  voraus- 
schicken. Ich  bin  nämlich  dabei  von  der  jetzt  ziemlich  allgemein 
beliebten  Weise,  diese  Gleichungen  durch  die  sogenannten  Para- 
meter der  betreffenden  Ebenen  auszudrücken,  abgewichen,  und 
zu  dem  in  der  analytischen  Geometrie  allgemein  gewohnlichen 
und  in  allen  Beziehungen  zweckmässigen  Ausdruck  der  Gleichung 
der  Ebene  zurückgekehrt,  indem'  ich  gern  bekenne,  dass  ich  mich  in 
dieser  Beziehung  ganz  an  Kupffer  anschliefise,  dessen  treffliches 
Handbuch  der  rechnenden  Krystallonomie  ich  immer 
noch  für  ein  besonders  klassisches  Werk  halte.*  Ganz  in  der 
Kürze  sei  hier  nur  bemerkt,  dass  ichdenjotzt  beliebten  Ausdruck 
der  Gleichung  einer  Krystallfläcbc  durch  ihre  sogenannten  Parameter 
verlassen  habe,  einmal  weil  ich  darin  g;(r  keinen  wesentlichen 
Vorzug  vor  dem  in  der 'analytischen  Geometrie  gebräuchlichen 
Ausdruck  der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene  zu  erkennen  ver- 
niag,  weil  ferner  beide  Ausdrucksweisen  mit  der  gtxissten  Leich- 
tigkeit sich  gegenseitig  in  einander  umsetzen  und  verwandeln 
lassen,  und  weil  endlich  der  Ausdruck,  durch  die  Parameter  zu 
gewissen  analytischen  Bedenken  Veranlassung  giebt,.  denen  der 
gewohnliche  Ausdruck  der  Gleichung  der  Ebene  gar  nicht  unter- 
liegt« Mehr  hierüber  zu  sagen,  ist.unnothig,  indem  es  völlig  ge- 
nügt, des  Weiteren  wegen  auf  das  zu  verweisen,  was  ich  in  der 
atisfuhrlicheD  Anmerkung  %\x  §.  24.  gesagt  habe. 


9* 
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VSrsies  Kapitel. 
Die    p^erade   Linie. 

§.  1. 

Indem  wir  ans  den  ersten  Elementen  der  anaivfischen  Geo* 
nietrie  den  Begriff  und  den  Gebrauch  der  Coordinätenaxen  als 
vollständig  bekannt  voraussetzen,  bemerken  wir,  dass  wir  im  Fol- 
genden unter  einer  Projvctionsaxe  eine  durch  einen  beliebigen, 
aber  bestimmten  Punkt  O  im  Räume  gelegte  Gerade  verstehen 
wollen,  aufweiche  andere  Punkte  des  Raumes  durch  von  diesen 
Punkten,  auf  dieselbe  gefällte  Perpendikel,  deren  Fusspunkte  die 
Projecti9nen  der  in  Rede  stehenden  Punkte  auf  der  Projee- 
tionsaxe  heissen,  projicirt  werden. 

Dur^h  den  Punkt  O  wird  die  Projectionsaxe  in  zwei  von  dem 
Punkte  O  aus  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  gehende 
Theile  getheilt,  welche  der  positive  und  negative  Theil  der 
Projectionsaxe  genannt  werden,  und  die  Entfernung  der  Projec- 
tioD  eines  Punktes  auf  der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  O 
wird  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  dieselbe  auf 
dem  positiven-  oder  negativen  Theile  der  Projectionsaxe  liegt. 

Wenn  nun  P  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  ist  und  der  180^ 
nicht  übersteigende  Winkel,  welchen  dessen  Entfernung  von  dem 

Punkte  O,  nämlich  die  Linie  OP,  mit  dem  positiven  Theile  der 
Projectionsaxe  einschÜesst,  durch  jx,  die  gehörig  als  positiv  oder 
negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  P  auf 
der  Projectionsaxe  von  dem  Punkte  O  aber  durch  u  bezeichnet 
wird;   so  ist  offenbar  in  viilliger  Allgemeinheit: 

1)     .     .     i     .     .     .     .        t£=O/^.C0S^. 

Sei  jetzt  durch  den  Punkt  O  eine  Projectionsaxe  der  ti  und 
eine  Coordinatenaxe  der  x  gelegt;  der  von  den  positiven  Tbeilen 
dieser  beiden  Axen  eingeschlossene,  180^  nicht  übersteigende 
Winkel  werde  durch  {ux)  bezeichnet.  Ist  dann  P  ein  beliebiger, 
10  der  Axe  der  x  liegender  Punkt,  auf  den  sich  die  Grosse  u, 
nämlicli  die  gehfirig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfer- 
nung der  Projection  des  Punktes  P  auf  der  Projectionsaxe  von 
dem  Punkte  O,  und  die  Coordinate  x  beziehen;  so  ist  nach  I), 
jenachdem  der  Punkt  P  in  dem  positiven  oder  negativen  Theile 
der  Coordinatenaxe  der  x  liegt,  offenbar 
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u—OP.qoh{ux)  oder  ti  =  OP.cos|180o— (tia?)). 

Nun  ist  aber,    wenn  mau  im  ersten  Falle  das  obere,    im  zweiten 
Falle  das  untere  Zeichen  nimmt: 


x  =  ±OPy    also    OP=z±x', 

und  folglich  nach  dem  Vorhergebenden : 

u=^xco9{u3c)   oder   u  = — j; cos 1 180*^ — (iw?)!; 

also  offenbar  ia  völliger  Allgemeinheit: 

2)    ......    .       uz=ixcos(jtx). 

Seien  ferner  durch  den  Punkt  O  eine  Projectionsaxe  der  u 
und  zwei  Cnordinatenaxen  der  x  und  y  gelegt;  die  von  den  po- 
sitiven Theilen  der  Coordinatenaxen  der  or  und  y  mit  dem  posi* 
tiven  Theile  der  Axe  der  u  eingeschlossenen,  180^  nicht  über- 
steigenden Winkel  seien  {ux)  und  (tf^).  Ist  dann  P  ein  beliebiger, 
in  der  Ebene  der  {xy)  liegender  Punkt,  auf  den  sich  'die  Grösse 
ri,  deren  Bedeutung  aus  dem  Obigen  bekannt  ist  und  die  Coor- 
dinaten  JTy  y  beziehen;  so  lege  man  durch  diesen  Punkt  eine 
der  Axe  der  x  parallele  Gerade,  welche  die  Axe  der  y  in  dem 
Punkte  O'  schneiden  niag,  und  denke  sich  durch  diesen  Punkt 
als  Anfang  zwei  den  Coordinatenaxen  der  x  und  y  parallele  Coor- 
dinatenaxen der  x'  und  y' ,  so  wie  eine  der  Projectionsaxe  der  u 
parallele  Projectionsaxe  der  u'  gelegt.  Haben  nun  in  Bezug  auf 
diese  neuen  Axen  für  den  Punkt  P  die  Symbole  x',  y' ,  uf  ganz 
fibniiche  Bedeutungen  wie  die  Symbole  ;r,  y,  u  in  Bezug  auf  die 
alten  Axen;  so  ist  nach  2),  weil  der  Punkt  Pin  aer  Coordinaten- 
axe  der  x*  liegt,  offenbar: 

tt'  =  a:'  cos  (ux) , 

also,    weil  augenscheinlich  in  völliger  Allgemeinheit  x=x'  ist: 

u*=:x  cos  (ux). 

Weil  ferner  der  Punkt  O*  in  der  Axe  der  y  liegt,  und  das  y  des 
Punktes  O'  offenbar  ciinerlei  mit  dem  y  des  Punktes  P  ist,  so 
ist  nach  2)  die  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  O*  auf  der 
Projectionsaxe  der  ti  von  dem  Punkte  O  augenscheinlich  ycQB(uy), 
Weil  aber  die  Projectionsaxen  der  u  und  u'  einander  parallel 
sind,  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit:    * 

M=ycos(?iy)  +  tt', 

also  nach  dem  Obigen: 

3) u:=ixcos(ux)-\rycos(uy). 
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Endlich  denken  wir  uns  durch  den  Punkt  O  eine  Projec- 
tionsaxe  der  u  und  drei  Coordinatenaxen  der  x,  y,  z  gelegt,  und 
bezeichnen  die  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x^  y,  z 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  u  eingeschlossenen ,  180^ 
nicht  übersteigenden  Winkel  respective  durch  («o:),  {ny)^  (u:). 
Ist  dann  P  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume,  so  lege  man  durch 
denselben  eine  der  Ebene  der  xy  parallele  Ebene,  welche 
die  Axe  der  %  in  dem  Punkte  O'  schneiden  mag,  und  denke  sich 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  drei  den  Coordinatenaxen  der 
^9  Vi  2  pfirallelen  Coordinatenaxen  der  .r',  y\  z'  gelegt,  so  wie 
eine  der  Projectionsaxe  der  u  parallele  Projectionsaxe  der  tf'. 
Weil  der  Punkt  P  offenbar  in  der  Ebene  der  x'y'  liegt,  so  ist 
nach  3),  wenn  die  Symbole  o?',  y,  2',  u'  für  den  Punkt  P  in 
Bezug  auf  die  neuen  Axen  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie 
die  Symbole  x,  y,  z,  u  für  diesen  Punkt  in  Bezug  auf  die  alten 
Axen: 

u!  =2x'  cos  (ux)  +  y'  cos  (uy) , 

.oder,   weil  affenbar  x  =  x' ,  y  =  y'  ist: 

tt'  =:  a:  cos  (ux)  +  y  coa«  («^)- 

Nun  ist  aber,  weil  der  Punkt  O'  in  der  Axe  der  z  liegt,  nach  2) 
die  Entfernung  der  Projection  dieses  Punktes  auf  der  Projections- 
axe der  u  von  dem  Punkte  O  augenscheinlich  zcos(mz),  indem 
man  wieder  bemerkt,  dass  das  z  des  Punktes  O'  jedenfalls  einer- 
lei ist  mit  dem  z  des  Punktes  P;  und  weil  die  Projectionsaxen 
der  u  und  u'  einander  parallel  sind,  so  ist  allgemein 

M  =  r  cos  (uz)  +  tt' , 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

4)    .    .    .      u  =  xcos(ux)-i'ycos(uy)-i-zcos(uz). 

Bezeichnet  man  mit  fi  den  180^  nicht  übersteigenden,  von  der 

Linie  OP  mit  dem  positiven  Theile  der  Projectionsaxe  der  u  ein- 
geschlossenen Winkel,  sojst  nach  ]): 


M=  Oi^.cosfi, 
also  nach  4): 


5)  •  .  .    OP. cos  11:=  xcos(ux)-j'ycoB(uy)'i-zcos(uz), 


§.  2. 

Wenn  xyz  und  x'y'z'   zwei  beliebige  Coordinatensysteme  mit 
einerlei  Anfang  sind,  und  die  Coordinaten  x,  y,  z  und  x\  y's  z' 


Neue  Theorie  der  geraden  lArUe  im'Raume  und  der  Eöene.    127 

einem  und  demselbeo  Punkte  im  Räume  entsprechen;  so  denke 
man  sich^  um  diese  Coordinaten  mit  einander  zu  vergleichen^ 
durch  den  gemeinschaftlichen  Anfang  der  beiden  Systeme  eine 
beliebige  Projectionsaxe  der  u  gelegt,  nnd  lasse  u  wie  gewöhn- 
lich die  Entfernung  der  Projection  des  in  Rede  stehenden  Punk- 
te« auf  der  angenommenen  Projectionsaxe  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten  der  xyz  und  x'y'z'  bezeichnen.    Dann  ist  nach  4): 

u-=^  X  cos  {ux)  +  y  cos  {uy)  +  z  cos  {ui) , 

u  =  x'  cos  {ux') + y'cos{uy')  +  z'  cos  (mz')  ; 

also: 

X  cos  (tfo:) +y  cos  (tt^) +zcos(m2)  =  x'  cos  (ttar')+3^'cos(tt?/)+2'cos  («z')- 

Lassen  wir  nun  den  positiven  Theil  der  Projectionsaxe  der  u 
nach  und  nach  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der.^,  y,  z 
zusammenfallen,  so  erbalten  wir  aus  dieser  Gleichung  die  drei 
folgenden  Gleichungen : 

X  cos  (xx) + y  cos  {xy) +z  cos(a;z>=  ar'cos(ara?')  -f  y 'cos(a:y ) +z'cos(ar2')> 
xcoB{yx)^ycos(:yy)^zcos{yz)z=ix'i:oB{yx')-\-y'cos{yy')^%'coB(yz')y 

X  cos  {zx)  +  y  cos  {zy) + z  cos  (rz)  =  x'  cos  (2a:')+y'cos  (zy)+z'cos(z2') ; 

also : 

6) 

x-{'y  cos  {xy)  +  z  cos  (xz)  =  x'  cos  {xx')  +  y'  cos  {xy')  +  z'  cos  (xz') , 

X cos iyx)  +  y  +  zcos {yz)  =r  x' cos {yx')  +  y  cos(yy')  +  z*  cos  (yz'), 

a?  cos  (zx)-\'y  cos  (zy)  +  z  =  a:'  cos  (zx')  +  y'  cos  (zy')  +  z'  cos  (zz') ; 

oder,  was  natürlich  dasselbe  ist: 

7) 

x+y  cos  (xy)  +  z  cos  (z^r)  =  a:'  cos  (xx')  +  y'  cos  (xy')  +  z'  cos  (.rz') , 

xco8(xy) +y  + zcos  (yz)^x' cos  (yx')  +y'eos(yy')'i-z'cos(y2^), 

a:  cos  (zx)  +  y  cös  (yz)  +  z  =  or'  cos  (zj:')  +  y'  cos  (zy')  +  z'  cos  (zz'). 

Wenn  die  beiden  Coordtnatensysteme  der  xyz  und  x'y'z'  nicht 
einerlei  Anfang  haben,  so  wollen  wir  die  Coordinaten  des  Anfangs 
des  Systems  der  x'y'z'  in  dem  Systeme  der  xyz  durch  a,  b,  c 
bezeichnen;  dann  ist,  wenn  wir  durch  den  Anfang  des  Systems 
der  x'y'z'  ein  Aem  Systeme  der  xyz  paralleles  System  der  otj^iZj 
legen,  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 


6) 
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oder  , 

a:i=x — a,    yi=y  — 6,    «i=x — c. 

Nun  ist  aber  nach  7)  offenbar:' 

^i  +  yi  ^^^  i^y)  +  ^1  ^^^  ("^)  ==  ^'  c^®  {xx') + y'  cos  (o:^')  +  z'  cos  (a:2')t 
a?i  cos  (xy)  +  yi  +  Si  cos  (yi)  =  x'  cos  (yo:')  +  y'  coö  (yy')  +  z'  cos  (ya/), 
0?!  cos  (zar)  +  yx  cos  (yz)  +  Zj  =  a;'  cos  (zjj')  +  y'  cos  {zy')  +  z'  cos  (zz') ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

(j:  —  a)  +  (y — 6)  cos  (xy)  +  (2  —  v)  cos  (zx) 
z=ix'  cos  (a?a:')  +  y'  cos  (:ryO  +  *'  cos  {xz') , 

(a? —  «;  cos  (:ry)  +  (y  —  6)  +  (z --- c)  cos  (yz) 
=0;'  cos  (yx')  +  y'  cos  iyy')  +  z'  cos  (yz'), 

(ar  — a)cos(za?)  +  (y  — 6)cos(yz)  + (z — c)   • 
' = x'  cos  (zo;')  +  y'  cos  {zy')  +  z'  cos  {zz') ; 

welche  Gleichungen  die  Verbindung  der  Coordinaten  x,  y,  2  und 
^'3  y»  ^'  i^>t  einander  ausdrucken. 


§.3. 

Durch  den  Punkt  O  als  Anfang  sei  ein  beliebiges  Coordina- 
tensystem  der  x^y^z  gelegt,  dessen  Coordinatenwinkel  wir,  wie 
gewöhnlich,  durch  (:ry),  (^z)^  {zx)  bezeichnen.  'Geht  nun  durch 
den  Anfang  O  eine  beliebige  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  O 
in  zwei  von  demselben  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin 
ausgehende  Theile  getheilt  wird,  so  wollen  wir  die  180^  nicht 
abersteigenden  Winkel,  welche  der  eine  dieser  beiden  Theile 
mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x^y^z  einschliesst,  respec- 
tive  durch  a,  /?,  y  bezeichnen;  zugleich  wollen  wir  diesen  Theil 
unserer -Geraden  den  positiven  Theil,  den  anderen  Theil  dersei* 
ben  den  negativen  Theil  nennen.  Ist  dann  P  ein  beliebiger  Punkt 
unserer  Geraden,  welchem  die  Coordinaten  Xy  y,  z  entsprechen, 
80  werden  wir  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  O  als  positiv 
oder  negativ  betrachten,  je^achdem  derselbe  in  dem   positiven 
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odei"  negaüven  Theile  der  Geraden  Uegt,  ond  mit  Rficksicht  hier- 
auf durch  r  bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt«    ist  in  völliger  'Allgemeinheit: 


OP.  cos  xOP^  r  cos  a. 


OP.cos^O/^  =  rcos/J, 
Oi-*,  cos  2  Of*=r  cos  y;^ 

wie  auf  der  Stelle  erhellet ,  wenn  man  nur  überlegt ,  dass,  jenach- 
dem  der  Punkt  P  in  dem  positiven  oder  negativen  Theile  der 
Geraden  liegt,   offenbar 


j^a:OP=a,    ^fjOP=:ß,     ^zOP=y 
oder  * 

r 

ÖP  =  — r. 


ist.    Betrachten  wir  nun  aber,  wie  offenbar  verstattet  ist,   nach 
und  nach  die  Axen  der  Xy  y,  z  als  Projectionsaxeu,  so  ist  nach  5): 


OP.cosxOP  =  d:cos(;rar)  +  y  cos  (xy)  +  icos  (xz) , 


OP .  cos  y  OP  =  X  cos  (yx)  +  y  cos  (yy)  +  z  cos  (yz). 


OP . coazOP  =  xcos(zx)  +ycos(zy)  -f  icos(22}; 
folglich,   weil 

I  « 

ist,  nach  dem  Obigen: 

rcos  a  =:x-{-ycos(xy)  +  z  cos  (xz), 
9)    ....    \    rco8/3  =  a?cos(yj;)  +  y +«cos(y2), 

r  cos  y:=zx  cos  (zx)  +  y  cos  (zy)  +  «. 


Hiernach  ist: 


10)     .    .    . 


x  +  y  cos  (xy)  +  g  cos  (ari) 


cosn 


_  X  cos  (yar)  -f  y  + 1  cos  (yz) 
"^"^  cos/} 

_  arcos  (zj?)  -f  y  cos  (zy)  +  z 
*"  cosy  ' 
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und  die  Gleicbangen  unserer  durch  den  Anfang  der  Coordinateo 
gelegten  Geraden  sind  also: 

2JX  a:  +ycos(a:y)-t-zcos(iar) 

cos« 

_  j?  cos  {xy)  -I-  y  4-  a;  cos  (y  2) 

COSJ? 

X cos  (ix)  -f  y  cos  (yz)  + 1 

cosy 
weil  natürlich 

(ary)  =  (ya:),    (yx)  =  (zy),     (za:)  =  (a:t) 
ist. 

Wenn  das  Coordioatensystem  ein  rechtwinkliges  und  folglich 
ist»  so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen: 


12) 


X ?/     _ 


coso       cos/3       cos/' 


Geht  die  Gerade  nicht  durch  den  ^Anfang  der  Coordinaten, 
sondern  durch  einten  anderen  beliebigen  Punkt  (abc),  so  lege  man 
durch  diesen  Punkt  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  der 
aifz  paralleles  Coordioatensystem  der  x'y'z*.  Dann  sind  nach  11) 
die  Gleichungen  unserer  Geraden  in  diesem  Systeme: 

x'  +  y'  cos  (.ry)  +  2'  cos  (zx) 

x'  cos  (xy)  +y'  +  z'  cos  (yz) 

cos  ß 

_  x'  cos  (zx)  +  y'  cos  (yz)  +  z' 

cos  y 

und  folglich,  weil  bekanntlich  allgemein 

a;  =  a  +  a:',    Sf  =  6  +  y',    z=c  +  2'; 
also 

x' =^x  —  a,    y'z^y  —  6,    z'rzz  — c 

ist,    die    Gleichungen   der   Geraden    in  dem  primitiven    Systeme 
der  xyz: 
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13)  ...  . 


(x  —  n)  +  (y — 6)  cos  {ccy)  +  (:g—  c)  cos  {xx) 

cosa 

(j?.— g)cos(art/)  -f  (y— 6)  +  (r~c?)cos(y2) 

cos  ß 

{x  -—  a)  cos  jix)  +  ( 1/  —  6)  cos  {yz)  -{-{z — c)  ^ 

cosy 

folglich^  wenn  das  Coordinatensysteni  der  xyz  rechtwinklig  jst: 

J4X X'-a  ^y-^b  ^z—c 

cos«        cos/3       cosy* 

Die  Winkel  a,  ß,  y  beziehen  sich,  hier  auf  einen  der  beiden 
von  dem  Punkte  (abc)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin 
ausgebenden  Theile  der  Geraden.  Ist  P  ein  beliebiger  Punkt 
unserer  Geraden,  auf  den  sich  die  Coordinatcn  x,  y,  z  und 
x'f  y' ,  z'  bezichen,  und  bezeichnet  r  dessen  Entfernung  von  dem 
Punkte  (a6c),  indem  man  diese  Entfernung  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachtet,  jenachdem  der  Punkt  P  in  dem  der  beiden 
erwähnten  Theile  der  Geraden,  welchem  die  Winkel  a,  ß,  y  ent- 
sprechen, oder  in  dem  entgegengesetzten  Theile  liegt,  so  ist 
nach  9): 

r  cos  a  =  x'  -i-y*  cos  (xy)  +  z'  cos  (zx) , 
r  cos  ßz=Lx'  cos  {xy)  +  y '  +  2'  cos  {yz) , 
r  cos  y^=z  x'  cos  {zx)  +  y'  cos  {yz)  +  2' ; 
also  nach  dem  Obigen: 

!r  cos  a  =  (a:  —  a)  +  (y  —  6)  cos  {xy)  •\-  {z  —  c)  cos  (sar), 
r  cos  (3 = (a: — a)  cos  (j;y)  +  (y  •— 6)  +  (r — c)  cos  (yi), 
r  cos  y = (a:  —  fl)  cos  {zx)  +  (y  —  b)  cos  (yz)  +  (2; — c). 

Sieht  man  die  Gerade  als  eine  Projectionsaxe  der  r  an,  die 
durch  den  iPunkt  {abc)  gelegt  ist,  so  ist  nach  4): 

r^^x'  cos  {rx')  +y'  cos{ry')  +  z*  cos  {rz') 
oder,   weil  offenbar 

(rar')==a,    {ry')^ß>     {ri')=^y 
ist: 

r  i=  a;'cosa  +  y'cos/3+  x'cosy, 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 
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16)  .  .  .  r  =  (a:— a)cosa+(^— 6)cos/J+(2 — c)cosy. 

Multiplicirt  man  nun  die  drei  Gleichungen  15)  nach  der  Reihe  mit 

X — a,    y — 6,    z  —  c 
und  addirt  sie  dann  zu  einander ;   &o  erhält  man  die  Gleichung : 

r{(jr  — a)cp8a  +  (y  —  6)co8/5  +  (2  —  c)cosy} 
=    (a:--fl)«  + (3^-6)2 +  (:^c)« 
+2(x— a)(y— 6)cos(j:y)+2(y— 6)(2-c)cos(y2)+2(z— c)(j:— a)co8(M:), 

also  nach  16): 

■  17) 

r^=    (a:-ci)H(y-6)^  +  (^-c)« 

+2(ar— a)(^— 6)cos(a:^)+2(y-6)(z-c)cos(f/2)+2(2;-c)(a:-a)cos(iar), 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt^  dass,  wenn  (^Tq^o^)  ^^^  (^i^i^i) 
zwei  beliebige  Punkte  im  Räume  sind,  und  E^^^,  deren  Entfer- 
nung von  einander  bezeichnet ,   allgemein 

18). 
£o>i^=(^ö-*i)*  +  (yo— yi)*+  (Jo-'i)*  +  2(a:o-a:,)(;yo-yi)co8(:ry) 

+  2(yo— yi)(^— ^i)cos(3fi) 
+  2(^0  -  2i)(^o— ^i)cos(2x) 

ist>  eine  wichtige  Formel ,  von  der  wir  noch  vielfachen  Gebraupb 
zu  machen  Gelegenheit  haben  werden. 


Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der   Auflösung  der  drei  Gleichun- 
gen 15)  oder  mit  der  Auflösung  der  Gleichungen 

+  ^-y  cos {xy)  +  -^  cos (zo:)  =cos «, 

——co3(xy)  +  '^^-y  +  --y-coa  (yz)  =co8/J, 

x—a       ,    .  .  y—h  N  ,  *— ^ 

—— cos  (la:)  +  ^^y- cos  (5fz)  + —j^  =  cos y ; 

d.  h.  mit  der  Bestimmung  der  Grossen 

X— a      y — 6      z — c 

aus  denselben  beschäftigen. 
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Moltipliciren  wir  zn  dem  Ende  die  drei  obigen  Gleichungen 
nach  der  Reihe  zuerst  mit 

1  —  cos  (yi)*,    cos  {yz) cos {ix) — cos{xy) ,    cos  {xy) cos(yz)— cos(ij?)  ; 

dann  mit 

cos  (yi)  cos  {zx) — cos  {xy) ,    l — cos(2a?)*,    coB{%x)coB{xy) — cos(yz) ; 

endlich  mit 

cos  {xy)  cos{yz) — cos(z^) ,    cos(zx)  coB{xy)  —  cos(y z) ,    1 — cos(a:y)* ; 

und  addiren  sie  hierauf  in  jedem  Falle  zu  einander ,  so  erhalten 
wir^  wenn  der  Kurze  wegen 

19) 
iV  =  1  — cos  {xy)^ —  cos  (yz)*  —  cos  {zx)'^  +  2  cos  {xy)  cos  (yz)  cos  {zx) ; 

X  =     cos  ff  si  n  {yzy^ 

-f  cos /3  t  cos  (yz)  cos  (sj?) — cos(:ry)} 
+  cos  y{  cos  (:ry)  cos  (yz) — cos(za:)), 

F=     cosatcos(yz)cos(zar) — cos(dry)) 
+  cos/?sin(za:)* 
+  cos  y  l  cos  {zx)  cos  {xy)  —  cos  {yz) ) , 

Z  =  cos  u  { cos  {xy)  cos  (yz)  —  cos  {zx)  \ 
+ cos  ß  I  cos  {zx)  cos  {xy)  —  cos  {yz)  ] 
+  C08ysin(ary)* 

gesetzt  wird,  fSr 

X  —  a      y  —  h       z  —  c 
r  r  r 

I 

die  folgenden  Ausdrucke: 

M)  .  .  .  .    -j:----j^,    .^_^,     —^^^. 

5.6. 
Setzen  wir  der  Kfirze  wegen  im  Folgenden  immer: 
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21) 

iJ  ==  sin  (yz)«,    5J  =  Äin  (lo:)«,    tf  =  sin(a:y)«; 

A  =  cos  (zx)  cos  (xy)  —  cos  (yr) , 
JB = cos  (;ry)  cos  (yz) — cos  (zx) , 
C  =  cos  (^z)  cos  (zo;)  —  cos  {xy) ; 

2V=  1  —  cos  {xy)^ — cos  {yiY  -~  cos  (2^)*  +  2  cos  (xy)  cos  (jyr)  cos  (za:) ; 

jr=iIcosa-|-Cco$/?-f  £cos}f, 
F=  Ccosa  +  )Jcosj5+^co8y, 
Z  =  J5cosa  +  ^cosjJ-|-  (fcosy; 

so  ist  nach  20):  « 

und  die  Gleichungen  der  im  Vorhergehenden  betrachteten ,  dur6h 
den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden  sind  also: 

^^^ "x^^-nr-'z^' 

folglich  nach  21) :       ' 
^^     •     •    •    •         ilcosa+  Ccos/3  + jBcosy 

y-ft 

Ccosa  +  ]^cosj9  +  ^cosy 

z  —  c 
^cosa  +  ^cosjS  +  tf  cosy' 

Fiir  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ist  offenbar: 

il=l,    3S  =  I,    «=];    ^=0,    fi=:0,    C=0; 

alsp  die  Gleichungen  der  Geraden : 

X  —  a y — b z  —  c 

cosa       cos/3        cosy 

wie  wir  schon  in  14)  gefanden  haben. 

§.6. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zwei  von  ein^m  beliebigen  Punkte  aus- 
gehende Gerade  denken,   welche  mit  den  positiven  Theilen  der 
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Äxen  der  or,  y,  x  die  180®  nicht  öbergteigenden  Winkel  a^,  ßQ,  y^ 
und  «1,  ßi9  7x  eioschliessen.  Der  von  diesen  beiden  Geraden 
eingeschlossene,  180''  nicht  übersteigende  Winkel  sei  lfo,i.  ,Um 
diBseu  Winkel  zu  bestimmen,  lassen  wir  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten.  O  zwei  mit  den  beiden  in  Rede  stehenden  Geraden 
gleich  gerichtete  Gerade  ausgehen,  welche  offenbar  auch  den 
180^  nicht  übersteigenden  Winkel  Wq^x  mit  einander,  und  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  ;/,  z  die  180*^  nicht  überstei- 
genden Winkel  or^,  ß^,  y^^  und  a|,  j?],  /i  cinschliessen.  In  die- 
sen beiden  von  O  ausgehenden  Geraden  nehmen  wir  beliebig  die 
Punkte  P^  pnd  Pi  an  und  beäselchnen  deren  als  positiv  zu  betrach- 
tende Entfernungen  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  O  durch 
Tq  und  Ty,  ihre  Entfernung  von  einander  durch  J^oa  9  ^^  '^^  nach 
einer  bekannten  trigonometrischen  F'^ormel  in  dem  Dreieck  P^OPi 
offenbar : 

^o»i*==  »'o^+n^  — 2ror,  cos  Wo,i. 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  Pq  und  /\ 
durch  Xq,  yo9  Zq  und  Xi,  y^ ,  Zj  bezeichnen,  nach  18): 

^0* = ^o*  +  !/o^  +  ^0^  +  2:royo  cos  (xy)  +  'hj^z^  cos  (y :)  +  IzqXq  cos  (lar), 
n*= «a^i«  +  yi«  +  ij*  +  "ixiyi  cos  {xy)  +  ly^ z^  cos  {yz)  +  ^z^x^  cos (zx) 
und 

£ü*i*=;(^o— ^i)^+ (yo-yi)^+  (^o— 2i)*+ 2(^0— ^i) (3^0— 3^i)co8 {xy)  • 

+  ^iya—yi)  (2^0— -i)  cos iyz) 
+2(io— rj  (:ro  — ari)cos  (zo:) ; 

also,  fienn  wir  diese  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung  einfiili- 
ren  und  auflieben,  was  sich  aufheben  lässt:- 

TqTi  cos  Wq,i  =  XqXi  +  y^yx  +  z^i^ 
+  (^0^1  +,yo^i )  cos  {xy)  +  (^02^1  +  -o^i)  cos  {yz)  +  (r^ari  +a:oZi )  cos  {zx). 
Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen : 

!J¥o  =  ilco8ao+Ccos^o  +  Äcosy^, 
y^=  Ccos «0  +  38 cos j^ü  +  ^  cosyoj 
Zo=i?COSCfo  +  ^COS/?o+tf  cos/o 

und 

Xi  =  Ücos«!  +  Ccos  ßi  +  Bcosyl , 
26)  .  .  .  .   ^     F^rz:  Ccoscfi +38cos/?i  + zicosyi, 

Zi=:^cosa|-f  24cos/?i  +€cosyi; 
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so  ist  nach  22)  offenbar»  wenn  man  dort  a^Q,  6=^0»  ,0=0  setzt: 

.^0  — -2y-*    yo — ""jY"'^    *o  —  ^/V"  * 
r,A'i  r,  Fl  TiZi  . 

also,  wen^i  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  von  roriCosIFo^ 
einfuhrt : 

27) 

2V«  cos  1^0,1  =  JTo^i  +  ri  Fl  +  ZoZi  +  (Ao  F^  +  Y^X{i  cos  (^y) 

+  (FoZi  +  ZoF,)cos(y2) 
+  (ZoXi+-yoZ4)eoslza:), 

mittelst  welcher  merkwürdigen  Formel  der  Winkel   Wq^i  aus  den 
Winkeln  Oo»  A>»  )V>  u"<i  <^i*  ßi»  Vi  berechnet  werden  kann. 

Für   ein   rechtwinkliges  Coordinatensystem    geht   aus  dieser 
Formel  unmittelbar  die  längst  bekannte  Formel 

28)      cos  Wqh  =  cos  Oq  cos  a^  -f  cos  ß^  cos  ßi  -f  cos  }^o  <^os  y^ 
hervor. 

Wenn  die  beiden  Geraden  mit  einander  zusammenfallen,  so  ist 

«0  =  «!»  ßo=ß\f  yo  =  yi; 

also 

Xq  =  A i ,     Fq  =  F| ,    Zo  =  Z| ; 

und  TFq,|=0.    Setzen  wir  nun  in  diesem  Falle,  wie  es  rerstat- 
tet  ist: 

«=«a  =  «i»  ß=ßo  =  ß\f  y=yo=yi; 

-3l  =  -XJ)  =-Xi ,    F=  ^0  ==  Fl ,   Z:=Zq=^Zi; 

wo  JT,  F,  Z  ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  haben; 
so  wird  die  Gleichung  27): 

29) 
N^=X^+  F2+  Z«  +  2AFcos(xy)  +  2FZcos(yi)  +  2ZJ!rcos(«:), 

welche  Gleichung  fiir  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  offeo- 
bar  in  die  bekannte  Gleichung 

30) cosa*  +  cosj3*+cosy*  =  l 

übergeht. 


Neue  Theorie  der  ferofien  Linie  im  Räume  und  der  Ebene.    137 

5.  7. 
Nach  22)  ist: 

rÄ=iV(:r-.«),    rr=iV(y-Ä),    tZ:=iN{z^c)^ 
also»  wie  sogleich  erhellet: 

HXf  Fcos(jry)+Zco8(Är)l =2V{(ar— a)+(y— 6)cos(jjy)+(«-c)co8(rar)|, 
iH-Xco8(iry)+F+Zcos(yz))==üyi(a:-a)co8(a!y)+(y— 6)^ 
r{  jrco8(M?)+  Fcos(yi)+ Z|=iVi(ar— a)co8(2a?)+(y— 6)co«(yi)+(2-c)) ; 
folglich  9  weil  nach  15): 

(x—a)  +  (y — 6)  cos(ary)  +  (2— c)  cos  (zo;)  =  r  cosa, 
(a?— a)cos(a?y)  +  (y  —  6)  +  (j;--c)cos(yt)  =  rcosß, 
(a:  —  a)  cos  (ar)  +  (y— *)cos{yz)  +  (i— c)  =  rcosy 
ist: 

jr+  Fcos(ary)-|-Zcos(z^)=iVcosa, 
31)  ,  .  .  .  ^  -¥cos(jry)+F+Zcos(y2)=jycos/J, 

JTcos  (lar)  +  Fcos(yi)  +  Z  ==iVcosy ; 


oder: 


X  +  Fcos  (arw)  +  Z  cos  (rar) 

cos  a=  '"         mr 


-lo^  ]  ^^oÄ     -^cos(ay)  +  F  +  Zco6(y2) 

Oä)    ....       <     COSp  = « — ; — —  p 

Xcos(za:)  +  Fcos(vx)+  Z 
cosy= 2? ^~"- 

/        Da  sich  nilD  die  Gleichung  29)  offenbar  auch  unter  der  Form 

2V«=     X{^X+  Fcos  (xy)  +  Z  cos  (wr)  1 

+  Fl  ^cos(ary)  +  F+  Zcos  (yz) ) 

+  Zt  Xcos(22r)  -f  Fcos(y2)  -f  Z} 

schreiben  lässt»  so  erhalten  wir  nach  31)  die  folgende  merkwür- 
dige Gleichung: 

33)    ...    .    JLCOsa+ Fcos/J  +  Zcosy  =  2V 

Thell  XXXIV.  10 


oder  iiacb  21): 

34) 

j0co6a*-fSGO8/}^-H£cosy*-f2Cco8aco6J?42ilco8/3cos>r^2;9(ro0f«os«==:iV: 


För  ein  recbflimkliges  CoordinUteDaystem  fStirt  diese GleichuDg 
wieder  auf  die  GleichuDg  30). 

t 
I 

5.8. 

Itfit  tiucksictit  tfuf  25)  und  26)  baben  \tir  also  n^cfr  331)  die 
baidetv  OleiohvDgöft: 

(J^cosoo-f  FoC08/3o  +  ZoCO«yo^=J^> 
.  X^  co80|  +  Fj  C08  j^i  +  Z|  cosyi  =  2V, 

Die  GieichuDg  27)  Iäs8t  sich  auf  die  beiden  folgenden  Arten 
schreiben : 

JV^cos  IFo,|  =     -Xo l  -^1  +  Fi  cos  [pcy)  +  Zi  cos  {ix)  \ 

+  Fo  t -Xi  cos  (jry)  +  F|-f  ZjCosCyi)} 

+  Zo  { -X|  cos  {tx)  +  F,  cos  (yz)  +  Zi } 
oder 

2V*cos  >Fo>i^^     -Xi  {-Xo+  Fo^08(a:y)+Zoeo8(2ar)) 

+  Fl  I  JToCos  {x^)  +  Fo  +  Zocos  (yt)  \ 

+  2^  {AgCos(Mr)  +  Foco8(yi)  +  Zol; 

also  ist  nach  31): 

iiVcOS  IFo9i  =  Xo<^08Cr|  +  I<)COS/}|-f  ZoCOSVi, 
iV^cos  W^x  »  X|  cos  «0  +  F|  COS  /}o  +  Z|  cos  y^ 

Führt  man  in  diese  Formeln  für  ^o»  Fq«  Zq  oder  X^ ,  F|,  Z| 
ihre  Weifthe  aas  25)  oder  86)  ein»  so  erhält  man  sugleieh  die 
folgende  Gleichung: 

37) 

iV  cos  Wo9i  =     Ü  cos  «0  cos  «1  -f  S  cos  /}o  cos  ft  +  tf  cos  Yo  cos  yi 

-f '^(cos/^oc^^s/i  ~f  cosyoCos/?i) 

I  •  • 

4-JB(cO870CO8ff|  -f  COSOoCOS^i) 
-fC(cO8fllöC0S/?l4-QO8/;o<^0S6f)).  .... 


i 
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Ffir  ein  rechtwinkliges  Coordinatensyatem  e(b|(t  fo^  ^üfr^qs. 
wieder  die  ans  28)  bereits  bekannte  Formel 

cos  |Fo»i  =  cos  a^  cos  or|  -f  cos  ß^  cos  J^  -f  cos  7o  cosyi . 

Mittelst  der  Gleichungen  35)  und  86)  erhält  man  anf  der  Stelle: 

iV*sinjroa* 
=:    (Aocoso^-f  FoCos/?o+'^oCosyo)(ZiCos4f|4-  Yx^t^ßi+Zi^onyi) 

—  {Xq  cos  «1+  FqCos  ft  +  Zq  cos  y^)  (ITi  cos  «o+  I^i  c^s  ßp+^j.cosj'o)» 

also,  wie  m^q  nach  leiebtev  Recbpnng  findet; 

iV«  «»  M?;,!*  s^     (cos  o^  1^08  ^  ~  cf^ß^  qos  i»i)  (Xq  Fl  —  Fo-Xi ) 

+  (cos  /So  cos  yi  —  cos  y©  cos  A)  (  FqZj  —  Zq  Y{) 
+  (cos yo  co»^i  -r  oos  fl^ cos yO  (Z^Xi-^X^Zi) , 

oder»  wenQ  der  Kürise  wegen^? 

!Aofi  «=cosft,cosyi— cosyocosft, 
B^i=cosyo<?Qs«i  -rcos«oCosyi> 
Cq»!  =  cos  c^i  cos  ßi  —  cos  j?o  cos  «1 
gesetzt  wird: 

39)         iV«sioWo>^* 

=  -^1  ( y^Zi'^Zf^ Fl)  +  Boii  {ZqXi — X^Zi)  +  Co,i  {Xq Fl  —  lo^^)« 

Mittelst  der  Gleichungen  25)  und  26)  erhält  man  ohne  Schwie- 
rigkeit: 

J^i^Fi-  Fo^i=Ao,i(C.I-Ä»)  +  Bo,i(ÄC-^il)+  Co,i(il»- tC), 

FoZi  -Z^F,  =  Ao,i(»«--:<^)  +  ßo,i(^^-  C€)+  Co,i(C^-Ä»), 

ZoJTi  -  JToZi  =  Ao,i(^»'-  Of)  +  Bo„(M-llÄ)+Co,i(Ä€^ AÄ). 

Nun  Ist  aber  ferner,  wie  man  mittelst  der  Formein  21)  leicht  findet : 

40)  '»€-AA=N,    ÜA-BB^N,    X»^CC-N 
und 

BC-AiiziLNcoBiyi), 

41)  ,    .    .    .      \CAr-B'»=\NcQs{ia:), 

AB^Ci=  Neos  (ary) ; 

10* 
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also- ist  nach  dem  Obigen: 

r  J^Fi— Fo2r|=JVlAo.iC08(ia:)+Bo,iC08(yt)+Co»iU 

42)  j  FoZi-ZoJ'i=i^{Ao„+Bo,iC08(Äy)+Co,iCos(M:)), 

l  ZqXi—X^Zi  =Z\r(  Aoneo8(ary)'fBon  +Co,i co8(y2) }. 
Daher  ist  nach  39): 

43)  iVsin  Wo3i^=    Ao,i {Ao,i  +Bo,i co8(a-y)  +  Co,i co8(iar)J 

+  ßo»i  { Ao„  cos  {xy)  +  Bon  +  Co,i  cos  (yx)  | 

+  Co,i  { Aon  cos  (la?)  +  Bon  cos  {yi) + Coy  \ 
oder: 

44) •    •      iVsin  TFo.i* 

=  Aon*  +  »0*1*  +  Con*  +  2Aon  Bon  cos  {xy)  +  2Bon  Con  cos(yz) 

+  2ConAonCos(xa:) 

oder,  wenn  man  für  Aon*  Bon»  ^oa  '■'^■'c  obigen  Ausdrficice  einfiflirt: 
45) ^8in  fFo,i* 

=:  (C0B0^C0S/3|  —  cos/?oCosai)^ 
+ (cos  ^0  cos  yi  —  cos  y^  cos  ft  )* 
-|-  (cos  /o  cos  »1  —  cos  o^  cos  y^)^ 

•f  2  (cos  /?o  cos  yx  — cos  y^  cos  ßi )  (oos  yo  cos  or|  —  cosoo  cos/i)  cos(2rjf) 
-|-2(cosyo  008«! — cosoocosyi)(cosaocos/3i  —  cos/}ocosat)cos(yx) 
-|-2(coso^cos/}|  — cos/?ocosa|)(co8/}ocosyi  --cosyoC08/3i)co8(2dr). 

Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  wird 

sin  Fro>i*=  (cos  Oo  cos  ßi  —  cos  ß^  cos  a|  )*-f  (cos  ßo  cosyi — cos^o  cos/^^)* 

+  (cosyocosoi— coso^cosyj)* 
oder,  weil  in  diesem  Falle 

cos«o*  +  cos/3o*  +  cc*yo*=l*    cos«i*  +  cosft*+cosyi*=:  1 
ist: 

sin  Won*  =  l  —  (cos  «o cos  «|  +  cos  ßo  cos  ft  +  cos yo cos y^)*, 
wie  bekannt. 


ifetu  Theorie  der  gerade»  Utile  im  Kaume  und  der  Ebene.   141 


.     §.  9. 

i 

Stehen  die  beiden  vorher  betrachteten  Geraden  auf  einander 
senkrecht,    ao  ist  Wofi^W^,   nnd  folglich: 

CO0  Wqji  =  0,    ein  Wo9\  =  1 ; 

daher  haben  wir  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen  die  folgenden 
Gleichungen : 

46) 

+  (jror,+  FoJfi)  CSS  (a:y)  +  (F„Zi+ Zo  Fi)  cos  (yx)  ^  =  0, 

+  (Zo2ri+-yo^i)co8(ij:) 

^O^^Ot^^'l  +  loCOS/Ji  +  ZoCOS7i=:0» 

Jli  COS o^  -I-  Fl  cos Pq-^-Zx  COS 70  =0, 
4  cos  Oq  cos  cTi  4*  ^  cos /So  cos /7| -|- tf  cos /o  COS /i 

I 

-f  Ä  (cos  j3o  cos  71  -f  cos  7o  cos  ßi) 
-f  B(cosyoCosa|  ^  cosoo cosyi) 
-f  C(coso^cosj3i  -fcos^ocosoi) 

Ao,i«+Bo,i«  +  Co,i«  )^^ 

+  2Ao,i  Bo,i  cos  {xy)  +  2Bo,i  Co,i  cos  (yx)  +  2Co,i  Ao,i  cos  {zx)  * 

wo  man  in  diese  letzte  Gleichung  fär  Aq^i  •  Bo^  t  Co»i  auch  noch 
Ihre  ans  dem  Obigen  bekannten  Werthe  einführen  kOnnte. 


§.  10. 

Hat  man  zwei  Coordinatensysteme  der  xyz  nnd  x'y'%'  9   nnd 
setzt  fiir  das  erste  dieser  beiden  Coordinatensysteme  wie  früher: 

Ü  =  sin  (yz)*»    ]B  =  sin  (2:^)*»    C  =:  sin  (ly)* ; 

Ä  =  cos  {%x)  cos  (a;y) — cos  (yz), 
B  =  cos  {xy)  cos  (yz) — cos  {%x) » 
C  =  co8(yz)  cos  (zar)  —  cos  {xy) ; 

JY=  1  —  cos  {xy)^  —  cos  (yz)*  —  cos  (zx)^  +  2  cos  {xy)  cos  (yz)  cos  (z;r) 


=  0; 
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fär  das  zweite  Coordinatensystem  auf  fthpliche  Art : 

A'  =  sin  (y'z')* ,    »'  =  ste  (t'x')*,    €'  =  sin  («y )« ; 

A'  =tvo»  (tt'ac')  00«  (j^f/') — eos(g'a'), 
B' =«»»  (ä^j/*)  tefts  (y'iO  — «OS  (i  V) , 
C  ö  cos  (yV)'W8  (xV)  — oo8(*'y')  ; 

ferner  der  Kflrze  wegen: 

A  =:cos(xa;')>  B  =cos(:t:y'),  C  :=cos(xt'); 
A'=cos(yaK),  B'=co8(^').  C'=cos(yj:'); 
lli*= cos  (»«').     'B''=co8(2y).     C»=co8(w''); 

so  hat  man  zwischen  diesen  letzten  nenn  GrSssen  nach  34)  and 
27)  die  folgenden  zwölf  Gleichungen:  * 

ÜA»  +  »A'«  +  «A"»+«C;AA'  +  2i«A'A''  +  2ÄA''A  =  N, 
Äß«  +  »B'»  +  «B"«  +  2CBB' + iAB'B"  +  2AB''B  =  N, 
ÄC«  +  »C«  +  «C"«  +  2CCC'  +  iAC'C  +  2BCC  =  N.; 

A'A»  +»'B«  +«£'C«  +2e(AB  +2^'BC  ^2£'CA  a=^', 
il'A'«+»'B'«+tf'C'«+2C'A'B'+tU'«'C'  ^-3Ä'«'A'  =z:2V, 
Ä'A"«  +  B'B'^  +  «'(T«  +  2C' A^B"  4  iA'B'C  +  2Ä'C»A''  si  A'; 

ferner: 

tftA  4  ÜA'  +  ÄA*)  «B  +  CB'  4  BB") 
+(CA + »A'  +  ^A")  (CB + »B'  +  ^B") 
+(ÄA  +  JA'  +  «A^X^B  +  i4B'  +  «B") 

I    (Ü A+ CA' + ßA'')(CB+»B'+ JB")! 
hfCA+^A'+A\")(AB+CB'^B6y  )c=JV«ces(*'y'). 

i    (CA4]SA'4-i<lA'0(«B%.Wi|-£B*9  } 
+  i  J  cos(«») 

(+(ÄA+ JA'+<fA'0(CB+»B'+i*Ö*)  1 

I    (ÄA+ JA'+tf A')<äB+ CB'+BB") , 
4-  }  l  cosfzdO 

f^KAA+CA'+ÄA'OCÄB+JB'+tfB'') 


+ 
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(ilB  +  CB'  +  ilB'0(<€+Ce'+PC')  \ 

+ (CB  +  JJB'  +  JB")  ((dC+.»C'  +^«^ 
+(ÄB  +  ^B'  +  «B")  (BC + iHC  4-4^") 

(ilB+CB'+ÄB''M<0C+»g'-|'4C«')  ]       ^      . 

I  cos  l»l?f/)l 

l      (CB+»B'+ilB'')(J?C+^C'+«C'0  1      ,    , 

-LI  '}  <JOm-?/zj 

■»■  I  +(ÄB+,.4B':KB»X(CC+J5C'+^C'';  i     ^•' 

I      (J?B  +^B' +€B")(ilC  +  CC' + fiCO  1 
+  1  +(JIB+C»'+^Ö*«)(ÄC+^C'+€C'')1'°~^"^ 


(ÜC  +  CC'  +  ÄO  (üA  *  Gä.'.^  ÄA") 
+(CC  +  BC'+ ^C")  (CA  +  HA'^jy) 
+ (BC  +  ^C  +  tfC)  (BA  +  4A'  ,^  « A") 


.      (JlC+fl[C'+i»C'0(CA+»A'J-^A")  j 
"*■  i  +(OC+»0<+JC'')(1IA+CA'+.BA'')  5  ""^^""^^ 

1      (OC+MC'+JCOCBA+JA'+tfA").  . 

"*■  \  +(BC+.IC+«C")(CA+»A'+^A")i  ""M 

.      (ÄC+^C'+tfCOCilA+CA'+ÄA'O  . 
+  J  +(iiC+CC'+BC")(ßA1^^A^+<A«)  t*^^**^ 


c^ZV^oosCj'äOi 


(Ä'A  +  CB  +  ß'C)  (Ä'A,'  +  C'B'  +  B'C) 
+(C'A+ »'S i-A'C) iC'h.'  +  »'B' :f  ^'C') 
+(Ä'A  +  ^'B  +  <'C)(Ä'A'  +  ^'B'  +  tf'C) 

.    (JI'A+C'B+Ä'C)(C'A'+»'B'+ii'CO»  ^  J 


+ 


A''*cos  {xy), 
.    (C'A+»'B+J^K«'A^+^'B'+*'COi 


.(B'A+^'B+tf'C)(JI'A'+C'B'fB'CO 
"*■  U(il'A+C'B+ß'C)(^'A'+^'B'+tf'CO«  *'"'^*''"'^ 
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(Ä'A'  +  aW + B'C)  (Ä'A*  +  C'B"  +  Ä'C*)  \ 

+(C'A'+ B'B'+^'CO  {,C>k"-\^T6'B"^A*C") 
+ (fi'A'+ A'W + €'C0  (B'A"  +  A'h"  +  «'CO 

"*"  /+(OA'+»'B'+^'C')(il'A"+C»B"+Ä'C''){  *"*^*'*'^)=2V«co8(y*), 

(CA'+»'B'+J'CO(fi'A''+il'B''+€'C'').  ^    . 

"*■  t+(Ä'A'+.4'B'+fi'C0((?'A''+)J'B''+il'C')»  *"'^*'^ 

*   (Ä'A'+.l'B'+tf'CO(il'A"+CB"+Ä'C'Oj     . 
"*^  l+(il'A'+C»B'+Ä'CO(fi'A"+i'B"+«'C'0'  '^^^^'^ 

(A'A"  +  C?B"  +  B'C")  (JI'A  +:CB  +  Ä'C)  \ 

+(CA"  +  »'B" + J'C'O  (CA  +  »'B  +  ^'Q 
+ (Ä' A"  +  ^'B"  +  €'C'0  (Ä*  A  +  ^'ß + tf 'C) 


iV'cosCz«). 


.    (il'A»+Cß''+Ä'C'')(<?'A+»'B+.4'C). 
■*"  l+(C'A"+»'B"+il'C'0(il'A+<J'B+Ä'C)l  «»■(^»')^^ 

,    (CA"f»'B'4^'C'0(fi'A+4'B+€'C)i 
*  i+(Ä'A"+^'B"+€'C'0(CA+»'B+^'C)l  *"*^'''^ 

I    (Ä'A"+^'B"+€'C'')(JI'A+CB+Ä'C)i 
■*"  i+(Jl'A«+O'ß«+Ä'C'0(ß'A+il'B+«'C)i  *•*<*'*') 

Wenn  die  beiden  Systeme  rechtwinklig  sied,  8o  ist  . 

co8(ary)=0,    co8(yz):=0,    cos(£r):=0; 
cos  (a;'yO  =  0 »    c®*  (y'**)  =  ü ,    cos  (t'x*)  =  0 ; 

J|=:i,     B  =  l,      €=1;     J|'=l,     »'=1,     «'=1; 

A=:Q,    Ä=0,    C  =  0;    ^'=0,    B'szO,    0=0', 

N=l,    2V'  =  I; 

und  die  vorherf^ebendeo  Gleichungen  gehen  also  in  diesem  Falle 
In  die  folgenden  über: 
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B«+B'«+B"«=l, 
C«  +  C'»+C'«=l; 

A«  +B«  +C«  =1, 
A'*+!B'a+C'«  =  l, 
A"a+B"«+C"«=l; 

AB+A'B'+A"B"=0, 
BC+B'C'  +  B''C"=0, 
CA+C'A'+C"A"=:0; 

AA'  +BB'  +CC'  =0, 
A'A"+B'B"+C'C"  =  0, 
A"A+B''B+C"C  =0; 

weiche  läogst  bekannten  merkwürdigen  un4  wichtigen  CieichüO-^ 
gen  also  unter  unseren  obigen  ganz  allgemeinen»  für  jedes  belie- 
bige schiefwinklige  Coordinatensystem  geltenden  Gleichungen  als 
ein  besonderer  Fall  enthalten  sind. 


5-  11. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Gleichungen  der  durch  zwei 
gegebene  Punkte  (/q^o^)  o°^  ifi9ifh)  gebenden  Geraden  suchen« 

Zu  dem  Ende  Be\.{abc)  ein  beliebiger  In  der  gesuchten  Ge« 
raden  liegender  Punkt»  und  a,  ß,  y  seien  die  180^  nicht  über- 
steigenden Winkel»  welche  der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte 
(äbc)  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  ausgehenden  Theile 
der  gesuchten  Geraden  mit  den ,  positiven  Theilen  der  Axen  der 
^>  ^»^  einschliesst.    Setzen  wir  dann  wie  in  21): 

X  =  illcos«+  Ccos  /5+Äcosy , 
F  :^  Ccos  a -f  3S  cos /}-f  J  cos  y , 
Z=s  Bco9a+  Acoaß-^-dcosyi 

so  sind  nach  23)  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden  t 

a^ä  _  ^  —  b X  — c 

und  da  nun  diese  Gerade  durch  die  Punkte  (/q^oA))  ^nd  (figiki) 
gehen  soll»  so  haben  wir  die  beiden  Gleichungen x 
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» 

X    —     T    —    Z    ' 

aus  denen  sich  durch  SubtractieD  die  OleichuDgen 

ergeben ,  indem  man  :aich  ausserflem  mlttetsC  des  Obigen  auf  der 
Stelle  Oberzeugt,  daas  tlie  Gleiishwigefi  ider  gesuchten  Geraden 
auch  entweder  unter  der  Foxm 

X  ^    r   -^   z 


oder  unter  der  Perm 


X    -^^T   -—IT 


dargestellt  werden  kunnen.     Aus  den  Gleichungen 

/o—A  _^o— ^i_*o  — *i 
^'X^'^      ¥     "      Z 

erglüht  «iob  aber  jiaf. der  Stolle»   daas.»   wenn  G  einen  gewissen 
Eaistnr  .bezeichnet^ 

gesetat  wefden  kanui  so  dass  also  die  Gleichui\gan  unserer  Gera- 
dcai  Aach  idero  Obigen  entweder  uater  der  Form 


oder  unter  der  Fovm 


48) 


A     ^-^1  _  >— *i 


dargestellt  werden  können»  und  also  hiermit  gefunden  sind. 

Um  nun  aber  auch  den  Factor  Cr  zu  bestimmen»   bemerken 
wir,  dass  nach  29) 

J^^  +  ^«t^Z»  +  2ÄJ^co8(a:^)  +  2rZco3{J^)+2ZAcQs(ftr)  =  iV», 
folglich  nach  dem  0%igen : 
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^    +2(flr^-ft)(Ao-Ai)co8(yi)+^(Äo-Ä|)(/^-A)cptf(za:)   ^ 

und  daher,   weil  naeh  18)»  w^nn  Ef^^x  die  Entfernung  der  beiden 
Punkte  (foffiM  ^^^  Oi^i^i)  ^^^  einander  heselchnet: 

49)    ...    iBo,i»=(/o-A)*+Ö^o-^i)*+(Ao-Ai)* 

+  2(/o-/i)(5'o^i7i)co«(ar]y)+2(^— yi)(*o— Ai)cos(yz) 

+2(*o-Ai)(A-A)co8(z«) 

rarCy 

80)  ...    .    G«£;oa*  =  iV*.    also  G=± 


gesetzt  werden  kann,  wo  das  Erscheinen  des  doppelten  Zeichens 
gam  in  4^t  Nittiir  ddr  Suhe  begrasdei  M»  weU  Ja  die  Winkel 
a,  ß,  Y  sowohl  der  einen,  als  auch  der  anderen  Richtung  der  ^e* 
suchten  Geraden  entsprechen  können»  indem  man  jeder  Geraden 
immer  zwei  von  einem  beliebigen  Punkte  in  ihr  ausgehende  ent- 
gegengesetzte Richtungen  beizulegen  hat  Fflr  X,  ¥,  Z  ergeben 
sich  nun  aus  dem  Obigen  umiHttelbac  fie  fdlgenden  Ausdrücke: 

'6,)    jr=±^^^=^,     F=±%=gL),:g^^^(Ao-M, 

*^o»i  A)n  ^on 

und  hieraus  nach  32)  4emer/die  folgenden  formein: 

52)  \  coop=  I  </o— A)^^^^^)^-<^o-"^i)+(^^*i)<^Q«(y^)  ^ 
cosv  =  +  ^/o— ^^  >^^  («?)+(yö'-^i>c^  ^) + (Ao— *i) . 
wodurch  jetzt  also  die  gesuchte  Gerade  vollkommen  bestimmt  ist. 


§.  12. 

Wenn  a,  b,  c  und  K,  L,  M  beliebige  constante    Grossen 
sindy  86  wird  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

5j)  .  .  .  .  .    Tr==Tr'*"ir" 

jederzeit  eine  durch  im  Punkt  (aic)  gehende  Gerade  charakterisirt» 


•        / 
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Man  nehme,  um  dies  zu  beweisen;   in  der  durch  die  Glei- 
<;hnngen  53)   charalcterifiirten   Linie    oder   Curve   zwei    beliebige 

Punicte  (foffofh)  u"<l  (fi9iK)  a">    und  '^S®  durch  dieselben  eine 
Gerade  9  deren  Gleichungen  nach  47)  und  48) 

fo  — /i       5^0  —.^1       ^0  —  Ai 
Ader 

sind.    Nun  sei  (jrt^)  ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  in  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Curre,  so  ist 

y— -fl  _  ty  — 6_f  — <^ 
K    ^     L    -^    M  ' 

Weil  die  Punkte  (/o^bAo)  «od  iftffihi)  gleich&lb  in  dieser  Curve 
liegen,  so  ist:  ^ 

^/i)— g_^o"-ft_Ao— g 

also  durch  Subtraction: 

fo—fi  _^o— jyi  ^  Aq"**! 

und  folglich,  wenn  (7  einen  gewissen  Factor  bezeichnet r^ 

Kz=iG(fo-fih  ,L=G(go-gi).    Mz:^G(ho-lH}; 
also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

/o— A     Sfo—9i     Ao— A| 
und 

/o— «  _  ffo-b  _  h^  —  c 
fo  —  A       5^0  —Si       Ao— Ai ' 
A— q  _.  ^1—*  _.  A|— c  . 
A)  — A      //o— fl'i      Ao  — Ai* 

folglich  durch  Subtraction: 

t—fo  _  ty— g^o         I— Aq 
A)  — Ai      9o  —9i       Ao  —  Ai 

y— A  _  ^—9i  _.  ?— Ai  . 

A)--A      5^0— 5^1       Ao-A,  * 
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woraus  sieb 9  io  VerbindaDg  mit  dem  Obigen,  ergiebt,  dass  der 
Punkt  0^2)  in  der  durch  die  Punkte  (fogoko)  und  (figiKi  g^'^S' 
ten  Geraden  liegt.  Da  nun  (r^i)  ein  ganz  beliebiger  Punkt  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Curve  ist,  so  ist  klar» 
dass  jeder  Punkt  dieser  Curve  in  der  in  Rede  stehenden  Gera* 
den  liegt,  dass  also  diese  Curve  ganz  mit  der  in  Rede  stehenden 
Geraden  zusammenfällt,  und  daher  selbst  eine  Gerade  ist,  wie- 
bewiesen werden , sollte.  Dass  der  Punkt  (oic)  in  dieser  Gera- 
den liegt,  ist  für  sich  klar* 

Bezeichnen  wir  nun  die  von  einer  der  beiden  Richtungen  der 
durch  die  Gleichungen  53)  charakterisirten  Geraden  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Axen  der  x^  y»  ^  eingeschlossenen,  l^ßfi  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  a,  ß,  y,  und  setzen  wie  gewohnlich 

Jl  =  ücosa  +  Ccosß  +  Bcoay, 
F=  Ccosa  +  33cos/J  +  Acoay, 
Z=:i?cosa-|-  Acosß  +  Ccosy; 

so  sind  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  53)  charak- 
terisirten Geraden  nach  23)  auch: 

X — a y — b  _^  z — c 

und  wenn  also  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  ist,  wie 
sich  aus  der  Vergleichung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichun- 
gen 53)  auf  der  Stelle  ergiebt: 

54)    .    .    .     X^G'K.    T^G'L,    Z^G'M'^ 

also  nach  29):      . 

€?'•  { ÄHiHÄHäif  ücos  (Äy)+2LÄcos  (y2)+2ilf  JPcos  {zw)  |= W«, 

folglich :  * 

^  55) 

""*  V^KHI'HWHSÄIi  cos  {xy) + 21>ilf  cos  {yz)-\-1M  Kcos  (ü)* 
Ferner  ist  nach  32)  und  54): 

GM  Af -f  £  cos  (a;y)  4  ilf  cos  (z^) ) 

cos«  =s  —     fff  '  * 

&\  Jfcos  (xy)  +  £>  +  iftf  cos  {yz)  | 

C I  Äcos  (zx)  +  L  cos  (yt)'\'M\ 
cosy  =  - -^ ^ ; 
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also  Badb  9S): 

56) 

±K+L  cos  (arV)  +  ilf  co8  (zx) 

-      ,  ÄcosCary)  + 1-  +  JlfcosCyr)         

__     Kcos  (zx)  +  L  c»B  (yz)  -f  -M 


f  13. 
Es  seien  jetzt 

£--«[»  _.V  — *o  ^  g— g^ 

Äi  Lq  «*o 

S7) 

o: — «1 y — ^ft| z^^Ci 

Ä,    ""'  £i    —  ilf, 

I 

die  Gleichungen  zweier  (reraden. 

Um  die  Bediogongen  der  ParallelUtät  dieset  beiden  Qer^deo 
zu  finden,  bezeichne  man  die  180^  nicht  über$teigeiiden  Winkel« 
welche  zwei  gleichstimmige  Richtungen  derselben  mit  den  |ioai- 
tiven  Theilen  der'Axen  der  a,  y,  z  einschliessen^  durch  Oq,  ß^,  y^ 
und  tfi  9  ßi^  )^| ;   und  setze : 

JTq  ==  ü  cos  tto  "f  C'cos  j9o  *f  ^cos  7o » 

Fo  =3  Ccos  oq  4- ]0  cos /3q  4- ^  cos  j^o» 
Zq  z^Bco8ttQ-i-A  cos  ßty  +  a  cos  yo 

und 

Xi=iJ0ico8ai-\r  Ccosßi-i-Bcosyi, 
F|  =;  Ccos  «1 +)5  cosft  +  A  cosyi , 
Zi  =  Bcosai-{-Aco8ßi-^  i  cosyi. 

Dann  sind  nach  23)  die  Gleichungen  der  beiden  durch   die  Glei- 
chungen 57)  cbarakterisirten  Geraden  auch: 

Xi  Ti  Zi 


Meuü  TkearU  der  geradm  £Me  im  Mmme  md  der  Ebeue.   (51 


und  es  ist  alM«  wci^n  G^  HDd  Gf  swei  gewisse  Factoren  bewcli- 
neD»  offcobar: 

Die  Bedingangen  der  Parallellität  der  beiden  Geraden  sind  offenbar : 

«o=«i»  fo==A*  yo=ri; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

odtf : 

fforaus 


58) 


Eq      L^      Mo 
El      Li      Ml 


folgt.    Dass  hierin  drei  Gleichungen»  aber  nnr  zwei  ybn  einander 
unabhängige ,  da  offenbar  eine  jede  aus  den  beiden  anderen  folgt, 

enthalten  sind,  braucht  kaum  noch  besonders  erinnert  zu  w^rde^, 

•    -    .     -     >    .     .    . 

Uebrigens  kann  man  die  drei  in  Rede  stehenden  Gleichungen  auch 
auf  folgende  Art  ausdrOcken : 


69; 


EqLi  —  LoE^  =  0, 
LoMi^M^Li:sO, 
MqEi  —  EqMi = 0. 


Die  Bedingoiigsgleichung,  dass  die  beiden  durch  die  Glei- 
chungen 57)  charakterisirten  Geraden  aufeinander  senkrecht  stehen, 
ist  nach  46): 

XoXi  +  FoFi  +  ZoZi  +  iÄoYi  +  FoJj)cos(.ry) 


+(FoZi  +  ZoF|)cos(y2)  +  (ZoXj+2ro2,)cos(z:t) 


=0, 


also«    wenn   man    fiir  Xq,  F^,  Zq  und  Xi,  Fj,  Z|  ihre  obigen 
Ausdrücke  einführt«  und  die  Gleichung  dann  durch  GoGi  dividirt : 

60) 
Eokt  +  LqLi  +  MoMi.^  (EoLi  +  LoEi)  cos  (xy) 

+  (LoMi  +  MoLi)  cos  (yi)  +  (MoEi  +  EoM,)  cos  (zx) 

Kmtb  27)  und  dem  Obigen  ist«  wenn  Won  diä  vob  den  durch 
die  GMchungtn  67)  charakterisirten  Geraden  teiAgeecblossenen 
Winkel  beieichnel«  allgemein: 


|=0. 


1 
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KqKi + Xt|>£i  +  MqMi 
+2(Ä"oi:i  +LoKi)  coB(xy) 

+ 2  (AfoÄT,  +  KitMi)  CO«  (zx) 

und  nach  3ß)  und  dem  Obigen  ist  offenbar  ohne  Beziebang  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

N - 

*  V  Ä,*+io"+*o"+2iPo£,co8(ay)+2£oilf  oC08(yz)+2ilf ,  A:,cos(i5' 


^V  Ei*+LiHJUiH'iKiLieoB  {xy)+2Li  ;!f,co8(y»)+2iIfi*ico«(ttp) ' 
also  ist: 
60»)- cosIFo,! 

.  Ä.Ä^i  +  L.Li  +  Jlf,Aft+2(Är.i,  +  L,Är,)cos(ay) 

,      «        +2(L„]Ur  +  ]U^Li)co»(ytH2i]U„Ki  +  K,]lli)co»(tx)  < 


Wir  wollen  oun  auch  noch  die  Bedingungsgleichong  des  Schnei- 
dens der  beiden  durch  die  Gleichungen  57)  charakterisirten  Gera- 
den suchen. 

Die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden  sind  nach  dem  Obi- 
gen auch:  ^ 

■ 

9 

X  —  Qx y — 6| z—Xx 


Sollen  nun  die  beiden  Geraden  sich  schneiden,  so  müssen  diese 
.  Gleichungen  durch  dieselben  Werthe  von  x^  y,  %  erfüllt  werden 
können  y  und  die  Werthe  von  x^  y^  z,  welche  dieser  Bedingung 
genügen,  bestimmen  dann  die  Coordinaten  des  Durchschnitts* 
pnnkts  der  beiden  Geraden.    Setzen  wir»  dies  vorausgesetzt» 


I 
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JTn       -       Fn       -       Zn       ""  ^«  ' 


80  ist: 


« 

y-6o=Go'Io.       a:-6i  =  Gi'Fi, 
«  —  Co=  Go'Zo;       x  —  ci=  Gi'Zj ; 
also  durch  Sabtraction: 

''o — ^  =  ^i'-^i ""  Go'-^o* 
6o-6|  =  6VFi-Go'Ko, 

<^o — ^i  =  Gj'Zi  —  Gq'Zq. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

FqZi  —  Zii  Fl ,    Zq^i  —  XqZi  ,    -3i(>  Fl  —  Fo  Ai 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erh&lt  man  als  Bedingungs- 
gleicbung,  dass  die  drei  vorstehenden  Gleichungen  durch,  diesel- 
ben Werthe  Ton  G(/  und  Gi^  erföllt  werden  können,  die  Gleichung: 

61) 

(ao-«i)(Io^i-^ori)  +  (*o-M  (Zo^i-iTo^i) 

+  (co-c,)(2roFi-Fo;ri)  =  0, 

welches  die  gesuchte  Bedingnngsgleichung  des  Schneidens  ist. 

Führt  man  fSr  Äq,  F^,  Zq  und  Xi,  Fi,  Zi  ihre  obigen  Aus- 
drücke ein  und  diyidirt  die  Gleichung  dann  durch  GqGi«  so  er- 
hält man  die  folgend^  Bedingungsgleichung: 

62) 

(ao-a,)(Lo»li-'MaIn)  +  (bo-b,)(MoKi-'KoMx) 

+  (Co- ci)  (AfoXi  - LoKj)  =  0. 

Nach  42)  kann  man  die  Gleichung  61)  Auch  auf  folgende  Art 
drficken : 

63)        (ao — fli)  l  Ao,i  +  Bo,i  cos  (xy)  +  Co,i  cos  (za:)  ] 

+  (*o—  *i) ( Ao,i  cos(a?y)  +  Bo,i  +  Co,i cos(yz)}  ^  =  0. 

+  (Co  -  Ci)  {Aon  CO» 0^)  +  Boa  cos  (yz)  +  Co,i ) 

'l'heil  XXXIV.  11 
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MuUiplicirt  man  die  drei  Gleichiingen 

«0  —  «1  =  Gj'-Xi  —  Go'-Xb» 
6o-6,  =  Gi'F|— €?o'Fo, 
co  —  ci^  Gl  'Zi  —  Go'Zo 
zuerst  nach  der  Reihe  mit 

Fl  —  Zi ,    Z|  —  -X| ,    X\  —  F| ; 
dann  nach  der  Reihe  mit 

Fo  —  Zo,    Zo — -Xb»    -Xo"*  Fol 
and  addirt  sie  in  beiden  Fällen  za  einander,  so  erhält  man: 

^,_     (ao-a,)(F,-Z,)+(6o-6,)(Zi-J,)+(co-c,)(Ar.-F,) 
*'" ( Jfo  r,  -  FoJr.)  +  ( FoZ,  -  Zp  K.)  +  (Zo^,  -  JToZ,)       ' 

_     (flo-g,)(Fo-Zo)-K6o--ft|)(Zo-jro)-KcD~c,K^o-Fo) 
*'• (JToF,  -  FoJr,)  +  (FoZ,  -ZoF,) +(Zo^, -JToZ.)       ' 

AI««  ist  naeh'  dem  Obigen : 

64) 

(ffo-«,)(F,-Z,)+(/io-»,)(Zi-jyt)-K<;o-c,)(Ä,-F,) 
^-''"= (AoF,  -  Fo^,)  +  (FoZi-ZoF,)  +(ZoX,-X)Z»)    *^ 

A  _     («o-g| ) ( F, -Z, ) 4 (6o-  6, )(Z, -^,)+(co-c, JCfi— F,) 
»-*»-        (^0  F,  -  Fo.Y,) + ( FoZ,  -  Zo  FO + (ZoA,  -  JToZO      '^"' 

(flo-ff,)(  F,-Z,)+(6o-6iKZ,-Ai)-Kco-C|)(Jr,-F,)  „ 
:~co—      (^^  j.^  _  p^j.^)  4  ( FoZ,  -  Zo  F, )  +  (ZoJT,  -  .Y«Z,)      ^ 

nnil 

65) 

(ffo-«i)(Fo-Zft)+(fto-d,)(ZD~Ab)4(co-Ci)(.ai)~  Fo)  ^ 
^-"'^ (AbF,-  FoA,)  +  (FoZ,-ZoF,)  +  (Zoir,-AoZ,)    ^»' 

.          (ao-gi )  ( Fo-  Zo). + (fto  -  6, )  (Zp— ■yo)-KcD— c,  )(Xo  -  Fp) 
^'  *'  "= (JTo  F,  -  Fo A,)  +  ( FoZ,  -  Zo  F,) + (ZoAT,  -  ^020"    *' 

(»o-g, )( Fo-Zo) +(6o-6,  )(Zo--yo)+(co-c,  KX„—Zo)  „ 
'-"'  =        (JCo  J'i  -  F„Jr,)  +  (F„Z,  -  Zo  F,) +(ZoJr,-Jf„Z,)*«' 

Führt    man    für    JTo»  F«,  Zq   und   Xx%  F|,*Z,    ihre   obigen 
Werthe  ein»  so  erhält  man  leicht: 
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66) 

'""•-"  (KoLi  -  2..Ä,)  +  (X, J/,  -  Jf.X,)  +  (jlf„ Af,  -  Ä,Jlf,)  *»' 
^  (a.,-o.)(£,-J!yt)-K6„~&i)(ilf,-Ari)-Kc.-c,)(jr,-A), 

(fl„-«,)(.L,-Ali)-K6ö-6i)(üf,-#fi)+(c.-Ci)(*r,--Xi)„ 

und 

67) 

(ao~'aO(L.-jy„)-K*o-g|)(^o-.g.)+(c.-Ci)(ig,-X.,)„ 

*    "»~  ,  (Ä,i,  -io^i)  +  iLoMi-MoLO  +  {AI„Ki-k,JU^)  *»' 

._     (a.~ai)(£..--Jir..)-Kdo-6,)(Jlf.-ig,)+(c„-Ci)(g.-L.) , 

.f  »1^ —  (iroi,-i,.,*:,)+(£.ar,_if.x,)+(*„A'i-i:.iifi)  ^' 

(a..-ai)(i:.o-Jfo)+(»„— 6i)(itf..— Jrn)+(c„--<;i)(ir.— I.,))^ 
•"*•  *=      (Jr.i,  -L„Äi)  +  (L. Jf, -lf.£,)  +  (^«JTi - J-oilf.)   ^• 

Setzen  wir  der  Kfirze  wegen: 

68) 
ü,=(ao-«,)(F»-Z«)  +  (6,-*,)(Z,— jro)  +  (c„-Ci)(Jo-F,), 

Üi  =  («,-a,)(F,  -  Zi)  +  (6.-6i)(Z,  -;r,)  +  (c.  -c,)(J!r,-  Fx); 

80  ist.  nach  64)  nnd  6S): 

t 

a?— Oq  _  üi   Xo     y~ftn  —  ^1   Z?      ?n£?  —  i^i   ^ . 
also: 


d;s:= 


D^i-üiJTc 


—   gp  ^O  ^1    Cl  Pl  ^0 

*-     ü.Zj-f/iZo    • 

Auf  äholiche  Art  ist,  wenn  wir 

70) 
F,=(a,-ai)(£o-Jlf.)  +  (fr.-6i)(iiro--«r„)  +  (c.-«i)(*«-I'.), 
F,=:(o.-ai)(L,  -Jlf,)+  (6.  -6|)(Jiri-  Jf,)  +(«,_c,)(^x-|i,) 
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setzen,  nach  66)  und  67): 

also: 

Fo^i —  F^lTo 


§.  U. 

Wir  wollen  jetzt  'die  Gleichongen  der  Geraden  suchen ,  vrelcbe 
durch  den  gegebenen  Punkt  («i^iCi)  geht»  und  auf  der  durch  die 
Gleichungen 

^^^ K,     -^     L,    -    M, 

charakterisirten  Geraden  senkrecht  steht;  zugleich  sollen  die  Coor- 
dinaten  des  Durchschnitfspunkts  des  Perpendikels  mit  der  gege- 
benen Geraden,  und  die  Entfernung  des  Punktes  (ffi6iC|)  von 
derselben  bestimmt  werden. 

^  Bezeichnen  wir  wieder  durch  «o»  ß»9  yo  die  180^  .nicht  über- 
steigenden Winkel  4  welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  der 
gegebenen  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
X,  y,  z  einschliesst,  und  setzen: 

JCo  =  Ü  cos  «o  +  Ccos  ßo  +  B  cos  7^0 » 
l\  =  C  cosäo  +  33cos/Jo  +  -4  cosyo» 
Zo  =Äcosao  +  i<co8/5o  +  (Ecosyo; 
so  ist  wie  früher : 

2Co  =  GqKq  f         Fo  =    GqLq  9         Zo  =   GqMq  9 

und  die  Gleichungen  der  durch   die  Gleichungen  72)  charakteri- 
sirten Geraden  sind  also  auch : 

-^o  Fo     "~     Zo 
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Bezeichnen  ferner  ui,  ßi,  /|   die  180^  nicht   übersteigenden. 
Winkel^    welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  des  gesuchten 
Perpendikels  mit  den  positiven  Thellen   der  Axen    der  x,  y,  z 
einscbliesst»   und  wird 

Xi  silcoscfi  +  Ccoaßi  -i-BcoBYi^ 

Yi  =:  Ccosai  +  ]$cos/?|  +  A  cos/j , 

Z|  =  £  cosofi  -f  A  cos  ßi+  i  cos  Yi 

gesetzt;   so  sind  bekanntlich  im  Allgemeinen 

X — fli  y — bi z--C| 

die  Gleichungen  des  gesuchten  Perpendikels. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
beiden  Geraden  durch  u,  v,  w,  so  ist: 

u — cto        t — b» w  —  Co 

«  — «l  __^  V—bi  W — Ci 

und  die  Bedingung  der  Perpendicularität  ist  bekanntlich: 

+  ( FoZ,  +Zori) cos (yz)   (  =  0. 

+  (ZoXi  +  XoZ^)  coaitx)   ] 
Setzen  wir  nun 

u — ai_f>  —  6i w  —  Ci  _  1 

Xi  Fl    ""    Zi     ""  G,  ' 

so  ist: 

2r|  =  Gi(ti-.ai),     Fi  =  Gi(t?— 6i),    Zi  =  6'i(fr-Ci); 

also  wegen  der '  vorstehenden  Bedingungsgleichung  der  Perpen- 
picularität: 


+  t(ü— 6i)A'o  +  (u  — a,)  F„lcos(ar^) 
+  { («— ci)  Fo  +  (»  -  6i)  Zo )  cos  {yi) 
-M(tf— ai)Zo  +  (fo— Ci)Zo|cos(ftc) 


=  0 


oder 


1 
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f  Jf«  +  Fo  cos  (xy)  +  Zo  CO«  (m?)  }(«— «i) 

+  \X^ co8(a:y)  +  Fo  +  Z«  co8(yz)) (c— 60  \  -.q, 

+ 1  JTo  cos  [zx)  +  F^  coä  iyz)  +  Z«  I  (»*-  «i) 
also: 

lA*o+  F«cos(ary)-fZoC06(za:))(»— Ou) 
+  tJ:oCos(a?y)+Fo  +  Z^cos(yz))(©-6J    ' 

+  t-XoC08(w?)+  FoCOs(yi)  +  Zol(w  — Co) 

I 

=  t  Jfo  +  Fo  COS  (ary)  +  Z©  cos  (ta?)  I  (ff  i — Oo) 
+  |Ji:^co8(ary)+  Fo  +ZoC08(yz)|(6i— 6o) 
-f  { Jt;,  cos  {ix)  •\r  Yq  COS  (yz)  +'Zo  1  (cj  —  Cq). 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  ans  dem  Obigen  bekann- 
ten Gleichungen: 

-^  «0  Zq 

und  überlegt,  dass 

I  -Xi)  +  lo  cos  (:ry)  +  Z©  cos  (zar) )  JQ) 
+ 1 X^  cos  (ary)  +  Fo  +  Zo.cos  (yz)  |  Fq 
+  { A'oC08(zjr)  +  Focos  (yz)  +  ZqI  Zo 
=J!iH  Fo«+ZoH2Jiro  FoCos(ary)+2  FoZoCos(yz)+2Zo2'oCos(ttc)=A'« 

ist;,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  »»  e»  to  die  foigeDden 
Formeln : 

73) 

[Xq  +  Fo  COS  (ary)  +  Zo  cos  (lOf)]  (ni  —  a^) 
iV«.{i«— flo)=  ^  +[ÄoCos(.Ty)  +  Fo+  ZoCos(y2)]  {b^  — 6o)  J  -*0i 

+  [JoCOs(«a:)  +  FoCos(yz)+Zo](Ci— Cq) 

[-Xo  +  Jo  cos  (.t?3^)  +  Fo  JDOS  {tx)]  (ä,  —  o©) 
^■.(»-6o)  =  .J  +[^cos(afy)+Fo+ZoCos(yz)](6i— 6o)  J  ^o. 

+  [JfoC08(za?)  +  Fo'cos(yz)  +  Zo](ci  —  Co) 

[X^  +  Fo  cos  {xy)  +  Zo  cos  (««)]  {a^  —  Oo) 

2V«.(to— Co)=^  +[AoCos(ar.y)+Fo+ZoCosCv*)](*i  — *o)  J  ^o- 

+  [J[oCos(Är)+  FoC08(yx)  +  Zo](ci— c^ 
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Setzen'  wir  der  Kürze  wegen ; 
74)...«=::    t  Jo+ Io«>8{a;y)  +  ZoCos(2a:)Köi-ao) 
+  i  Jico«(d:y)  +  Fo  +  Zo  cos  (yi) )  (6i  —  60) 

80  ist  auch: 

iiV«.  (a,  — 11)  Ä  2^».  (Ol -*  oo) -^  tt-STo, 
^•.(6l-e)=^*.(6,-6o)-tt^o» 
iV«.(ci-fi?)=iV«.(ci-Co)'^^^o- 

Bezeichnet  nun  P  die  Länge  des  von  dem  Punkte  (aiAitfi)  auf 
die  gegebene  Gerade  ^ef^lten  Perpendikels,  80  ist  nach  18)  be- 
kanntlich: 

P«=(ai— t«)«  +  (6i— e)*+(r|-fr)«  +  2(öi— ii)(»i-ü)co«(a:y) 

+  2  (Ä|  — ü)  (ci  —  fo)  cos  (yz) 
+  2(ci  — w)(ai  — u)co«(«r), 

und  folglich,   weil  nach  75)    , 

Ol  — » tt  j^  Cj  — -  Ho  ""  2V^    0 » 

6|  —  e  ^61  —  ^o"~^y«  Fo> 


Uj  — «0  =  Ci  —  Co  —  ICrj  AJQ 


ist: 


» 

.  +2(6i— 60— ]vä'o)(^i— cö-^^o)cos(y2) 

+  2  (Ci  —  Co  —  2p  Zo)  («1  —  «0  -  2y« -*;>)  «08  (za:). 

Ueberlegt   nian,    dass,    wenn  £0,1    die  Entfemnng    der   beiden 
Pankte  (ao^o^o)  ^°^  (^i^<^i)  ^^n  einander  bezeichnet,  nach  18} 
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^0.1*= (fli-ffo)*  +  (61  -60)*  +  (ci-Co)*  +  2(ai  -«o)  (*i-*o)  co«(a^) 

.  +  2(6i  —60)  («I  —Co)  CO«  (y«) 

+  2(ci— i?o)  («1  — flo)  C08  (w), 
das8  ferner  offenbar 

11=     (a,-flo)J^  +  (*i-*o)Io+(ci-Co)Zo 
+{(ai— flo)  Jo  +  C*!  — *o)^olcos(«y) 
+  1(^1— fto)Zo  +  (ci  — Co)  Folcos(yi) 
+  {(ci— Co) -^0  + («1  —  00)^0)  cos  (m?), 
und  endlich,  dass 

jY«=i:o*+Fo«+Zo^+2-XoFoeo8(ary)+2FoZoeo6(yr)+2ZoÄ'oCO«(2:t) 

ist;   so  erhält  man  durch   leichte  Entwickelung  des  obigen  Aus- 
drucks von  P^  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 


also: 


76) 


'•=V"^.'-öy- 


Nun  ist  aber  bekanntlich  auch 
^1*+  Fi«+Zi«+2^i  FiCos(a:y)+2FiZiC08(yr)+2Zi2fiCos(ar)=iV« 
also  nach  dem  Obigen: 

!(««— ffi)H(ü— ^)H(tt>— Ci)«  +  2(tt— rti)(ü-6,)cos(a:y)  \ 
+  2(ü--6,)  (10-Cx) co8(y2)  [  =2V« 
+  2(ti?— Ci)(tt— ai)cos(M?)  / 

folglich  offenbar 

77)     .    .     .       <?i«/>«  =  iV«,   also   Gi=:J:J; 

und  daher : 

« 

/0;     ^1  — + p       ,     ri  — ± p ,     A=± p > 

also  weil  nach  75): 


ist: 
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u  —  iiitrraQ  — flj  +  ^yä-^o' 


^1  =  ±  p  («'o  —  «i  +  ]ya  -^o) 


79)    .    .    .       <  Fi=±^(6o-6i+~än)» 

m 

N  n 

Endlich  Ut  oach  32) :  ' 

Xi  +  Ti  co8(xy)  +  Z|  cos  (xs) 
coaui  = ^s > 

^ogfl  _.^iCos(a:y)  +  Ti  +  Zi  coBJyz) 

JT^cosCzar)  +  F,  co8(y2)  +  Zi . 
cosyi  = -^ ■ 9 

und  man  erhält  daher  mittelst  der  Formeln  79)  leicht  die  folgen- 
den Ausdrficke: 

80) 

(Oö— fli)  +  (*o  — *i)cos(a:y)  +  (c6"-Ci)co8(Mr) 

+  2Vä[-^+  FoC08(ary)  +  ZoC08(ftr)] 


!(oo—ai)co8(a:y)  +  (60—61)  +  0 
+  2v5  [^0^0«  i^y)  +  Fo  +  Zo  cos  (yi 


(iio— ai)cos(a:y)  +  (60— 64)  +  (cq— Ci)cos(yi) 
Pcos.        _ 


(ao--ai)cos(ftr)  +  (60 —61)  cos  (yi)  +  (co-Ci) 

Pcosyx  =i:^       u 

+  jys  [^0  CO«  ('^)  +  Fo  cos  (yz)  +  Z©] 

oder  auch,  weil 
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COSfl^S : ^jT- P 


cos 


Xq  cQg  (xy)  +To+  Zq  cos  (yz) 
ßo== N » 


Xq  C08  (ta:)  +  Yq  cos  (yi)  +  Zp 
cos  yo  = -^ 

ist: 

81) 

Ä 
K— «1 )  +  (Aö — *i)  cos  (j?y)  +  (Co — C| )  cos  (tx)  +  ^eosa^ 

cos  «1  =db p » 

(fio— «i)  cos  (ary)  +  (60— *i )  +  (Cq — c, )  cos  (yi)  +  ^  cos  /J© 
cos  A  =± -p , 

tu 

(«0— «0  cos  (m:)  +  (Äo  —  61)  cos  (yz)  +  (Co— Ci)  +  -^y-  cos  yo 

COSyi  =s±  -^ ^ ^ --— 

Id    alle   diesen  Formeln  kSnnte  man  nun  statt  X^,  T^,  Z^ 
auch  leicht  J!^,  J!^,  Xfo  eiofflhren,  denn  weil 

-«;>•+ ro«+Zo«+2Aol'oC08(j^)+2FoZoCos(yi)+2ZoJ:oCos(Kr)=JV» 
ist,  80  ist  nach  dem  Obif^en: 

G„«  I K^*  +  L„«  +  Ufo«  +  2jr„L„  c«8  (a:y)  +  2i„  Jlf <>  cos  (yi) 

+2JlfoJr«cos(at))  =  iV«, 
also : 


± 


82) G„s= 


Vjro«+I'oHil'o'+2Ä«LoCos(xy)+2I,„itf„co8(»j)+2ÄoJr«cos(ar)' 
and  folglich: 

83) jro  = 

Vjr,«+Ii.«+ilf„H2jroI.oC08(a:y)+2L„ilf,c«8(y»)+2Jf,jr<,cos(ar/ 

F„  = 

jyfco  

Vir,«+Xo«+/tf„«+2Jr„I,„cos(a:y)+2L„Ar«co8(.v«)+2ilf.Ä,cos(»)' 

Zo  = 

V  jr«HX..HJIf.«+2Jr.LoC08(j;y)+2I,o  JlfoC08(yj)+2ilf„iroCO«(Mr)' 


1 


NeH0  Tkeorte  der  peraden  iJMe  im  Rmtme  vmd  dm  Ekem.    10S 

Offenbar  ist  nach  dem  Vorbergeheiiden  auch: 

84) 

folglich  nach  76): 

85) 

P=VEon'^  - 1  (ao  —  «i)coaao  +(*o — *i)co«/?o  +  (c«— C|)co«yo)*» 

welcher   Ausdruck    also  für  jedes    gans   beliebige  Coordinaten- 
System  gilt.    Den  aus  84)  folgenden  Ausdruck: 

86) 

2^  =  (öl — ao)  cos «0  +  (*i  —  *o)  cos /Jo  +  (<?i  -  <?o)  c®»  ro 

kann  mao  leicht  in  die  Formeln  81)  und  auch  in  die  onmittelbar 
ans  79)  sich  ergebenden  Formeln: 


87) 


r|=±pJ(6o-*i)^+^Fol, 
\Z^=±p\(co-c^)]S+^Zo\ 


einführen. 


.    Die  Gleichungen  des  von  dem  Punkte  (^i^Ci)  auf  die  gege- 
bene Gerade  gefüllten  Perpendikels  isind: 


oo}      •      •      •      • 

also  nacb  87): 


jy— fli y— 6i % — C| 


^i 


F,    -    Zj    • 

89) 

y— fti 


S—Ct 


X — Ol 

(ao-ih)ir+^Xo       (6o-*,)^+^ro      (eo-ei)N+^Zo 
die  man  leicht  noch  aaf  verschiedene  Arten  schreiben  konnte. 


§.  16. 

Wir  wollen  nun  die  kürzeste  Entfemong  der  beiden  durch 
die  Gleichungen 


I 


» 


/ 

t 
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90) {      Ko    -    Lo    -  JUo   ' 

X — gj  _  y — bi z  —  Ci 


*  charakterisirten  Geraden  von  einander,    welche    bekanntlich  die 

auf  diesen  beiden  Geraden  zugleich   senkrecht  stehende  Gerade 
ist 9  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  die  1800  nicht  übersteigenden  Winkel «  welche 
eine  der  beiden  Richtungen  der  ersten  und  der  zweiten  Geraden 
mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der  x,  y,  z  einschliesst, 
respective  durch  a^^  ßQ,  y^  und  oti  ,  /?i ,  yi ;    und  setzen 

Xq  =itcosao  4-  CcosßQ  -f  fcosyo» 

91)  .   .   .    ^  Fq  =  Ccos^o -f  ^cosjSq -f  ^cos/O' 
Zq  =Bcoaao+AcoBßQ  -f-<£cosyo 

und 

■    Xi  =ilcosor|  +  Ccosßi  +  JScosyi, 

92)  .    .    .    I    Fi  =  Ccosai +  Bcosft +i4co8yi, 

V   Zj  =  ^coscTi  +  Acoaßi  +  dcoayi; 

so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden  bekannt- 
lich auch: 

.       -^0  ^0  ^0 

93) 

^  —  Ol  __  y~ft|  _^— gj  , 

^i     ~     J'i    "    ^i    • 

und  wenn  wir  ohne  Beziehubg  der  oberen  und  unteren   Zeichen 
auf  einander: 


4 


94) Co  = 

■  N 


-—9 


4 


VÄ'oHA)Hifo*+2^0-^oC08(^y)+^O^oCOsfya:)+2ifoiroC08(Mr) 

N 


V"iri*+Xi«+ilfi«+2i:iZ^  cos(a;y)  +24ifi  cos  iyx)  +  2i!f,  JT^  cos  («) 
setzen;   so  ist: 
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Z,=Gi«i,     Fi=:<?iii,    Z^^G.M^. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchscbnittspunkte  der 
kürzesten  Entfernung  mit  den  beiden  gegebenen  Geraden  durch 
^09  yo»  *o  und  a:i,  yi,  Zi,  so  sind  nach  47)  oder  48)  die  Glei- 
chungen der  kürzesten  Entfernung: 

^0—^1        yo  —  yi       ^0—^1 
oder 

auch  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

^0 — ^0 yp— fto  _  gp— -gp^^  / 

-Aq  Xq  ^P 

~X    ~  "TT  ^  "^T  "■  ' ' 

Weil  die  kürzeste  Entfernung  auf  den  beiden  gegebenen  Ge- 
raden senkrecht  steht^  so  haben  wir  wegen  ihrer  obigen  Glei- 
chuBgen  and  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  46)  offen- 
bar die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

(oTo— ^i)co8cfo  +  (yp— ?/i)cosi?o  +  (ip— -i)cosyo  =  0, 

(oTo— a:i)cosai +  (yo— .yj)cosft  +  (2o"^2^i)cosyi  =0; 

also 9  weil  nach  dem  Vorhergehenden: 

^0— ^p=Go'-yo*    yo — ^p=Go'Fo,    Zo — gp^Go'Zp; 

und  folglicb 

OTo— ^1  =  <yp  —  ai  +  Gq'Xq —  Gi'Jfi , 

yo-»i=^p-Äi  +  Gp'Fo-(?/Fi, 

20 -zi  =Co-Ci  +  Go'Zo  -Gi'Zi 
ist : 

(«0— «i)co»«p  +  (*o  —  *i)c«si?o  +  (cp  —  Ci)cosyo 

+  (-Xo cosoo  +  IoCos/?o  +  Zpcosyo) Gq'  ^  =0, 
— (JfiCos«o+  FiCosj?o  +Z|C08yo)G^i' 
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(«0— «i)c«i<»i+(*6— 6|)C08A+(Cö--Ci)ca»}^  \ 

+  (jroCo»«i  +  FoCO»ft  +  ZoC08f,)Go'  >=a 

—  (Xi  co90|  +  Ft  oos/)i  +  Zi  eo8)\)  Gg'  / 
Nach  35)  tst: 

Xi  cos  ffg  -|-  F|  cos  /?!  -f  Z|  cos  fi  :=  iV; 

and  wenn  wir  den  Ton  den  beiden  gegel>enen  Geraden  einge- 
scblossenen  Winlcel»  welcher  den  beiden  durch  die  Winkel  o^«  A>>yo 
und  0| ,  /}|  9  yi  bestimmten  Richtungen  derselben  entspricht,  durch 
TFoyi  beseichnen,  so  ist  nach  36): 

X^coBOi  +  IqCos  j?|  +  Zocos/i  =  iVcos  IFo,i , 

^iCOSOq  ~I-  F|  cos/^o  ^  Z|  cos^or^-^co^  ^o»i- 

Also  i^t  nach  dem  Obigen : 

(ai  — ao)cosoo  +  (6i— *o)cos/Jo  +  (^i— Co)co«yo 
5=  iVCo' — cos  W^.x .  ZVCi', 

(ai — Oq)  cos«j  +  (6i  — 6o)  co»  ft  +  (ßi  — <?o)  cosyj 
=  cos  W^x .  JVC^  —  iVG/; 

mittebt  welcher  beiden  Gleichungen  NG^  und  2VG|^  also  aueb 
Gq'  und  G|'  bestimmt  werden  können» 

Nach  leichter  Rechnung  erhält  man  auf  diese  Weise: 

96) 
(<ii — Co)  (cos  a^ — cos  C|  cos  W^^i ) 

sin  IFo»i*- -^Go' =  \  +(6i-*6o)(cos|Jo— cosftcosWo>i) 

+  (<?!— ^)  (cosyo— cosyiCosTTo,!), 

(oi  »  ao)  (cos  tfi  *-  cos  Oq  cos  W^i) 

8infFo.i* -^^i'=-  i  +(*i— *o)(cos/Ji— cos/JoCosFFon) 

+  (<?i  —  ^)  (cos  fi  —  cos  yo  cos  Wq,i). 

Hat  man  auf  diese  Art  p^*  und  Gi'  bestimmt,   so  ist  nach 
dem  Obigen: 

ta:o=Äo+Go'Ao,    yo=*o+Go'Fo,    «o  =  <?o+Co'Zo; 
ari=scii+Gi'Jlf|,    yi=6i+G|'F,,    ii=Ci+Gi%; 

wo  man  fftr  Ao»  Fo»  Zq    und  Xi^  F|,  Z|  auch  ihre  Werthe 
aus  91)  und  93)  oder  aus  95)  einfuhren  kann. 


cos 
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Will  man  die  Winkel  €^,  A>»  >6  »"<!  «i»  Z'i»  7t  W^^  eltmiDi- 
reo,  so  hat  man  nach  32)  die  folgenden  Formelo: 

98) 

X^  4-  Yq  C06  {xy)  +  Zq  cos  (ig:) 
cos  Oq  ^ -m^ > 

__  X^  cos  (a?y)v+  Fp  +  Zq  cos  (yi) 
Po  = ]^ • 

JTo^os  (za:)  +  l\  cos  (yi)  +  Zq  , 
cos  yo  = 2y ^^ -—  • 

Xx  +  F|  cos  {xy)  +  Zi  cos  (lar) 
COSO|  = -^ i 

^  _  Xj  cos  (ary)  -f  Ft  4-  Z,  cos  (yg) 

cos  Pi  — * ^y— 7 » 

t 

oder,    wo  keine  Beziehung  der  Zeichen  auf  einander  in  den  bei* 
den  folgenden  Systemen  Statt  findet: 

99) COS05 

__j Kq  ^LqCOB  (xy)  +  ^oCOs(;j:) 


• 


=± 


VXHi4oHi^>»+*2/^o^o»(a:y)+2ioifoC08(yt)+8ilfo*oCOs(i«^ 

C08/5o 

Ifoco8(j:y)  +  Xq  +  ilfpCOsCyi) 


VÄo'+V+Ä;)*+2^o^oCOs(a?y)+2LpifoCOs(yz)+2H>iroCOs(ftr) 

cosyo 

_. KpCfm  (i,r)  +  Lpcos  (yz)  +  9I„ 

\^«+i;?+jJ^2Ä'oL^^^  ' 

cos  Ol 

__^ Kl  4-  Lt  cos  (xy)  +  Mi  cos  (zor) 

^~ViiriHIiM-AfiH2it,i|Cos(Ä:y)+2Z^ifiCOs(y2)+2if,«iCos(z^' 

cos/?i 
__. Kl  cos  (j?y)  +  I>|  +  ^1  cos  (yz) 


V*f,H^Hi!ri*+2K,  L,  cos  (^y)+2^^  H  cosCyz)+2iri  AT,  cos(zar)' 


=lr 


C08}^1 

XTi  cos  (zar)  +  Li  cos  (yz)  +  Äf| 


V  JE^HX,HiriH2Xi£iCos(a;y)+2IilfiCos(ys)-f.2lfi  AT,  cos(zdr) 
in  Anwendung  zu  bringen. 


« 
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Aus  den  betden  Gieicbungen 

(aro  - -iTi)  cos  «0  +  (Sto — yi)cos/5o  +  (^o— «i)  <^o»  yo  =<^» 
(aro— arOcos«!  +(yo— ^i)cosft  +  (20— «,)cosyi  =0 

folgt»  wenn  Crou  einen  gewissen  Factor  bezeichnet; 

^0—^1  =  ^^o»!  (cos/5oCosyi  —  cos/oCos/9|), 
Vo  — yi  =  Go>i(c<>«yoCo««i  —  cpsttocos/i), 
Zq  —  *i  =  Gq91  (cos  <X0  cos  ft  —  cos  /Jo  cos  aj) ; 

oder  nach  38): 
100).    .    Xq — ^1  ==  Gqu  ^0*1 9    yo — yi  =  Go,iBo,i, 

3<)      ^  ^  "0»l  ^o»i* 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

"0>1  "0»!  ^^  ßo  —  ^1  ■!"  "0  -^o  "^  ^1  -^1  * 

.  ^o>i  ^oi  =  *o — *i  +  ^0^0  "*  Gl'  Fl, 

Co,i  Co,i  =  Co  —  Ci  +  GqZq  —  (?i'Z| ; 

woraus«  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

IqZx  —  Zq F| ,    Zq^li  —  ^0"^ »    -^0 Fl  —  F0 Jfi 

multiplicirt«   und  dann  zu  einander  addirt,   auf  der  Stelle  der  fol- 
gende Ausdruck  erhalten  wird: 

101) (?o.i  = 

(go-g|)(FoZ|--ZoF,)+(6o^6,)(Zo3ri~^oZi)-f(c6--c,)(;foFi-^Fo^i) 
Ao>i(FoZi — ZqFi)  +  Bq,i{ZqXi — J^o^i)  +  Con(-^oFi—  FqJTi) 

Folglich  ist  nach' 42): 

102) 
l  Ao,i  +  Bo,i  cos  (xy)  +  Co,i  cos  (m:)U«o— «i) 
+ 1  Ao,i  cos  (xy)  +  Bü,i  +  Cou'cos  (y  2)  |  (60 — *i ) 

-n,     _        -¥  \  Ao,i  cos  (ix)  +  Bq,!  cos  (yg)  +  Cp,!  |  (Cp  >-  cQ 

^""  ■"      Ap,iHBoaHCo,iH2Ap,iBp;i  cos(xy)+2Bo,iCp,iCOs(yt)  1  " 

+  2Cp„  Ao,i  cos  (zx)  ! 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  kürzeste  Entfernurig  der  beiden  ge- 
gebenen Geraden  von  einander  durch  Eq,i  ,  so  ist  nach  18)  und  100) : 
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+ 2Äo,i  Bo,i  cos  (xy) + 2Bo,i  Co,i  cos  {yz)  +2Co,i  Aon  cos  (aar)  \, 

ako  Dach  ]02>9  wenn  man  in  dem  folgenden  Ansdracke  das  obere 
oder  untere  Zeichen  nimmt»  jenachdem  der  Zähler  des  Bmchs 
positiT  oder  negativ  ist: 

103} 

\  Ao»i  +  Boa  cos  {xy)  +  Co,i  cos  (ro?) )  {a^ — a^) 
+  { Ao,i  cos  (dfy)  +  Bofi  +  Co»i  cos  (5f2)  K6o — *i) 
jp    ^  ■     j- 1  Aon  cos(zjy)  +  Bp^i  cos  (yz)  +  Cp^ )  (co—  Ci)  _ 

^"        y    l  Ao,i*+Boa*+Co,i*+2Ao,iBo„cos(^)  )' 

^    (  '     +  2Bo,i  Co,i  cos  (yi)  +  2Co,i  Aon  cos  (tx)  J 

Nach  44)  ist 

104)  ' 


sin 


VI  Aon'+Bo,i*+Con*+2Ao,ißonCOs(ay)      i 
I  I' 

f        +  2Bo,i  Co,i  cos  (yz)+  2Co,i  Ao,i  cos («c)  ' 

was  man  auch  in  den  Torigen  Ausdruck  für  den  Nenner  einfüb- 
ren  konnte. 

Aus  103)  und  42),  in  Verbindung  mit.  104),  erbSlt  man  auch 
leicht : 

106) 

(FoZi-ZoFO(ao-iii)  +(ZoJri-i:oZ,)(6o-fti)  j 

^     _..: +(3:oF,^FoZ|)(Co->c,) [ 

^••» ""  *  sin  Won  •  NVN  ' 

und  kann  für  X^^  T^,  Z«  und  Xi,  F^,  Z^  in  diese  Formel  auch 
leieht  die  Ausdrücke  95)  in  Veirbindung  mit  94)  einführen. 


Sweites    Kapitel. 

Die    Ebene. 

§.16. 

Cm  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  zu  finden,  wollen  wir 
dieselbe  betrachten  ab  den  Ort  aller  der  Geraden,   welche  auf 

Tlieil  XXXIV,  12 


eioer  gegebenen  Geraden  in  eineln  gegebenen  Pankta  dersel- 
ben senkrecht  sieben«  sp  dass  wir  uns  aJso  die  Ebene  bescbrie- 
ben  oder  entstaqrien  denken  durch  den  einen  Schenkel  eines  um 
Mltiiftn  andet'ti,  als  «ine  feste  Gerade  im  Raunre  gedachten  Scben- 
Isel  ^h  tierumbewegenden  fechten  Winkels.  Demnaeb  denioefl 
wir  uns^  um  die  allgemeine  Gleichung  der  Eböne  au  entwickete, 
eine  durch  den  Punkt  {abc)  gehende  feste  Gerade»  deren  eine 
Richtung  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,y,  2  die  180^ 
nicht  übersteigenden  Winkel  er,  ß,  y  einscbliesst.  Die  Gleichun- 
gen dieser  Geradem  sind  nach  I.  13): 

cosce 

(j?*>-'g)C08(j?y)-f  (y— 6)  +  (2— c)co8(y2) 

cos/3 

(a? — fl)  cos  (za)  -f  (y — 6)  cos  (yi)  -f-  (z' —  c) 

cosy 

Oße  Gleichungen  einer  zweiten  durch  den  Punkt  inbc)  gehenden 
belicibigen  Geraden  scfien: 

'(a?  >—  a)  -I-Cy  ^i)  tpsXaay)  -f  <t  *-  t)coB  (za?) 

cosd 

__(a:~a)cos(.ry)-f(y— '6)-f  (z— c)co8(y2)  [q 

cos  CO 

(x — d)  cos  (zx)  +  (y — 6)  cos  (yz)  +  (z — c) 

^^2       --—     -  -f  -  Wl^  ■  *■  ■  — i^.^i*»  ■^■■■■1      I^M 

COS  G)  ' 

Soll  nun  die  zweite  Gerade  auf  der  ersten  senkrecht  stehen ,  so 
muss  nach  I.  46),   wenn  wir 

F  s=  Ccos  c  4  TJ  CM  ß-^A  cos  y , 
Z  ==£  cos  « -|- ^  cos  j? -f- tf  cos  y 


und 


X  =  ilcosd  +  Ccos  (0  +  jB^os  c3 , 
;|{)=:Ccosd4-39cosoi>+  -4  cosc5, 
5=Bcosö+-4coscö  +  tf  cosö 


setzen , 


+.(^+  r;^o«»(a:y)+  (r$+ÄV)€Os(yiO+(Ä»+jrS>co» 
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seiD^  welche  Gleichung;  wM  die  aweite  Getade  nicht  als  fest 
und  unveränderlich  wie  die  er^te  anfgefa^st  wird ,  unabhängig  von 
bestimmteo  Wertfaen  von  ß,  m,  U  Statt  finden  nuss* 

Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

GcobB  =(a?— a)  +  (y-^Ä)cos(a?^  +  (z— c)cos(za:), 

Gco8co=(ar—ö)  co8(ary)  +  (y— *)+(;;  rnrc)  ^os(yr), 

Gcos5=:(ar— -a)  cos(2a;)  +  (y — 6)  cos(yz)  +  (2 — c); 

also : 

.  GJf=:  til+Ceos(a:y)+Äeos(iaO](ar  — «) 
+  {«4?i»s(«y)+C+Äces(y2)}(y— *) 
+  {4c9fi(w)  +  Ccos(yz)+JBICt.-f), 

CrP=    I  C+)Jcos(a?y)+i4cos(za?))(ir — a) 

+{Cco8(a:y)+B+iicos(y2)Ky-'6) 
+{ Ccos  (fct) +3J  cos  (yz)  +  -4)  (2  —  e), 

G5=*=  |i?+-i<co8(a:y)+«cos(ftr))(a?— a) 
+ i  Bcos  (j?y)  +  il + tf  cos  (yz) )  (y — 6) 
+ {Äcos  (20:) + -4  cos  (yz) + € }  (t  f— p) ; 

und  mittelst  leichter  Becbnupg  fiiid^t  man: 

C  Ücos(zx)  +  Cco8(y2)+Ä=0; 

C    C+)$cos(3ry)+-4cos(2a:)  =  0, 
2)  ....    <   C«os(d:y)  +  J^  +  il#:os<^;^»piir, 

t  Ccos(za:)+}5cos(y2)  +  -4=i0; 

Sß  +  ^cpsOi:y)+  tfco$(z4?)=0, 
JScosUy)  -(-  4  +  tf^oß<y?).=^0, 
£  cos  (zor) -h^  cos  (yz)H-  tf=^; 

also  nach  dem  Obigen: 

G«=ir(;r-a),    G1f^N{y^b),    GS-Niz-^c). 

Wir  haben  Aalw»  w^n  «rU  d|,e^ig»^ei^h«ng4w}sehfn  ^,  ¥;  Z 
und  X»  y»  S  mit  G  multipliciren  und  für.  GJH,  G]f,  GS  ihre  vor» 
stehenden  Werthe  setzen^  die  folgende  GMehungt 

12* 


=0 
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X(«— «)+F(^-6)  +  Z(«— c)  ', 
+  [Ä^(y-6).+  F(a;-a)]cos(a:y) 
+  [F(*-c)+Z(y-6)]c<w(yi)        *      ~ 
+  [Zix-^a)  +  i(2;— c)]co8(za:) 

Also  ist  die  gesachte  Gleicbang  der  Ebene: 

4).   .   .   .        -I(ä:— a)+F(y— 6)+Z(x— c) 
+  {jr(y— 6)+  F(x— a))cos(^y) 
,    +{F(2-.c)+Z(y-6)lcos(.v2) 
+ 1  Z(a:— a)  +  2C(2  —  c)}cos(»r) 

oder : 

6)  .   .   .      I-X+  Fco8(j?y)+  Zcos(2a?))(a: — o) 

+  |i:cos(a;y)  +  F+  Zcos(yz))  (y-6)  }  =0- 
+  l-rcos(M?)  +  Fcos(y2)  +  Z}  (i  — c) 

Nach  L  31)  ist  aber: 

-1+  Fcos  {xy)  +  Z  cos  {ix) = iVcos  c , 
^cos(ary)-f  F+  Zcos(^)r=:iV^cos/7, 
JFcos (zo:) -f  Fcos(yz)-|-  Z=iVcosy; 

also  ist: 

6)  .   .   .  (a;— a)cosir-f  (y--6)cos|3-f (a;-*-e)co8y=:0 

die  GleichuDg  der  Ebene. 

Gebt  diese  Ebene  Oberhaupt  durch  den  Punkt  (fgh)»  so  dass 
also  dieser  Punkt  ein  Punkt  der  Ebene  ist,  so  ist  nach  6): 

(f — €^toBa^(g — 6)cos/}-f  (A — c)co8y  =  0, 

folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  von  6)  absieht: 

7)  .   .   .  (x--/)cosa-f(y— ^)cosjS-|-(i;<— A)cosy&BO 
die  Gleichung  der  filbene. 
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5.  17. 

J^de  darch  eine  Gleichang  voo  der  Form 
8) if(a?-a)  +  X(y— 6)  +  ilf(i— c)  =  0 

charakterisirte  Flfiche  ist  eine  durch  den  Punkt  {abc)  gehende  Ebene. 

Man  nehme  in  der  durch  die  Gleichung  8)   charakterbirten 
Fläche  zwei  beliebige  Punkte  (foffo^)  und  (fiffihi)  an,  so  ist: 

K{f^  -.a)  +  i(yj-6)+ilf(*i-c)=0; 
also  durch  Subtracfion: 

K(fo-fi)  +  L{g^-9i)  +  Ä(*o-*i)  =  0. 

Legt   man  nun  durch    die  beiden  Punkte  (/offo^o)  und  (figihj) 
eine  Gerade  ^  so  sind  nach  §.  11.  deren  Gleichungen : 

fo^fi       9o—9i       Äo  — *i 
oder 

/o— /i       9o—9i       *o— *i* 

und  wenn  also  jetzt  (jnfj)  einen  beliebigen^  aber  bestimmten  Punkt 
dieser  Geraden  bezeiclinety  so  ist: 

oder 

y— A  ^  0—^1  _  ?— *i  , 

also,  wenn  6  einen  gewissen  Factor  bezdchnet: 

/o-^A  =  G(r-A).    yo~^i  =  G(9-^o),    *o-*i  =  G(f-*o); 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 

Ä(ir-A)+i(V-W  +  *(f-*o)  =  0. 

Addirt  man  hierzu  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung: 

Ä(A-ii)  +  £(^o-6)+  Jir(Ao-c)=o, 

so  erhftlt  man  die  Gleichung 

Jf(jr-a)+X(i>-6)  +  JIf(l-c)=0, 
und  sieht  also,  dass  der  Punkt  ipff)  die  GMchnng 
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«(ar-fl)  +  L(y--6)  +  JH  (z— c)=0 

befriedigt,  folglich  in  der  durch  dieselbe  charakterisirten-  Flache 
liegt.  Da  nun  die  Poftkte  (foffo^o)  vihd  (fiffihi)  iii  dieser  Fföche 
beliebig  angenommeo  wordea  »ind^  und  da  {stfif)  ein  ganz  will- 
kfihrlicber  Punkt  in  der  durch  diese  beiden  Punkte  gehenden 
Gi^fftden  l^t,  so  ^i^fat  man ,  däs6  j^de  durch  irgend  twti  Pcrnkte 
ia  der  in  R^de  slebendfed  Fläche  geedgene  Gerade  ihrer  ijanzen 
Ausdehniing  nadh  In  Aiese  Fläehe  fllU,  diese  Flätbe  folglich 
eine  Ebene  ist,  wie  bevriesen  werden  sollte.  Dass  aber  diese 
Ebene  durch  den  Punkt  (übd)  geht,  oder  dasd  dieser  Punkt  in 
derselben  liegt»  Terstehi  h\ch  ^on  selbst»  Vv'eil  die  Gleichung 

K(ar—a)  +  L(y-^ö)  +  AI  (i— <?)  =0 
durch  die  Werthe  a,  b,  c.der  Coordinaten  a,  y,  t  erfüllt  wird. 


5.  18. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungsgleichungen  .suchen,  welche 
erfüllt  sein  mOssen,  wenn  eine  Ebene  und  eine  Gerade,  der^n 
Gleichungen  beziehun|;sweise 

9)  .    .    .     lf(a?— a)+i(y-.6)  +  if(2— c)  =  0 

und 

10)  ^"^^0  _  y^ftp  _  ^  —  Cq 

Äi,  La  ^o 

sind,  auf  einander  senkrecht  stdiert  sollen. 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  eine  der  beiden  kichtongen  der  durch  die  Gleichungen  10) 
charakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
X,  y,  »  einschliesst,  däteh  tt^,  ß^,  f^';  Hö  ist  naoh  §.  16.  die 
Gleichong  der  durch  den  Punkt  (abc)  gehenden,  auf  der  in  Rede 
stellenden  Geraden  senkrecht  stehenden  £bene: 

(x— a)cosao  +  (.y— *)cosjJo  +  (s—c)cosyo  =  0  *);  , 


*)  Zum  Ueberflast  kann  man,  das«  im  Allgemeinen  durch  die  GleichoAg 
I)   .  .  .•  (o;— /)cosa  +  (y — ^)cosj3-|-(z — Ä)cosy=0 

eine  durch  den  l^onkt  (/ifA)  gehende  Ebene  dargestellt  wird,  welche  anf 
einer  Geraden ,  deren  eine  Richtung  mit  ^en  poeilivea  TlielleD  der  Azen 
der  «T,  |f,  8  die  180*^  nicht  übersteigenden  Winkel  a^  fi^  y  einschliesst, 
senkrecht  steht,  Jetzt  iioch  hesoddcirs  anf  folgende  Art  beweisen. 

Dass  die  in   Bede  iMhande  OMdüMir  «^^  dnrdi  den  FiUfki  </^A) 
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und  da  nuo  mit  dteser  Ebeae  die  durdb  die  GleichnBjy  9)  charak- 
terisirte,  gleichfalls  durch  den  Punkt  (abc)  gehende  Ebene  zusam- 
menfallen  muss,  wenn  sie  auf  der  durch  die  Gleichungen  10) 
charakterisirten  Geraden  senkrecht  stehea  soll«  so  muss,  wenn 
G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 


flehende  Eli6ne  darstellt,  fotgt  unmittelbar  ans  $•  17,  Ist  nun  {nÖC)  der 
Durchschnittapunlct  dieser  Ebene  mit  der  Geraden,  deren  eifie  Richtung 
mit  den  pesitiren  Theilen  der  Axen  der  X^  p,  »  die  180^  nicht  über- 
steigenden Winkel  a^  ß,  y  einschlfesst,  so  isl  mieh  1): 

2)  .  .  .   (a — /)cosa  +  (ft-=-^)cos/5  +  (c — A)cosy  =  0, 
also,    wenn  man  2)  ron  1)  tubtrahirt: 

3)  .  .  .  .  (ar  — o)cosa  +  (y— 6)eos/J'+{«— c)co»y;ÄO 

die  Gleichung  der  Ebene.  Zieht  man  nun  Ton  irgend  einem  Punkte 
{xj^^  dieser  Ebene  nach  dem  Paukte  (o^c)  cdne  Q^rade,  und  bezeich- 
Del  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  dio  eine  Richtung 
dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der  X,  Py  »  ein- 
schliesst,  durch  0,  u>,  S,  so  sind  bekanntlich 

(a? — g)  +  (y — b)  cos  (xy) +(z^c)  cos(2g) 

cosd 

(a:— g) cos (ay)-f(y— *)+(<— g)c*g(yg)  f  ^-^^ 

cos  OD 

__(x^a)  cos  (tx)  -f  (y — *)  cos  (yt)  +{x  ^  c) 

cosc5  ^ 

die  Gleichnngen  dieser  Geraden,  und  wir  können  also  setsen: 

{x — a)  +  (y  —  6)cos(ary)  +  (2-'C)€os(«r)  =  Crcos0j 
(x — a)cos(j:y)  +  (y  — 6)  -f  (z  — c)cos(yz)=s  Crcosio, 
(x — a)cos(2a;)  +  (y — 6)cos(y«)  +  (s-»c)=:  GcosS; 

wo  jetit  Xj  p,  %  die  Coordinaten  des  in  Rede  stehenden,  in  der  Ebene 
angenommenen  Ponktes  beaelchaea.  Myltiplleirea  whr  «Kese  CHeiehnn- 
gBB  nach  der  Reihe  mit 

Ä,  C,  J?;    C,  B,  A;    ß,  A,  « 

nnd  addire  sie  in  jedem  Falle  zn  einander,  so  erhalten  wir  mit  Rück- 
sieht  auf  die  Gleichungen  $•  16.  1),  2),  S)  nnd  die  dortigen  Werthe  von 

iF,  y,  5: 

N(x^a)==GX,    iV(y-6)  =  Gj),    JV(i~c)=  Gg"; 
also  wegen  der  Gleichung  3) : 

Xco8a-f*ycps/}-|-5cosy:;;0, 
md  folglidi  nach  L  92): 
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8610.    Setzen  wir  oun 

J[^  =  Ü  €08  oo  +  Ccoe /^o + ^<^0  }^o  * 

Zq  =£€0800+ ^co8/?o+^cosyo; 

80  8tnd  die  Gleichungen  der  durch  die  Gleichungen  10)  charak 
terisirten  Geraden  bekanntlich  auch: 

g  — «o  _  y  — ftp  _  g  — gp 

■^0  I^o  ^o 

und  es  ist  folglich»  wenn  Cro  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

Kq  =s  Gi^Xf^f    Lq  =5  Gq  Fq,    Mq  =  CtqZo  ; 

also: 

Eq  =  Cro  (Ü  cos  tfo  -f  Ccosß^  -f  jBcos  yo)  * 

I^  =  Ctq  ( Cco8tto  + 39  cos /?o  +  '^  cos  }^o)> 
ilfQ=  GoiBcoBttQ+  AcosßQ+  tfcos^o); 

folglich  nach  dem  Obigen: 

i 

also  sind  die  gesachten  Bedingungsgleichungen  offenbar: 

Ans  den  Torstebenden  Ausdrflcken  von  K,,,  l^,  Mn  folgt  auch 


M\X-\-  TcoB(x!f)  +  Zcos(£c) \ 

+J>{Jfco8(*y)+  F+Zcos,(y»)}  ^  =0 

+  S{Xeoa(za;)+  FcM(yz)+Z) 
oder 

jrjf +FV  +  ZS 

+  iX)f+  rX)  cos  (ay) + (  FJ+ZP)  co8(yi)+(Z«+ jr5)co8(Mr] 

Folglich  ttehenSnach  I.  46)  die  beiden  Torher  betrachteten  Geraden  anf 
einander  tenkrecht,  and  da  diei  in  gleicher  Weise  von  Jeder  in  der 
Ebene  gezogenen  Geraden  gilt,  fo  iet  der  Sata  bewieaeiib 


?)  » 


-  G 
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+L[C+ltcoBixy)+Aeom(zaf)] 
+MIB+  A  cos  (x^) +€eoB  (xa:)] 

Ko  cog  («y )  -{-Lq  +  Mq  cos  (yi) 

K  [S  cos  (xif)  +  C+B  cos  (y2)] 
+  i  [Ccos  (a:y) + B + il  cos  (yi)] 
■t'M[Bco8(xy)+A+  tfcos(yz)] 

JSTo  cos  (xor) -^  Xro  cos  (yr) -f  ilfo 
I       i:[ilC0S  (ZOT)  +  CcoB  (Sfx)  +  B] 

=  ^  I  +i[Ccos(M:)+»co8(y2)+i<]  J  ; 
(  +i!f  [Äcos  (la:) + il  cos  (y«)  +  €] 

folglieh  nach  1),  2),  3): 

Ä;,  +  Z^cos(«y)+ JfoCOs(M:)=  ^  NM, 

K0caB(ay)+Lo+MoCOH(jfz)ss'^NL, 

Ko  cos  {zx)  +  A>  cos  iyx)  +  Jfo=  §  iVÄ; 

daher  lassen  sich  die  gesochteo  fiediognogsgleichoogen  auch  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 

^ /^-|-X^coa(j7y)-f-^o^<>*(^) 

L 

*"ifoCos(j:y)  +  Xo  +  Jlfocos  (yz) 

M ^ 

iroCos(zar)  -|-  X^ cos (ys;)  -f  Jfo' 

Nach  dem  Vorhergehenden  haben  wir  zugleich  die  folgenden 
Relationen  :• 

11**) 
N£Kq^  («Tu  +LC+  MB)  \  Kf,  +  Locoa  (xv)  +  Mq  cos  {zx)\, 

NLLo-{KC'{'L»'\'MA)\K0Cw(xy)^LQ'\'M0QM{yt)U 
NMMo-iKB'\'LA'k^M(S)\K0tM{tx)^L0Cou(y%)^]ia0V, 
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welche  dazu  dieneir,   die  Grössen 

KM+LC+JUB,    KC+LV+MA,    KB+LA  +  Mi 
durch  die  GrCflsiN» 

ITo  cos  (i«)  4- X^  cos  (yz) -f  ilfo 
anszudrückeu,  oud  umgekehrt. 

§.  19. 

Es  sei  jetzt  wieder 

12) Ä(jr-^«)  +  i(j^6)  +  *(;r^c)  =  0 

die  GleichuBg  dner  Ebene,  und  nun  die  Gerade  zu  bestinimen, 
welche  durch  den  gegebenen  Punkt  (ooboCo)  geht,  und  auf  der 
durch  diese  Gleichung  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht. 

Die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  der  gesuchten  Ge- 
raden mit  den  positiven  Theileu  der  Axen  der  x,  y,  z  einge- 
schlossenen, 180^  nicht  ubersteigendeD  Winkel  seien  «^,  ß^,  y^\ 
so  ist  nach  §.  16.  die  Gleichung  der  durch  die.Gleichung  12)  cha- 
rakterisirten  Ebeve  auch :  . 

(a?— a)cos«o  +  (.V— ^)cosj3o  +  (t— rOcosyo=0, 
alsoy  wenn  G^  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  nach  12): 

coso^  Ä  O^K,    cosft  =  Go^»    <^os jb  =  GqM, 
Setzen  wir  nun 

Xq  =  ilcosao+  Ccoaßo  +  Bcosy©, 
Fo  =  Ccos«o+3Jces/Sö  -f  Jcos/o' 
Zq  zizßcoactQ  +  A  cos  /?o  *f  £  cosj^q  ; 

so  ist  nach  I.  33): 

iToODSo^^  ¥QCoBßo  +  ZoCOBy^ssN, 

also  nach  dem  Obigen : 

Go(KXo  +  LTo  +  MZo)  =  N. 

Zugleich  ist  aber 

Äo  =  GoiMK^CL^BM), 

h  =  GoiCK+»L+AM), 
Zo=iGo(Bt[i-AL+€il}; 


Neft€  TkiCfie  dar  geraden  Ume  M  Jfaume  und  der  Biene.    t1% 
also: 

und  folgllcb  flftch  ^eib  Torberg^headen  offefnbar: 
1^  Go=± Y  jUiPu.Tfilß^aM'+iCXL+iALM+iBJaK ' 


woraus  dann  fernem  n^f  ß^,  %  mWelst  der  Forlhein: 
14)  .  .  .  cosao=^^o'^>    t^ßßot:! GoL,    eöayotsGoM    ^ 

gefunden  werden i  und  dah^r  die  gesuchtei  durch  'den  Punkt 
(oq^o^o)  gehende  Gerade  vollkommen  bestimmt  ist. 

Die  Gleichungen  dieser  Gdtaden  sind  nach  L  23): 

^ — ffp y — &o  _  g  — gp 

also  ntith  detn  Obigen: 

II*.         ^ — gp    __^      y^fro  «— Cp  

Bezeichnen  wir  die  Coorditiaten  des  Durchschnittspunkts  des 
Perpendikels  mit  der  gegebenen  Ebene  durch  jr»  9,  |;nS&  habeb 
wir  zu  deren  Bestimmung  nach  12)  und  15)  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

if(jr-fl)  +  i(9-*)  +  Jtf(l— «)  =  0, 

deren  erste  man  auch  nnter  der  {bigtfaden  Form  darstellen  kann: 
KOi-ao)+L(v-bo)+M(j-Co)=K(a-a^)fL(b-bo)-i-M(c-Co)i 
nod  setzt  man  nnn  der.Kfirze  wegen: 

y— gp »*~^o ? — Cq «  , 

ME+CLTBM"  CK+1$L  +  AJU-  BK+AL+dM-^*'' 

so  ist 

If  (a— oo)  +  i(6  -  6«)  +  Jf  (c- Co) 

=  {K(£lK-t-  CL+BM)  i-L(CKi-l$L+AM)  -f  ]I^BK+AL+<iJll)  ]  C?»' 
=  (,AK*+1»t^+im+2CKLi-iALil+WMK)Gn', 
also : 


1 
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■ 

und  zur  Bestimmnng  der  Coordinaten  jr,  9,  }  hat  man  nach  dem 
Obigen  die  folgenden  Formeln  r 

*-ao=  Go'(JWr+  CL^-BM), 

17) ^  ^>-6o=G«'(Cr+»X  +  -<IJf). 

}  —  <V,= C?o'  (fir+  id£  -t^  (CIT) ; 

welche  man  nftcii  dem  Obigen  auch  unter  der  folgenden  Form 
darstellen  kann: 

17*)ir-«o=-^Jfo,    V-6o=^Vo,    i-cö=^'Zo. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Länge  des  von  dem  Punkte  (oo^o^) 
auf  die  gegebene  Ebene  geflUiten  Perpendikels  durch  Pq,  so  ist 
bekanntlich : 

Po*  =  (jf- a^«  +  (t^  -  60)»  +  Ö-<V))^ 
+2(r-€io)(iH*o)cos(a:y)+2(t^-6o)Ö-C6)  cos(y2)+2(j-Co)(Jr-iio)  cos(Mr), 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

/>o«=  ^1-^0«+  Fo»+  Zo*+2Jro  Focos  {xy) 

+  2  Fo  Zo  cos  (yz) + 22©  Aocos  {%x) 
und  folglich  nach  einer  schon  oft  angewandten  Formel : 

Nun  ist  aber  nach  13)  und  16): 


also 


IT  ""  ir(a-ao)  +  L(6-«i>)  +  Jlf(c-Co)' 


^/     {Jg(fl-go)  +  I>(6>-ftb)+Jf(c--cö)>Go* 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  ofenbar: 
also: 
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18)  .  .  /\,=±Goi^(«-«o)+l^(*-*o)  +  *(c-«o)h 

das  Zeichen  so  genommen ,    dass  Pq  positiv  wird.    Ffir  Gq  ist 
der  Werth  13)  ein;zufiibren. 

§.20. 
Wir  wollen  jetzt  die  von  zwei  durch  die  Gleichungen 

19)  •  .     J 

charakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  Fq^i  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  anf  jede  der  beiden  Ebenen 
ein  Perpendikel  errichtet,  «nd  bezeichnen  die  von  einer  der  bei- 
den Richtungen  eines  jeden  dieser  Perpendikel  mit  den  positiven 
Theilen  der  Äxen  der  x,  y,  z  eingeschlossenen  Winkel  respec- 
tive  durch  cxq,  /?o>  7o  ^^^  ^i>  ßi»  Yf  ^ann  ftllt  anf  der  Stelle 
in  die  Augen ,  dass  die  Winkel  F^i  von  den  Winkeln  dieser 
Perpendikel  nicht  verschieden  sind,  und  dass  es  also  bloss  auf 
die  Bestimmung  dieser  letzteren  Winkel  ankommt. 

Setzen  wir  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 

anf  einander : 

20) 


=*v 


N 


AKo*  +  »V + «ilfo» + 2C«bI*  +  2  JLoAfo  +  iBMoKn' 


I 

so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

co8cto=GoKo,    coßßozsGoLQt    cosyo=Goilfo; 
cos  «1  =  Giii , *  cos  ßi==GiIji9    cos  7i  =  6| üf| . 

Filr 

JTq  =  J  cos  er^ -f  Ccos /}o -f  ^  cos  y'o  9 
Fq  =  Ccos  oo  +  S  cos /?o+ ^  cos  }^o , 

JZo=Bcosoo  +  ^cos/^-f  £  cos/o 
nnd 

JKi  =4  cos  Ol  +  Ccos  ^1  +  Bcosfi » 

Fi  =  Ccos«|-f  ]$cos/?i  +  AcoByif 

Z|=:Scosa|-f  ilcosA-|-  Ccos 71 
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ist  Dach  i.  36); 

cos  ro>i  —  """—  7^ 9 

^     _  ^t  cos0^  +  Fl  coBßo  +  Zi  cosyp . 
cos  ^0,1  — 21^ * 

also  nach  dem  Obigen: 


cos  r  0*1 


cos  Von  ==! 


N  " 


Nun  ist  aber: 


Fo  =  GoiCKo-t-üLQ+Am^^, 


also: 


=  ft 


i-^KoMi)  +  C(ÄbLi+JMi)  f  ' 


folglicli  nach  dem  Obigen: 

cos  Fo»i 

^  *  j  -f^XoJi#i-fiifo£i)+g(iifoi-t+goJifi)+C(i:;>£i-H,oi-,)  ( 

oder  nach  $0)t 
21) cos  Fo.i    , 


_  »1. 

woraus  sich  zuglei^  ergiebt,  ^ass  die  BectingVRga^ichung,  welche 
erffillt  sein  muss»  w<enn  die  beiden '£lbenen  attf  einander  senkrecht 
stehen  sollen,  die  fojgeiiide  ist: 
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22) MKoKi^-ßUyLi^S.JIoMr  \ 

Für 

Aq,i  ==  cos  /5p  cos  yi  —  cos  /o  cos  ßx , 

Bo>i  ==  cos  y^  cos  ori — cos  «<>  cosy^ , 

C^^l  =SCO»«!oCDSpl-*CQ9i/?^C»Sai 

s 

ist  nach  1.  41): 

iVsinFci* 

=  Ao,i*  +  Boa*  +  Co,i*+  2Ä04  Bu,i  cos {xy)  +  2Bo,i  Co,i  cos  (yz) 

+  2Co,i  Ao,iC08(ta:). 
Nun  ist  nach  dem  Obigen : 

Ao,i  =  GqGi  (LqMi  —  MqL^  ) , 
Bo»i  =  GoGji(ü/oÄi  — JKqMi)» 

als<^ : 


23) iVwInr, 


oa 


• 


=  Go«Gi? 


+  2(ilM:i ~Äi»i)  (KoLi  -L^i)  coaiyz) 
+  2  (JS^Lj^  —  JLoJTi)  (ioilfi  -  MoLx)  cos  (2a:) 
oder: 

24) «inF«,^ 

(jiLi-i;^,jri)*+(A»Äi-^oiii)*+(^(A-Ä;>iif,:>" 

+  2  (ioÄi— ilH^t,)  (Jlfo«i  -  «b*i)  cos  (ay) 
+  2,(Jf»«i  -  Ä;>itft)  (liii  --ItoÄi)  co».(^) 


XjCÄTi»  +  »A« + tf  lt»+2^Zi  J(i + WSftEi  +2CEtLi) 


\ 


Endlich  erhält  man  aus  den  beiden  Gleichnngen  21)  und  24) 
durch  Division : 
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26).  .... tangFon« 

(jr.£,-i„jr»)«+(£.ilfi-Jf,Zi)*+(J»A-iroJ!fi)* 
+  2  (üoilf ,  —  ilf  ,Li)  (Jlf «JTi  -  jr.  Jlf.)  coB  («y) 

+2(Jf.Jrj  -  jr^iVi)  (£o£»-i.£i)  co8(y«) 
+  2(J:;,A  -  XoJTi)  (X.JIft  -  JlfoZ,)co»(«r) 

I  +  ^  (Loiif, +if,i,) + Ä(iif.jri+JK;,3fi) + a^oA+i'.iKi)  i 


§.  21. 

Wenn  jetzt 

26)    .    .    .    jr(a:— ii)  +  L(y— 6)  +  Ä(«— c)=0 
die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  und 

ITo  io  -^o 

die  Gleichungen  einer  Geraden  sind,  so  soll  man  den  Neigungs- 
winkel «/o  dieser  letzteren  gegen  die  erstere  finden. 

Die  Ton  der  einen  der  beiden  Richtungen  der  durch  die  Glei- 
chungen 27)  charakterisirten  Geraden  mit  den  positiven  Theilen 
der  Axen  der  a,  y,  %  eingeschlossenen,  190P  nicht  übersteigen- 
den Winkel  seien  a^,  ß^,  y«;   und  wie  gewöhnlich  werde 

X^  =  itcos^o  +  CcoBßo  +  Äcosyo  • 
Fo  =:  Ccos«^  +  VcoBßo  +  A  cosyo » 
Zo  =Äco8«o+-^cos/5o+  tf  cösy^ 

gesetzt;   dann  sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  Gerade^  be- 
kanntlich auch : 

^— go_y--*o__g-C6 

Xq  Iq  Zq 

Femer  denke  man  sich  auf  die  gegebene  Ebene  ein  Perpen- 
dikel errichtet  und  bezeichne  die  von  der  einen  der  beiden  Rich- 
tungen dieses  Perpendikels  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  X,  y,  %  eingeschlossenen,  ISO^'  nicht  Cbersteigenden  Winkel 
durch  a,  ß,  /,  so  ist  bekanntlich,  wenn  G  einen  gewissen  Fac- 
tor bezeichnet: 

cosa SS  GK,    coBß  =  GL,    eosy  s=  GM. 
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Man  ist  offenbar  sinJo  ^^^i  absoluten  WMhe  des  Cosinus 
eines  der  beiden  von  diesem  Perpendikel  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden eingeschlossenen  Winkel  gleich.    Also  ist  nach  L  36): 

.     _        .  Jfocosa+Focos/J  +  Zocosy 
sinJo==i: ]y= ' 

oder  nach  dem  Obigen: 

8m,/o=5± 2^ * 

das  Zeichen  so  genommen  ^ .  dass  sinJo  positiv  wird. 
Setzen  wir 

jr  =  ilcosa-f  CcoBß+  BcoBy, 
TzrzCcoBa  +  Ücosß^AcoBy, 
Z  =:Bco»a  +  Aeosß  +  'Scoay; 

so  ist  nach  dem  Obigen: 

Z=G(iWr+CL+Bilf), 
¥z=G(CK+^L  +  AM), 
Z  =  G(BK+AL  +  (t]H); 

und  weil  nun  nach  I.  35) 

Äcosa  -f  I  Fcos  ß  +  Zcosy  =  N, 

d.  h.  nach  dem  Obigen 

G(KX+Lr+MZ)  =  N 

r 

ist;  so  ist  offenbar: 


*'  — ±V  JlJr«  +  »i* + «^* ^2ALM^ 2BMK+  2CKL ' 

also  nach  dem  Obigen: 

28) 

KÄp  +  LTp  +  lUZf^ 


sin  Jo=± 


oder  nach  dem  Obigen: 

29) :  ,  sinJo  = 

iüK+CL+B3i)coBao'\-(CKi-'»L+A»f)co8ßo'\'iBK+AL+a9f)co8y^ 
*  VN(M£*  +  fii«+  iiJU^+2ALM+2BMK+2CKL) 

riicii  XXXIV.  13     . 
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Nach  dem  Obigen  ist  fenieri   wenn  Go  einen  gewissen  Fac- 
tor beaeichnet: 

-^0  =  GqKq  ,     Y0  =  ^0^0 »     ^0  =  Go^o  ; 

I 

und  folglich,  weil  bekanntlich  > 

« 

ist: 

^  _  ■  N 

Nun  ist  aber  nach  I.  32): 

Xq  +  Tq  cos  (jry)  -f  Zq  cos  (zx) 

COS«o  = jf > 

_  Jfp  COS  (jry)  +  Fq  -f  Zq  cos  (yi) 
cos  Po  = jy » 


A;>  cos  (tx)  +  Fq  cos  (yx)  +  Z^ . 
cos  yo  = 2^ * 


also: 


cosoo= 2\r * 

^  __Go\Ko cos (ary)  -f  I>o  -f  üf p cos (yi)  j 

cos  Pq  —  ^  '       '    » 

_  Coli;)  cos  (gar) +  I>o  cos  (yy)  +  ^o>, 
cos  yo "--  -  /y  • 

oder  nach  dem  Obigen: 

30) cosoo 

_^ ^^o  +  IiftCosCa^y)^  Jlfoco8(i^)    


VKoHW+MoH^KoLoCOB(xy)+'2LoMoC08(y2)+2MoKi^B(za:) 

COS/?o 

_, IToCOsCary)  +  Lq  +  Mocoa(yx) 


=» 


VKoHLo*+MoHiKoLoCos{xy)+2LoiloCOBigsH2M^coB(%x) 

coayo 

A^cog(».T)  +  Lpcoa  Cyz)  +  31^ 

VK^*'+L^*ili^2KoLo'»B(xyH2L^3fo':o*(9z)+2M,K^o8(tx)' 
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Fdglkb  Ut  iMioh  89)  t 

31) 8inJo  = 

(iUr-|-CX-f^iir){jr.-fIreOos(dy)+ilfo€os(xir)) 

+  (CJt-h  ]!»Lf  ililf)  t  iTo  C08  (^)  +  £o +iVo  €08  (92)  ) 

+  {BK^AL^iU)  tJTo  C08  {ix) + Lo  co8  (yi)  ^Mo  ] 

^  ><|jroHio*+iro«+2JroLoC08(a:y)+2Z;oifoCOÄ(y2)+2JlfoAroCos^^^^ 

Nan  kann  man  aber  den  Zfihier  offenbar  auf  die  folgende  Form 
bringen : 

KKo  t ü  -f  Cco8 {xy)  -f  Bcob{xx) \ 
+  LLo  {CcoB(xy)+Jt  +  Acoa(yz)] 
+  MMo{Bcob(xx)  +Acos(yx)  +  (i) 
+  ELo  {ilco»(ay)  +  C+Äco8(yf)| 
+  KMo  tÜcos  (xx)  +  Cco8  (ffz)  +  J8} 
+  LKo  {C  +  Jicoa(xy)  +  AcoB(xx)\ 
+  x]lfo  t  Ccos  (xa)  -f  3$  co8(yz)  +  il} 
-f  ilUTo  {B  +  A C08(ary) H-  (f  eosCzor)} 
+  MLo  I  ßcos(a;y)  +  ^  +  €cos(yz)}, 

80  dase  also  nacb  1)»  2)»  3)  der  Zftbler  offenbar 

und  folglich  nach  31): 

32) 8inJ^  = 

(KKo+  LLo  +  MMo)VN 

\r  (aP+VL^+i£An+2ALAI+2BlllK+2CKL) 

^  X I  K^HLoHMoH^ol'o  coB(/xyH2LoMo  coBiyz)+2MoKo  co8(ä»)  ) 

ist»  indem  man  in  allen  AusdrOcken  von  einJo  das  Zeichen  so 
nimmt,  dass  sio  Jo  positit  wird. 

§•  22. 

Wenn  awei  Ebene*»  deren  6leiebiiAgan : 

ijro(«— ao)  +  iü(y*-4o)+*o(*-Co)=0, 
jri(ar— ai)  +  L|(y-6,)  +  iri(«-Ci)=6 

18* 
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sind,  einander  parallel  sein  sollen ,  so  mnss  es  eine  Gerade  geben, 
die  auf  diesen  beiden  Ebenen  senkrecht  steht;  und  sind  nun 
a,  ßy  y  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine 
der  beiden  Richtungen  dieser  Geraden  mit  den  positiven  T heilen 
der  Axen  der  x,  y^  z  einschliesst,  so  muss  nach  dem  Obigen, 
wenn  Gq  und  6|  gewisse  Factoren  bezeichnen: 

cosa=:€ro£^o»    cos/S=Goio»    cosy=Goilfo5 

cosas:  CriiTi,    COS /3  =  (Ji L| ^    cosy=Cri^i; 
also : 

GoMq  =  GiMi ; 

folglich 

^  — ~2  —  ^^  .»  ^ 

Kl      Li       -Wi  ""  G„ 
sein.    Daher  sind  die  gesuchten  Bedingungsgleichungen ; 

oj\  ^0         Lq        JUq 

^^ Yi^Li-Mi' 

Wir  verbinden  hiermit  zugleich   die  Entwickelung  der  Glei- 
chung der  Durchschnittslinie  der  beiden  durch  die  Gleichungen 


I  Ko{x^ 
35)  . . .    ] 

.   '  Ki(x-- 


charakterisirten  Ebenen,  insofern  dieselben  sich  schneiden. 
Die  Gleichungen  dieser  Durchschnittslinie  seien: 

^ — Oqh  __  y — ^o»i  _  i — Co,| 

Äo,x  -^o»!  •«"0>i 

Da  der  Punkt  (ao»i>  Aou»  <^o^i)  "^  beiden  Ebepen  liegt,  so  ist: 

I 

^0  («0,1  —  Co)  +  io  (*o,i  —  6o)  +  üf o  (Co,i  —  Co)  =  0, 

^1  («0,1  —  Öl)  +  Ii  (*o,i  —  Äj)  +  J/j  (Con  — cj  =0 ; 

und  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  sind  also  auch: 
Koix-^  a^,i)  +  io(y— 6o,i)  +iifo(2  — Co,i)=0, 
Kl  (a?— ag,i)  +  Zrt  (y — Äo,i)  +  Ml  (z—con)  =  0; 

folglich  offenbar: 
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worau«  mao,  wenn  6o»i  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

erhält,  so  dass  also 

37)^  • 

ist. 

Die  Gleichungen  der  Ourchschnittslinie  sind  nach  dem  Obigen:* 

oov     ^"^gQq y— fton ^  —  gpa 

'^^     Lo^A-iHol'i^^o^i-^o^i"^©^!— io^i' 

wo  zwischen  den  Goordinaten  flou»  ^oti»  ^o»i  ^'^  '^^^  folgenden 
Gleichungen  Statt  finden: 

39) 
^0  (<»0»i ""  «o)  +  ^0  (^on  —  ^o)  +  -^0  (^0»i  —  <?o)  =  0, 
^i(«o»i  —  «i)  +  A(6o*i  —  *i)+  *i(coa  — ci)=0; 
oder: 

i   iroaO'lH--Z^O^O'i~f'^0^0'l='^0^0'f-I'0^0~l'^0<^0»       ' 

40) 

wobei  es  sich  von  seihst  versteht,  dass  von  einer  vollständigen 
Bestimmung  dieser  Coordinaten  nicht  die  Rede  sein  kann,  weil 
dieselben  jedem  Punkte  der  Durchschnittslinie  der  beiden  gege- 
benen Ebenen  angeboren  können;  vielmehr  kann  man  fiir  Oo»i» 
^0>i9  ^on  ^"^  Werthe  setzen,  welche  den  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  genügen. 

Nach  34)  würden  die  Nenner  der  BrOche  in  38)  verschwin- 
den, wenn  die  beiden  durch  die  Gleichungen  35)  charakterisirten 
Ebenen  einander  parallel  wären  und  sich  also  nicht  schnitten. 

§.23. 

Die  Gleichung  einer  Ebene  zu  finden,  welche  durch  drei  ge- 
gebene, Punkte  (aoöoCo),  (^i^iCi),  (p%b%c^  geht. 
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Die  geaachte  GlekhuQg  sei 

K{x^a)  +  Liy-^b)  +  M{z  -  o)  :;=  0, 
so  ist  nach  der  BedinguDg  der  Aufgabe : 

K{ao^a)  +  i(6o— 6)  +  Mic^-^e)  =  0, 
K(ai^a)  +  i(ft,— 6)  +  *(ci  ^e)  =0, 
K(a^-a)  +  X(6*-*)  +  M(c^^c)  =  0; 
oder,   wenn  wir 

D=Ka  +  Lb  +  Mc 

setzen : 

iTos  4  JUt  -I-  JUc^  =  A 
MultipHdren  wir  diese  Gleichungen  naeb  der  Reihe  znerst  mit 

ÄiCj — Cib^,    b^c^,  —  c^bo »    boCi  —  Co6| ; 
dann  mit 

^  t 

endlich  mit 

und  addirensie  in  jedem  Falle  zu  einander;  so  erhalten  wir»  wenn 
wir  der  Kürze  wegen 

41)    4^ßo (biC^^Cib^  +  «1  (*««•  -^  <?«*•)  +  ö«(*o<?i  — <5«*i) 
=  6o  («lO«— «iC«)  +  6i  (c^ö6— «r«Co)  +  ÄaCc^fli — floCi) 
»»  Co  (ot*«— ÄiO,)  +  Ci  («ra6o--Mo)4c9(ao6i  — fto«i) 
setzen»  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

JC^=D|(ÄjCa— Ci*,) +  (6aCo— c»6o)  +  (*oCi  — Co6i)l, 

M2i=zD{{aib^--bia^-{^(a^bo'-b^ao)'Kaobi'-boai)]; 

imd  wir  können  also  offenbar,   wenli  G  einen  beliebigen. Factor 
bezeichnet» 
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JCä  CU4,«,-c»6»)+(4»co~«i«o)+(6oCj-ci)6,)}, 

I/=£r|(C|aj|  — aiC2)  +  (r2ao  — aiCD)-|'(coai  — aoCi)), 

42)  ^ 
A=€rt(crit^— 6|i%)-f(as6o— At0o)4'(ao6i— 6oai)h 

setzen.    Die  Gleichung  der  geeuehten  Ebene»   welche  man   auf 
die  Form 

bringen  kann»  ist  also: 

43)  l(*iCi  -  Ci6a)  +  (6400^  e%h)'\-  (6oc,  —  coAi) \x  \ 

+  t(«i^a— *iat)  +  («'2*o— *»ao)+(aoÄi— ÄocTi))«  ' 
Nimmt  man  a»  6»  c  so  an»   dass  der  Gleichung 

44)  KftiC,— c,6J  +  (ötCo-Cafio)  +  (6oCi— co6i))a  \ 

^  1 

+  f(oi*«  —  *!<»«)  +  («afto  — Ägoo)  +  {Ofjfii  — 6oai)|c  J 

.  - 
genOgt  wird»   wo   also  {abc)  ein  beliebiger  Punkt  in   der  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  gehenden  Ebene  ist»  so  ist  die  Glei* 
chnng  dieser  Ebene: 

45)  ( (*ic^— cA)  +  (ÄiCO— «iW + (AöCi  — co6i)l(a?— a) 
+{ («lOji— atC^+  (ctoo— asCD)->'(eDai--ao^))(y— 6)  ^  =0. 

+ 1  (a|4«-6ifff)+ («afto— 4^«o) + («o6i  — *oai)|  (x— c) 

Bei   der  weiteren  Umformung   dieser  Gleichungen    will  ich 
mich  nicht  aufhalten. 


Dritte«  Kapitel. 

Die  allgemeinsten   Gesetze  der  Krystallographie. 

«.24. 

Bei   der  EntwickeluDg   der  allgemeinsten  Gesetze  der  Ery- 
stallegraphie»  welche  hier  sunScbst  nur  einen  rein  mathematischen 
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Zweck  hat,  werde  ich,  wie  dies  bei  jeder  streng  mathematischen 
UntersucbuTig  noth wendig  ist,  von  der  folgenden  bestimmten  De- 
finition eines  Krystalls  ausgehen ,  und  dieselbe  zu  der  Grundlage 
der  ganzen  folgenden  Untersuchung  machen: 

Ein  Krystall  ist  ein  System  von  Ebenen  im  Räume, 
für  welches  sich  drei  in  einem  Punkte  sich  schnei- 
dende gerade  Linien  oder  Axen  so  angeben  lassen, 
dass,  wenn  in  Bezug  auf  diese  drei  Axen  als  Coordi- 
natenaxen  die  Gleichungen  der  das  System  bildenden 
Ebenen  nach  der  Reihe 

Jro(a:— «o)  +  io(y  -  *o)  + -Wb(t— co)=0, 

A-^  (a:-iii) +V(y-6i)  +  üfi  (z-.c,)=:0, 

^(^-a«)+X'«(y-6«)+  Af«(«-C2)=0, 

u.  s.  w. 

sind,  sich  immer  drei  positive  rationale  oder  irratio- 
nale Zahlen  K,  L,  M  und  lauter  rationale»  übrigens 
positive  oder  negative  Zahlen 

^9       ^1»        ^»         ^>         A4,....  5 

f*0,    f*i,    H*     H»    f*4>  — 
von   solcher  Beschaffenheit' angeben  lassen,   dass 

oder,  in  einer  anderen  Zusammenstelljung  dieser  Glei- 
chungen, 

Ki=%iK,    Li=:XiL,     ilfi=fii^; 

u.  s.  w. 
ist. 

Die  drei  in  Rede  stehenden  Axen  sollen,   insofern  sie  die 
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obige  Eisenschaft  haben,  die  Krystall-Axen,  und  ihr  gemein- 
schaftlicher Dorchschnittspunkt  soll  der  Krystall-Mittelpunkt 
genannt  werden.    Die  Zahlen 

Ä)*  ^9  J^9  ^9  ^'4>'—5 

io*  ill  J^9  1^9  L^9*»'     9 

Ml,    M^9    M^9    M^,..,. 


wollen  wir,  natürlich  Iromer  in  Bezug  auf  die  betreffenden  KrystalU 
Axen,  die  Coefficienten  des  Krystalls  nennen.  Das  System 
paralleler  Ebenen ,  welche,  wenn  a,  b,  c  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  sind.  Im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

Kix-^a)  +  L(y—b)  +  ilf  (z— c)  =0 

charakterisirt  werden,  soll  das  Grund-System  heissen,  und  in 
Bezug  hierauf  werden  wir  die  positiven  Zahlen  K,  L,  M  die 
Grund -Coefficienten  nennen.  Endlich  sollen  die  positiven 
oder  negativen,  aber  stets  rationalen  Zahlen 

*0#  ^»  *>»  *j»  *4>«"»5 
Ao»  ^\9  ^9  ^8*  A^j .... ; 
f^O»      H*      f^>      f^>       fA4f— 

die  Ableitungs-Zahlen  genannt  werden. 

Anmerkung. 

Die  obige  Erklärung  eines  Krystalls  als  ein  System  einer 
gewissen  Bedingung  unterworfener  Ebenen  ist  hier  zunächst  nur 
aus  rein  mathematischem  Gesichtspunkte  und  mit  Rucksicht  auf  ^ 
die  folgenden  geometrischen  Betrachtungen,  denen  dieselbe  zur 
theoretischen  Grundlage  dienen  soll,  aufzufassen.  Rflcksichtlich 
der  in  der  Natur  unter  dem  Namen  Krystalle  vorkommenden 
Korper  ist  es  nach  meiner  Meinung  die  Hauptaufgabe  fortwäh- 
render Beobachtungen  und  Messungen,  immer  mehr  und  immer 
genauer  zu  untersuchen,  ob  und  in  wie  weit  diese  Körper  oder 
vielmehr  die  sie  einscbliessenden  Ebenen -Systeme  der  obigen 
Definition,  die,  wie  gesagt,  hier  zunächst  nur  als  Grundlage  rein 
mathematischer  Betrachtungen  fiber  solche  Ebenen -Systeme  die- 
nen soll,  entsprechen. 

Die  Gleichungen  der  Ebenen,  welche  ein  solches,  von  uns 
mit  dem  Namen  eines  Krystalls  belegtes  Ebenen  -  System  bilden, 
Werdern  jetzt  gewöhnliöh  durch  die  sogenannten  Parameter  die- 
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ser  Ebenen  aosgedrOckty  worunter  man  die  mit  ihren  gehartgen 
Zeichen  genommenen  Entfernungen  ihrer  Ourchachnittepunkte  mit 
den  drei  Axen  von  dem  Anfangspunkte  oder  dem  Mlttalpunkte 
des  Axen  -  Systems  versteht;  namentlich  bedient  sich  derselben 
Naumann  durcbgfingig  in  seinen  verdienstlichen  krystallogra- 
phischen  Arbeiten^  worüber  man  dessen  »,  Anfangsgrfinde  der 
Krystallographie.  Leipzig.  1854.  $•  7.  S.  7.^*  und  »»Ele- 
mente der  theoretischen  Krystallographie.  Leipzig. 
1856.  §.  14.  S.  17.''  nachsehen  kann.  Ich  gestehe  aber»  dass  ich 
keinen  Grund  aufzufinden  vermocht  habci  welcher  mich»  —  we- 
nigstens fflr  den  Zweck  der  folgenden  Untersuchungen»  —  zu 
dieser  Abweichung  von  der  in  der  analytischen  Geometrie  meisteo« 
gewuhnlicben  Darstellung  der  Gleichung  der  Ebene  hätte  bestim- 
men können  9  da  die  gew5hnlichen  CoeflÜcienten  sich  immer  leicht 
durch  die  Parameter  ausdrücken  lassen  und  umgekehrt,  ausser- 
dem aber  die  Einluhrung  der  letzteren  auch  zu  manchen  theore- 
tischen Bedenken  Veranlassung  giebt.    Ist  nämlich 

K{x—a)  -f  Hy^b)  +  ilf(i~c)=0 

die  Gleichung  einer  Ebene  in  geu  ähnlicher  Form  und  sind  p^  rf^  r 
deren  Parameter»  so  hat  man  die  folgenden  Gleichungeu: 

—  Äa -f /v(9  — 6)  —  ilfc  =:iO, 

—  iTa  — LA  +  )!f(r  —  <0  =0 


oder 


Ä>  =  Äa  +  I,6  +  illc, 
]llr=Ka  +  Lb  +  Mc\ 


also: 


Ka-i^Lb-^^Mc  Kg  +  Lb  +  Mc  Ka  +  Lb  +  JUc 


folglich 


oder 


1     I      1 


p    q   r 


und  da  es  nun  hier  offenbar  immer  bloss  auf  die  Verhältnisse 
der  Coeffidenten  K,  L,  M  ankommt»  so  kann  man  für  dieaeiben 
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jedeneit  ohne  Weiteres  die  reciproken  Parameter  «etzen/  wo- 
durch die  Gleidmng  der  Ebeoe  die  Gestalt 

«rb&lt.    Schreibt  ^mao  aber  die  Gleiehung 

ir(jr— a)+X(^  — 6)+  Äf(f — c)  =0 
unter  der  Form 

so  ist  ancfa 

jra  +  Z/6  +  Jfc"*'^a  +  i6+Äc*^iCa  +  X6  +  ilfc~   • 
also  nach  dem  Obigen: 

P       9      ^ 

welches  die  Form  ist^  die  namentlich  von  Mau  mann  allgemein 
angewandt  wird.  Da  (abc)  bekanntlich  ein  Punkt  in  unserer  Ebene 
ist,  so  Ist 

a       6       c      , 

P        Q        T  * 

was,  Tonder  vorhergehenden  Gleichung  abgesogen •  wieder  die 
schon  vorher  gefundene  Form 

X  —  a       V— "Ä     'X — c      -V 

P  g  T 

^ebt.  Man  sieht  also«  dass  die  Einfuhrung  der  Parameter  statt 
der  Coefficienten  nie  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt.  Nur 
aber  Ist  nicht  zu  übersehen,  dass  der  durchgängige  Gebranch  der 
Gleichung 

P      9      T 

manchen  theoretischen  Bedenken  unterliegt»  indem  z.  B.,  was  wir, 
ohne  auf  weitere  Erurterungen  uns  einzulassen,  fQr  jetzt  nur  be« 
merken  wollen,  unter  dieser  Form  die  Gleichung  einer  durch  den 
Anfang  der  Goordinaten  gehenden  Ebene  unmittelbar  gar  nicht 
enthalten  ist  Ich  habe  also,  wie  schon  erinnert,  keinen  Grund 
gefonden,   von  der  in  der  analytischen  Geometrie  gewöhnlichen 

d^  Gleichung  der  Etfieiie  abzugehen,   and  scbliesse 
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mich  in  dieser  Besiehung  ganz  an  Kupffer  an»  der  in  setneni 
,^Handbuche  der  rechnenden  Krystallonomie.  Peters, 
bürg.  1831.*'  auch  durchgängig  die  in  Rede  stehende  gewöhn- 
liche Form  gebraucht,  und  nur  S.  483.  ff.  den  Zusammenhang  der 
gevrohniichen  Coefficienten  mit  den  Parametern  nachweiset,  eben 
so  wie  vorher  von  mir  geschehen.  Ausser  Naumann  bedienen 
sich  unter  den  neueren  Krysttillographen  der  Parameter  Torziig- 
lich  Quintino  Sella  in  Turin,  der  in  seinen  treflTlichen  Arbei- 
ten (Sülle  forme  del  boro  adamantino.  Torino.  1857.  — 
Sulla  legge  di  connessione  deile  forme  crlstalline  di 
una  stessa  bostanza.  Torino.  185Ö)  auch  vielfach  von  den 
Determinanten  Gebrauch  macht,  und  W.  H.  Miller  in  seinen 
eben  so  trefflichen,  durch  ihre  ganz  elementare  Haltung  sich  be- 
sonders auszeichnenden  Arbeiten  (On  the  anharmonic  ratio 
of  radii  normal  to  four  faces  of  a  crystall  in  one  zone; 
and  on  the  change  of  the  axes  of  a  crystall.  Philoso- 
phical  Magazine  for  February  1867.  —  On  the  applica- 
tion  of  elenientary  geometry  to  crysallogra^hy.  Phi- 
losophical  Magazine  for  May  1857.  —  Crystallographic 
notices.  Philos'ophical  Magazine  Tor  July  1858.  —  On 
the  employement  of  the  gnomonic  projection  of  the 
sphere  in  crystallography.    Philos.  Mag.  for  July  1859.) 

§.  25. 

Zunächst  wollen  wir  nun  untersuchen,  ob  es  fiir  einen  Kry- 
stall  nur  ein  System  von  Krystall-Axen  und  also  auch  nur  einen 
Krystall- Mittelpunkt,  oder  ob  68  mehrere  Systeme  von  Krystall* 
Axen  und  demzufolge  auch  mehrere  Kr^^stall-Mittelpunkte  geben  kann. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt,  des- 
sen Coordinaten  in  Bezug  auf  das  primitive  Axen -System  der 
x,  jlf  z  durch  /*,  g^  h  bezeichnet  werden  mögen,  ein  beliebiges 
neues  oder  secundäres  Axen -System  der  j?',  y,  z';  dann  finden 
nach  I.  8)  zwischen  den  Coordinaten  jt,  y,  z  und  or',  y' ^  z'  die 
folgenden  Gleichungen  Statt: 

(ar  -  /*)  +  iyg)  cos  {xy)  +  (i  —  Ä)  cos  (xx) 
:=zx'  cos  {xx')  +  y'  cos  {xy')  +  z'  cos  {xz') , 

(ar— /)cos(iry)  +  (y  — ^)  +  («— A)  cos(yi) 
= x'  cos  (yx')  +  y'  cos  (f/yO  +  z'  cos  {yz') , 

{x — f)  cos  {zx)  +  (y  ^g)  cos  (yj)  +  (z — h) 
:=x'cob{zx')  +  y'cQ&{zy')  +  :'co6(zz'). 
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Maltipliciren  wir  di«ae  CSleickungen  nach  der  Reihe  Euerst  mit 

Ä,    C,    B-, 

dann  mit 

C,    »,    ^; 
endlich  mit 

Ä,    A,    €; 

and  addire  sie  In  jedem  Falle  £a  einander,  «o  erhalten  wir  nach 

II.  1),  2),  3)  auf  der  Stelle  die  folgenden  Aasdrücke: 

I 

1) 

N{xr-f)  =  Uta:'  cos  {xx*)  +  y'  cos  {xy') + 1'  cos  {xz')  \ 
+  C(ar'  cos  iyx')  +  y'  cos  (yy')  +  2'  cos  (yz') } 
+  Äta?'cos(2a:')  +  y'co8(iy')  +  2'  cos (22'))» 

iV(y— ^)=:  C{a:'co8(a:ar')+y  cos(^y)+  ^<50s(a?2')) 
+ B I  a:'  cos  (ya?')  +  y*  cos  (yy')  +  2'  cos  (^2') } 
^A\x' cos {zx')  +  y '  cos (2y )  +  %'  cos  (C2O I , 

iV(2  -  Ä)  =  Ä  { o:'  cos  {xx')  +y'  cos  (aryO + 2'  cos  (pcz')  \ 
'^A[x'  cos  iyx')  +  y'  cos  (yy')  +  2!  cos  (y2') ) 
+  tf  U'  cos  (20:')  +  y'  cos  (2y')  +  2'  cos  (22') ) ; 

wo  die  Symbole 

Ä,  »,   tf;    2l,  Ä,   C 

immer  ihre  aus  1.21)  bekannte  Bedeutung  haben.    Es  ist  also  auch: 

2) 

iV  {x—f)  =    {ilcos(d;ar')  +  Ccos  (ya?0  +  ficos  {zx*)\x' 

+  {^cos(a;y')  +  Ccos(yyO+Äco8(2yO)y' 
+  { Ä  cos  (arz')  +  C  cos  (y2')  +  B  cos  (22')  1 2' , 

-W'(y — y)  =  l  Ccos  (aro:')  +  35  cos  (yar' )  +  A  cos  (la?') )  ar* 
+  {  Ccos  [xy')  +  B  cos  (yy')  +  ^  cos  (2yO )  y' 
+  { Ccos  {xt')  +  »  cos  (y2')  +  2«  cos  (22')  )  2' , 

iV(2— Ä)  =  \Beos(xx')^AcoB{yx')-{-aeoB{%x')]x^ 
-f  { JBcos  (a?y') -f  ^ cos  (yyO -f  £  cos  (2^)  ly 
+  {l?co8(ar2')+24cos(y20  +  (f  cosCxz'))«'. 

'Betrachten   wir  nun  eine  Ebene  des  Krystalls,   deren  .Glei- 
chungen im  primitiven  und  im  secundärcn  Systeme  respective 


198  Gruneri:   Die  aUfemeinaen  Ceume  der  KrpMiaUa§rapkie. 

» 

und 

sein  mögen,  wo  ooy  ^Oi  co  und  ao'»  Ao'«  co'  die  Coordinaten  eines 
nnd  desselben  in  dieser  Ebene  liegenden  Punktes  im  primifiven 
und  im  secundären  Systeme  bezeichnen  sollen»  so  ist  nach  2): 

2V(ao-/)=s  {ilcos(jra:')  +  Ccos(ya/)+Äco8(ftt'))ao' 
4-  { Ü  cos  {xy')  -f  Ccos  iyy')  -f  B  cos  {%y')  \  bo' 
+  \Meo8(a:z')  +  CcoB(jft')  +äcos(mO  l^o'. 

\  X  « 

N(bo  —  g)^  \  Ccos  (a:x')+ )J  cos  (yx')  +  A  cos  (m:')  |  ao' 
+  {Ccos(xy')+J$coB(yy')  +2lcos(»yO  l*o' 
+ 1  Ccos  (xif)  +  )Jcos  (yj')  +  A  cos (zx')  }  co' , 

Nico  --  A)  3=  i  £cos(d;a;0-f  ^  cos  (yo;')  -|-  tf  cos  (za;') }  ao' 
+lÄcos(a:y)+ilcos(yy')  +  «cos(ty')}V 
+  {BcoB(a:x')+Acoa(yxf)  +  f  cos(»0  \c^; 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  Ton  deo  entsprechenden  Glei- 
chungen 2)  subtrahirt: 

^(«  — «o)=  tilcos(afa:0+Cco»(yarO+Bcos(M:'))(a:'— o/) 
+  |Äcos(aryO  +  Ccos(yyO  +  Äcos(zyOI(y'-6oO 
+{ Jcos(aa')  +  Cco8(y»0  +  Äcos  («0 1  (»'  —  «oO » 

2V  (y  —  6o)  =    { Ccos  (a?arO + »  cos  (yo:') + il  cos  (ar')  |  (a:'— CoO 

+|C«os(Äy')+»cos(yyO  +  ^cos(iyOI(3r'-»oO 
+{Ccos(afzO  +  »coß(»«0+  ^cos(zxO  1  («'  — O» 
-^(*  —  Co)  =    I  Äcos  (ara:0 + ylcos  Cy«0  +  *  cos  (zarO )  (;r'  -  aoO 
+  li»cos(j?yO + A cosCyyO  +  <  cos  (zyO  I  (y^-6o0 
+|Bcos(a:zO+i<cos(yzO+  «  cos  (»0  }  (z'  — O; 
und  weil  nun 

die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  or»  y,  z  ist,  so  ist 
die  Gleichung  dieser  Ebene  im  Systeme  der  as*,  y^  t'  nach  den 
obigen  Formeln  ofenbar: 
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+  (K,C  +  Zo» + Mo A)  cos (yx')  Ux'-a^') 
+(r.Ä  +  i„^+ilf,«)co»(»tO  ) 

(KcA  +  L„C+  MoB) C08 (ay)  \ 

(JToJt  +X«  C+M«ß)  cos  (dfiO  j 
+  (iCo  C  +  i„B  +  *,^)  cos  (ysO  [  (z'  —  «oO 
+  (ir„Ä  +  i„^  +  J|f„«f)co8(2jO  ' 

also,  veno  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

v(«'-«oO + V(y-*oO  +  ii#o'(»'-  coO = 0. 

welche  derselben  Ebene  entsprieht,   vergleicht,   indtfm  Gq  einen 
gewissen  Factor  bezefcbnet: 

3) 
,      L      (Ä^Ü  +  A)C+  AfoB)  cos  (xa^) 

'  +  (ä;,Ä  +  LoA  +  ;i/o«)  cos  (zaO 

I      (Ä'oÄ  +  XoC+ilfoB)cos(ary) 
V=Co  j  +(^C  +  io»+>Ve2l)cos(3^0 

r      (^oÄ  +  I^C  +  itfoÄ)  cos  (arzO 
^'=Go  j  +(ÄiC+io»  +  Jtfo^)co»(y20 


oder: 


4) 
JSi[4co«(a:a;')+  Ccos(ya:0+Äcog(atO] 

^'  =Go'^  +io[<^cos(4r«')  +  3Jc08(yarO  +  -4cos(zitrO] 
+  Afo  [Ä  co8(j:a:0 + A  cos  (ya?')  +  €  cos  (lar')] 

Äi  [Ä  cos  (ar^O  +  C  cos  (3/yO  4^  A  cos  (tjO]  1 

Lo'=:Go^  +A)[Ccoö(a:y)+:|Ji;os(yjyO+-4cos(^01>» 
+  -»0  [Äcos  (a;y') + ^1  cos(yy)  +  ff  cos  (ay')]  J 

ÄiCJ  cos  (ariO  +  Ccos  (yiO  +  Äcos(z20] 

-*o'=Go^  +Lo[C  cob(x2^)  +Vco8(yz')+AcoB(zz'y] 

-hJUo[Bcös(a:z^  +  ^cos(yiO+  tfcos(2iO] 
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Durch  deo  Punkt  (^A)  legen  wir  jetzt  drei  Ebenen,   deren 
^iileichungen 

[  K'ix-^f)  +i'(y-^)  +J!f'(z~A)  =0, 

5)  .  .  .  .    j  i^(ar-/)+L''(y-^)+ilf''(x-A)=0, 

sein  mögen»  uncj  nehmen  die  Durchs^hnittslinien  der 

Isten  und  2ten,  2ten  und  Sten»  3ten  und  Isten 
dieser  Ebenen  respective  als  Axen  der 

an;  dann  sind  nach  IL  38)  die  Gleichungen  dieser  drei  Axen  be- 
ziehungsweise : 


r/' 


6) 


x—f y^9 z — h 

II' M^  -  M'U'  "■  Ja"«"  —  ETM"  ^  B!'ir  -  L"K" ' 


Setzen  wir  nun  aber 

17»'  =  ü  cos  (af^O  +  Ccos  {ya^  +  Ä  cos  (»»'), 
F'"  =  Ccos  (ararO  +  3*  «<>•  (y^O  +  ^  cos  («arO , 
Z'»'   =  B  cos  («a?')  +  A  cos  (ya;')  +  tf  cos  (la:') ; 

Jp/"  =  ücos  (a^yO  +  Ccos  (yy')  +  B  cos  (zy'). 
F/"  =  Ccos  (aryO  +  39  cos  (yyO  +  ^  cos  (zyO, 
ZV"  =  Äcos(aryO  +  Aco8(yy^  +  (f  cos  (zyO; 

X"/  =  ü  cos  (arzO  +  Ccos  (yzO  +  B  cos  (zzO , 
F".'  =  C  cos  (a:zO  +  »  cos  (yzO  +  i<  cos  (zz') , 
Z'"»'  =  B  cos  (arzO  +  -4  cos  (yzT)  +  tf  cos  (zzO ; 

so  sind  nach  I.  23}  oder  24)  die  Gleichungen  der  Axen  der  a;^  y ,  z' 
auch  beziehungsweise: 

x—f_y—g__»—^h 
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und  es  ist  also  nach  6),  weou 

er,    CV,    G^', 
gewisse  Factoren  bezeichnen: 

7) 

AV  =  G','iL'M*-M'L^),    F',*  =  G'.^M'K'  -K'M"). 

Z'."  =  G','  {K'L" — L'K') ; 

A'V:^  6'*  *(£*«"' -JJfX*)»     !''',•'=  G'',''(M''K'"-KfM^. 

Z',"  =  C.'i.K'L"  -  L'K"); 

X".*  =  ©*/  (L*«' — M'L') ,    Y",'—  G",'  (M^K' — K'JU') , 

Zy  =  GV  (K''L'  -  U'K') ; 

wo  die  Factoren 

G',',    G',",    GV 

aus  den  folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 

8^ •  •  •  •  (^y 

+2(,L'M''—M'L'')(M'K''—k'M')eos(ay) 
+2(lf 'Ä" — K'M'^  (K'L'  -  L'K')  cos  (yz) 
+ 2(  Jf '£" — L'K")  {Jj'SP-M'L'')  cos  (»r). 


(6-.V 


=  {L'M"-  HPL")*  +  (M'K''-K'']a^)H(li'L''-L''K'')* 

+2(L»Jlf"'-.Ä*£'^(ilf''Ä-'-^''ilf'")cos(ay) 

I 

+2(»«'Ä''-Ä''Jlf")(JC»£«'-£*Ä"')cos(y*) 
+2(Ä"i"'-L«'Ä")(L''Jir-iiri*)co8(ar), 


(g-.v 


^s-iU'M'  —  üfL*)*  +  (JU''K'-K''JU')H(f^''L'-L''£')* 

■\^iiL''m'—M''L'){]lfK'—K''U')iMB{xy) 
+2(Jlf"'i:'-Ä*Ä0(Ä"'£'-L«'A:0co8(yz) 
+2(Ä-'L'-X*ifO  {L'M'—WL')  cos(i«). 

Thcil  XXXIV.  U 
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Zur  Bestimmung  der  Winkel 

{xx*),  {yx*),  (m:0;   (^yO,  {yy').  M;    (^*'),  (y=0.  («0 

hat  man  aber  nach  I.  32)  die  folgenden  Formeln: 

9) 
,      .^      jr*,*^  +  Y'.'  cos  (J!y)  +  Z;"  coa  M 

(y«';  = 2v ' 

,     .,       jyrcos(zjr)  H-  ?Vco8(yz)  +  Z^"  . 
c<M(zjr)  s= « * » 

,     ,,      X"r-{-  Y-r  cos  (ar«)  +Z","  cos  (xar) 
cos  (aryO  = -^ , 

cos  (yy)  =  £".'-co»(^)  +  y+gVcos(yr)^ 


COS 


cos 


cos 


cos 


_  ^^/^cos  (la?)  -f  FV^cos(y2)  +  Z*^/ 
(zy ;  —  -^  ; 

/     A      ^V+  F^^/cos(a:y)  +  ZVco8(m:) 
(xz')  = ' 2v ' 

cos  (yiO  = ^ 2v^ ' —     ' 

,    ,,       .XVcos(2a:)+  F"'/cos(y2)  +  Z'"/ 

cos  (iz')   = ^^ — ^J —     » iÄ-^_! L^ 

Zur  Bestimmung  von 

Ko'.    W.    »o' 
hat  man  nun  nach  4)  und  dem  Obigen  die  folgenden  Formelo: 

K^' =  GoiKoX','  +1^^,"  +JfoZ'/), 
£0'  =  Gt(K^X'."'+LoY'/"  +  MoZ'','"). 
»o'=  Go  (*o  X'V  +  £*  F'« '  +  ilfoZ"V) ; 

oder,    wie  man  wegen  der  Gleichung 

V(^'  -  «oO  +  V(y-*eO  +  itfo'  (t'  -  CöO  =  0 
offenbar  kürzer  setsen  kann: 

Ä-o'=AroJ7.'  +LoY',"  +M0Z',''. 
10)  ...  .    ^   V  =  KoX',"' + I-o  F",'" + »oZ'/". 
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Sind  jetzt  die  drei  darcb  den  Punkt  (fgh)  gelegten  Ebenen ,  de- 
ren Durchschnitte  die  Azen  der  a^,  y*,  %*  bestimmen »  drei  sich 
schneidenden  Ebenen  des  Krystalls  parallel,  so  ist  nach  §.24.: 

Ä'"=«"<ir,    L'"=;i'"Ir,    Jlf'"=:f*'"ilf; 
wo 

x',  A',  ^';    x",  1",  ^'';     x'",  il"',  f*'" 

rationale  Zahlen  sind.    Also  ist  nach  7):      ' 

II) 

X',"  —  G',"  (iV"  -vflf')  LM,  Y',"  =  G',"  Oi  V — «y  0  MK, 

Z',"  •=  G',"  (*'l"  -  IVO  KL ; 

JC"/"  =  G","'(l"ii'"-(i"i"')LM,    F",'"=  G","'{fL"»'."-  %"i»."')MK, 

Z>',">  =  G"/"(*"k'"-^X"%'")KL; 

X'",'  =  G«','  a"  V — f»'">^0  iitf .    F«','  =  G'V  (j>-"'*'  -  x"VO  Sl£, 

Z'",'  =:=  G'",'(x«'A'  -  V"x')KL; 

wo  C," ,  G",'",  G'",'  aus  folgeoden  Gleichungen  bestimmt  werden : 


1*)  (^)' 


=(iy'-(*a")*x<*i'"+ (fiV— «yo»if  "i:* + (»a"— avo'jpx.« 

+  2  y «" — «y  0  (Jf'i" — i  V)  K*LM  coa  (yt) 


\G","') 


=(iiV"-<*"*"0*i"il«'+(/»"«'"-*'V"0*^^+(«"Jt'"-i'V'0«i:'ii* 

+2(i'y"-f*"i"0(f»"«"'-«V'0-'H.Jf«co8(a:y) 
+2yV"-i»V'0(«"i"'-l"«'")J^iitfco«(yx) 
+ ^{*"X"'-l"%'"){V'f>."'-(i."l"')KIßM  co«(Mr), 


((?'",7 


+2(i'"fi'— (i'"A')y'v-»"y)^^*"c»«(^) 

+ 2y '  V— ä'V)  («"'i'  -  X"'n^£»LMcoe  (yx) 
+2(*'"A'-i"'Ä0  (i'V-  p'AOÄjt'if  co8(Kt). 
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Weil  aber  nach  §.  24. 

'  Kq^I^qK,      Lf^r=zl^Ly      Mq-=^IIqM 

ist,  so  ist  nach  10)  und  11): 

13) 

Äo'  =  t  XoCiV-^a")  +  il„(,iV  -  *V")  +  (««(«'A"-*'«"))  G'.'ÄXilf, 
£o'=:t«„(iV'"-,»''il-')+Äo(^''««'-xV''Hj*o(»''A"'-i''«"')lG'',"'iXir, 

ilf„'=ixo(il*'ft'-,tnO  +  io((»'"x'-»»V)  +  Hi*"^'-^"*')  1  G'.^KLM. 
Weil  nun 

rationale  Zahlen  sind,  weil  ferner 

G','.    G',",    G",' 

von  der  Lag^  der  durch  die  Gleichung 

JTo  (ar— «to)  +  Lf^iy—b^)  +  üfo(r— c©)  =0 

charakteri«irten  Ebenie  gar  nicht  abhängen  ^  also  für  alle  Ebenen 
des  Krystalls  dieselben  sind^  und  weil  es  endlich  nach  dem  Obi- 
gen auch  offenbar  verstattet  ist,  diese  Grossen  als  positiv  anzu- 
nehmen; so  sieht  man,  dass  man  fiir  alle  Ebenen  des  Krystalls 
setzen  kann: 

jr,'=x,'.G',''rLilf,    L^'^l^'.CJ^KLia,    üfi'=<*i'.GVjrLilf; 

U.      8.      W.,  I 


wo 

^    >  ^9         ^>  ^9         A4,....; 

f*0  *      f*l  *      f*«'>      f*8  *      ^4',.... 

positive  oder  negative  rationale  Zahlen  sind.     Dies  f&hrt  unmittel- 
bar auf  den  folgenden 
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Satz. 

Jeder  beliebige  Pankt  kann  als  Mittelpunkt  des 
Krystalls  angenommen  werden,  und  die  drei  Durch- 
schnittslinien jeder  drei  durch  denselben  gelegter, 
drei  beliebigen  sich  schneidenden  Ebenen  des  Kry- 
stalls  paralleler  Ebenen  sind  Krystall- Axen. 

Weil  nach  7)  und  10)  allgemein,  nämlich  für  jede  drei  durch 
die  Gleichungen  5)  charakterisirte. Ebenen: 

14) 

ist,  und,  wie  schon  erinnert,  die  Grössen 

G',",    G",",    G",' 

i 

von  der  Lage  der  durch  die  Gleichung  * 

Äi(j:-ao)  +  i^o(y— *o)  +  ^o(*  — ^o)  =  0 

charakterisirten  Ebene  ganz  unabhängig  sind^  so  wfirde  man,  um 
zu  prüfen,  ob  die  Durchschnittslinien  der  drei  durch  die  Glei- 
chungen 5)  charakterisirten  Ebenen  Krystall •  Axen  sind,  nur  zu 
untersuchen  haben,  ob  es  drei  positive  rationale  oder  irrationale 
Grössen 

K,    L,    M 
und  solche  positive  oder  negative  rationale  Zahlen 

*o»    *i»    *a>    *8»    »4,»...; 

»«o'.      f*l'.      J»«'»      I«»'.      f*4' 

giebt,   dass 

KoiL'Sr-M'L")  +  LoiM'K"-rX'M")  +  Mo(£'L"-L'K")=»o'K, 
Kl  {JJM"-M'L")  +  X,  (M'Ef'-KfM")  +  ilf,  {K'L" —L'K")—*y,*Vi, 
Kt{L'M"—M'L")  +  U{M'K"-K'M")  +  ilfa(JPi"-£'jr'0 =«,'«. 
Ä-, {L'M"-M'L")  ■\-Lt{M'E"-K'M")  +  ilfj {K'L"-L'K")=i»t!K, ' 

U.      8.      ff. 
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ferner 

Kl  (L^üf-Üf "1,«)+ L,  {M"Kr'-K"M^) + Mi{K"L''-L"K^)=h'h, 
K^(L"M'<'~M"L''HL^{M"K"'-K"]a^)-\-M^<iK"L''-L"K'')=li% 

u.    s,    w. 
endlich 

n.    8.    w. 
ist. 

§.  26. 

Unter  einer  Zone  versteht  man  einen  Inbegriff  von  Ebenen 
eines  Krystalls^  ivelche  sich  sSmmtlich  in  lauter  parallelen  Ge- 
raden schneiden,  und  also  einer  und  derselben  Geraden  im  Ranroe, 
welche  die  Zonenlinie  genannt  viird,  parallel  sind.  Alle  einer 
und  derselben  Zone  angehörende  Ebenen  werden  tautozenale 
Ebenen  genannt. 

Zuerst  und  vor  allen  Dingen  müssen  wir  untersuchen ,  welche 
Bedingungen  erfüllt  sein  müssen»  wenn  drei  Ebenen»  deren  Glei- 
chungen 


15) 


!^o(a?-öo)  +  Loiy-bo)  +  Mo(t-'Co)  =  0, 
^,  (.T  — fli)  +  £i(y— 6j)  +  ilfi(2— c,)==:0. 


sein  mögen,  einer  Zone  angehören  sollen. 

Nach   11.  38)    sind    die  Gleichungen    der   Durchschnittslinieo 
dieser  Ebenen: 

^^•Oan        y — ftpfi ■  ^^^go>i 


16) 
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und   die   Bedingungen  der   Parallellität  dieser  drei   Linien   sind, 
nach  I.  58): 


17) 


üiüfj— ^i-üj     Ml K^ — Kl  Jf 2  ^^^  KjL^—IjiK^ 


DaMs  das  dritte  System  aus  den  beiden  ersten ^  Oberhaupt  jedes 
System  aus  den  beiden  anderen ,  durch  blosse  Multiplication  folgt» 
übersieht  man  auf  der  Stelle.  Aber  leicht  iSsst  sich  zeigen,  dass 
das  dritte  System  schon  eine  Folge  bloss  aus  dem  ersten  Systeme 
ist.  Denn  vregen  des  ersten  Systems  ist,  wenn  G  einen  gewis- 
sen Factor  bezeichnet: 

X|  üfj—  #]  £2=  G  (^0^1  —  ^^^)  9 
JUiK^--riM^  =  GiMoKi  -  JTü^i), 
K1L2  -^L^K^^i  G(KqLi  —  LqKi)  ; 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

Kq,      MJ^f      U^ 

mnltiplicirt : 

KqLi  M^ — KqMi Ij^z=i  G  (K^^LqMi  —  KqMqLi ) » 
LoMiK^-^LoEiJU^  =  G{LqUqKi  —  L^K^Ui), 
lUo^iL^-^ M^LfK^  =s  G(Mi^Li  —  Afo-E^Äi); 

und  folglich ,  wenn  man  diese  Gleichungen  je  zwei  durch  Addition 
mit  einander  verbindet: 

(Ifoi,  -LoKi)M^+(K^o-L^Ko)Mi=^GMo(KoL,^LoKj), 

also : 

LtÄ'o— iliLo= jf (^0^1  —^oLg)  f 

i 

m 
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Aus  den  Gleichangen 

X,«,- Jlfiia=  «(A)i!fi  -  ÄoL,). 


folgt  aber: 


also : 


(ilf.  +  Gilfo)  L,  =  (£«  +  GLo)  Ut , 
(X,  +  GKo)  üfi  =  (M^-^'GMo)  Kl , 
(La  +  Cio)  X,  =  (JE,  +  GK^)  L, ; 

AT,  +  GKq  ^Lt+GL^_  M^+GMq 
Kl  Li  Ml 


folglich  nach  dem  Obigen: 

wie  bewiesen  werden  sollte.  Man  sieht  also,  dass  aus  jedem 
der  drd  3ysteme  17)  die  beiden  anderen  folgen,  wovon  die  Noth- 
wendigkeit  auch  aus  ganz  einfachen  geometrischen  Gründen  auf 
der  Stelle  erhellet. 

Man  kann  die  Gleichungen  17)  in  der  Form  von  Proportionen 
auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

18) 

LqMi  —  IUqLi  :  MqKi  —  K^Mi : K^Lx  —  -I'o^i 
z=,  Li  üfg  —  Ml  £2 :  Ml  K^  —  Kl  M^  i  iCj  L%  -—  Li  K^ 
sr  L^Mq  —  MqLq  :  M^K^ — K^Mq  :  K^Lq  ;  L^K^, 

Sind  die  drei  Ebenen  dem  Systeme  der  Ebenen  eines  Krystalls 
angehorig,  so  ist 

Kq^HqK,  Lo  =  ^L,  Mo^{if^M\ 
Ki=z%iK,  Li=iliLs  Mi:=^^M\ 
K^=ii^K,    L*^=_X^L,    M2  =  (i%M; 

also  nach  17): 


19) 


/   ^th  —  t^cih  _  f*o*i  -  «oft!  _  Xq^— AqXi 
^if*i— f*i^  _  Mi^a—^f*«  _  X|A2— X|Xa 

^ftO f*«^  f*4*^  —  *2^  ^io  —  '^*0 

^f*o  — f*a^  _  f*gXo  — xgfto  _  x>Ao  —  A^Xp* 
^^1  ■"  f*o*i       ^*i  r"  *oMi       *o^i  —  ^*i 
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oder:  ^ 

20)  ...    .       Aofii-~fHi^i*f<o^i^^f^i'*^o^--'^*i 

Unter  iler  Voraussetzung,  dass  die  vorstehenden  Bedingun- 
gen erföllt  sind»  sind  die  Gleichungen  der  Zonenlinie  die  Glei- 
chungen ]6),  oder,  unter  Voraussetzung  eines  Systems  von  Ebe- 
nen eines  Krystalls: 

K(x—ü^i)  _  I>(y--*o,i)  _  ^(g— C6.i) 
^1  —  Hh       f*o»i  —  «0^1       «0^1  -  ^»i  * 


21) 


Jl[(ar— ii£K>)      ^(y-^»o)       ^(»  — <?^) . 


oder: 


^'^^'on y — ^oti ^""*g6»i 

/^Mi  —  f^^i  \  ""  /f*o*i  —  «Df^i  \  ~"  /«oVz^h\ ' 

V    Ä    ;  V    L    )  \    M   ) 

^"^ggH> y—^t>o      ^      ^—C^fO 

Die  Coordinaten  ^ 

«o»i»  fto»i*  ^o»i  5    «i»«»  &i>»f  Ciij;    a^y  ft^i^o»  ^tH> 

bleiben  natürlich  willkOhrlieb»  da  man  sich  die  Zonenlinie  durch 
jeden  beliebigen  Punkt  im  Räume  gelegt  denken  kann. 

Wenn  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden 

Ä).  .....  .  .-^_-^j__^jg- 

sind,  and  die  Gleichung  einer  Ebene 

93)  .   .   .   JToC« -  ao)  +  I*(y  -6o)  +  ^o(*o - Co) =0 
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ist;  so  kann  die  Frage  entsteben,  ob  diese  Ebeoe  eioer  Zone 
angehört,  welcher  die  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirte 
Gerade  als  Zoneolinie  entspricht.  Dies  wird  offenbar  der  Fall 
sein,  wenn  die  in  Rede  stehende  Gerade  und  die  in  Rede  stehende 
Ebene  einander  parallel  sind,  oder  wenn  eine  durch  den  Punkt 
(^0^0^)  ^^^  durch  die  Gleichungen  22)  charakterisirten  Geraden 
parallel  gelegte  Gerade  ganz  in  die  durch  die  Gleichung  23)  cha- 
rakterisirte Ebene  ftllt.  Mach  L  58)  sind  aber  die  Gleichungen 
der  durch  den  Punkt  (cto^qCq)  parallel  mit  der  durch  die  Gleichun- 
gen 22)  charakterisirten  Geraden  gelegten  Geraden  offenbar 

a:— gp  _  y  —  ^0  _  »— gp 

1t    —    f    "~  m  ' 

und  die  Bedingungsgiieichung,  dass  diese  Gerade  ganz  in  die  durch 
die  Gleichung  23)  charakterisirte  Ebene  ßillt,  ist  folglich: 

24)   ......   .  «iro  +  £A)  +  WJ!fo  =  0, 

welche  Gleichung  also  erfüllt  sein  niiuss,  wenn  die  durch  die  Glei- 
chung 23)  charakterisirte  Ebene  einer  Zone  angeboren  soll,  der 
die  durch  die  Gleichungen  22)  charakjterisirte  Gerade  als  Zonen- 
linie entspricht. 

DieGleichung24)  pflegt  man  die  Zonengleichnng  zu  nennen*). 


*)  Gewöhnlich  betrachtet  man  die  Gerade  22)  ale  DurchechniUs- 
linie  zweier  Ebenea  des  Krjefalls.  Sind  die  Gleichonf^en  dieser  beiden 
Kbenen 

A',(J:-«,)  +  Z,Ör-^)+Jf3(»-rO=0; 
«o '  ist  so  setzen : 

»=Zii/.-.ifii^»,   jC-^^ffiÄ-t— ir,if,,   jn=A'i^-AA',; 

und  die  Zonengleirhang'  wird  dann  : 

also,  weil,  insolBm  die  Gleichang  93)  die  Gleichong  eiaer  Ebene  des 
Krystalls  ist, 

ßC^^^Xf^nf      Zj^A^Z,      M^^^^fA^M 

ist': 

In  diesem  Sinne  ist  es  richtig,  wenn  Naomann  (Elemente  der  theo- 
retischen  Kristallographie.  S.  48.)  sagt,  die  Zonengleichang  aei 
▼on  den  Grand  •Coefficienten    (Grund  -  Parametern)    unabhäagig. 


-«  » 
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Sollen  die  drei  darch  die  Gleicbiiogeii  15)  cbaraIcterieirteD 
Ebenen  einer  und  derselben  Zone  angeboren  können»  so  nuse 
nacb  24) 

ÄJTo  +  iTLo  +  WAfo^O, 

«Äi  +  iLi  +  W*,  =0, 

sein.     Aus  diesen  Gleiebongen  folgt  aber,    wenn  man  dieselben 
nach  der  Reibe  mit 

niultiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt»  die  Gleichung: 

25) 

oder : 

26) 

oder : 

27) 

und  jede  dieser  Gleichungen,  die  natfirlicb  nur  verschiedene  Aus* 
drilcko  einer  und  derselben  Gleichung  sind ,  muss  also  erffillt  sein, 
wenn  die  drei  durch  die  Gleichungen  15)  cbarakterisirten  Ebenen 
einer  ond  derselben  Zone  sollen  angehören  können. 

Für  Ebenen  eines  Krystalls   werden  die  vorstehenden  Glei- 
chungen : 

^(Mi«a— «if«)  +  h  (f^«o-^«al*o)+^(f«o«l — «of«i)=0, 
f«o(«i^— Ai«i)  +  f*i  («a^--^«b)+^(Mi  — io»i)=0- 

§.27. 

Wenn  wir  den  von  den  beiden  durch  die  Gleichungen 

Äo(a?-iio)  +  A)(y-6o)  +  *i>(»-C6)=0, 


29) 


'l   X,(:p-.a,)  +  i,(y-6i)  +  üf,(«--C|)=:0 


1 
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charakterisirten  EiMnen  eingeschlossenen  Winkel  dnrcif   Fo,i  be- 
zeichnen, nnd  der  Kfirze  wegen 

30) 

Fo„  =  (JM^  -  i»,Ä,)*  +  (£«»1  -  *oii  )• + (ifoÄi  -  Äoü'i)' 
+  2  (A»^,  -  ä;,L,  )  (»0  JCi  -  Ü4)*i)  CO«  (a^) 

31)    .    .    .     Ä;,.i=ilJi^Xi+»iE*ii+«»o»i 
+  JdttÄ/,  +  ilfoii)  +  B(AfoiCi  +  J^*i)  +  C(ÄoL,  +  A.IC,) 

setzen,  so  ist  nach  II.  25): 
32) tangro,i«  =  :^^; 

und  ganz  eben  so  ist,  wenn   Fo,|'  den  von  den  beiden  durch  die 
Gleichungen 

\  K^'ix-aoO  +  Lo'iS  -  M  +  ^o'(*-Co')  =0, 
33)...  i 

(  jr,'(a:-«i,')  +  X,'(y-6,')  +  Jtf,'(*-c,0=O 

charakterisirten  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnet,  und 
der  Kfirze  wegen 

34) 

+  2(Lo'^i'-ilfo'ix')(Aro'Xi'-Äo'*i')co«(*») 
+  2(ilfo'X,'-Äo'^i')  (V^i'  -  Lo'Ki')oo8(yt) 
+  2(JE<,'L,'-Zo'jriO  (A»'*i'--»o'ii')cos(ar), 

35)  .    .    .    J!iro.i'=ilÄo'JS^i'  +  BVi,'  +  tfi#o'üf,' 

gesetzt  wird: 

ivp    > 

36)  ,    .    ...    .    .    tang  Fo.,'«=:^. 


'0»l 


Also  ist: 


37)    ;    .    .    tangF<>,|«:tangFo,i'*  =  5^a-^4 


'0>1  ''0»1 


oder: 
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38).    .    .  tangFo.,«:tangFo.i'"  =  |H:('^y- 

Sind  nun  die  yier,  durch  die  Gleichungen  .29)  und  33)  cha- 
rakterisirften  Ebenen  tautozonai,  so  ist  nach  17): 

also  durch  Multiplication : 

'  AqI>|  —  liQ^i IpMi — lUpLi UftK^—K^Mx 

Folglich  können  wir  offenbar 

(  -^oA  —  A>^i  =  »«Gel»!  > 
39) \  LplUi^MoLizs  kG^fi, 

ufid 

Mo'^^'-^o'Mt'  =  lGon' 
aetxeo,   woraus  sich  ferner  nach  30)  und  34):  . 

41) 
Fo„  =  l  »n« +  *•+/•+ 2A/C08  (aiy)  +  2fei  cos  (yi)  +  2m*  C08  (»»)  I  Cro,i«, 
Fe, '={»•+*»+/»+ 2A/C0«  (;ry) + 2/m  CO«  (yx) +2i?iA  cos  (m?)  )  Go.i'« ; 
also : 

und  folglich  nach  38): 

43)  .  .  .  «•>'8'^o.»:tangFo.,'«=(^y:(|j)' 
ergiebt.     Also  ist: 


44) 


"0»l I   _L„   -fli 


Tal.  abs.  tang  Fo^i :  val,  abs.  tang  Vq,j  '= val.  abs.  7^ :  val.  abs.  W~ 


0*1  -"on 
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Geboren  non  alle  Tier  Ebenen  dem  Ebenen -Systeme  dnes 
Krystalls  an,  do  i«t: 

(  Äi«i^^,    Lo^^ioL,    iifo«M'; 

*wOj     •    •    •        j 

f    E^zsTtiK,     Li=liLf     ilf^sfiiilf 
und 

(i^'=xo'J5:,    io'=Vi,   J«fo'p<^; 

46)  ...     J 

(  JK,'=,f,'2i:,     ii'=Vl^.     »li'=IH'»i 
wo 

*6>  ^*  fH)5    *i»  ^>  ^1 5     ^'*  K}»  f*o'5    *i'>  ^i'»  fH* 
rationale  Zahlen  sind;   also  ist 

und 

Äb'ii'  -  JLo'Jfi'  =(xo'Xi'— W«iO^Ii  =mGb,i', 
Lo'J!fi'-Jiro'i,'=(Ao'fh'-f*o'AiOX'Jtf=*C?o,iS 

folglicb : 

und  daher    W^   ein  rationaler  Brucb. 

FAr  J7o4  and  fTo^i'  erhält  man  nach  31),  3S)  nnd  45),  40)  die 
folgenden  Ausdrücke: 

48)  .    .    .    JSra.i==«oxiilJS:«  +  ÄoXi»i:r*  +  fio*h€*" 

+  (loHt  +  (»0*1 )  ^LM 
+  (j«o»i  +  tioiii)BMK 

+  («01,  +io«i)caai 

und 

49)  ...  .  Ä).i'=»o'«i'iliC«+ilo'Ai'»£»+fw'f»»'«ilf« 

+  ((ioV  +  «o'f«t')»J«'^ 
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Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

und 

r 

Mi  (it  — liO  Ai  ^  *l       *0  f*l  *o  ^        *o  ^ 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

.    Ä  Gon 


-|,_  «0^—^0*1    -SXüf 


wt  •<? 


O'l 


und: 


ilf  = •  -pi ;  • 

tn  Uo>i 

Aifch  ist 

(%ok  — *o«i)  (A«fh — f*o^)  (f*o«i  -  »ofh)  (^üÄ)*  =  kirn  Gon* 
und 

ako: 


f  I 


. 
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and 

^on  =  —         ;  Jl^  [j^J  ■ 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

und 
61)  iZon  —• Jäüi ' 


• 


60  Wie: 


52)    To.,  =  JMH  (^sÖ^'A^j, 


und 


83)  ro..'=vvf''''*'^7'*'''^y< 

,  ., Xö^fh'  4-ftoV  ^  ,  ,f*oV+ Vfh'  ff  ,  ^  V^'  + V*i'^  jj    . 

Aof*l  — f*oA.i  flo9C|  — Xofh  *0*1  — *0*l 

setzen : 

und 

55) -«oa  =ii>i  •V^"g7"v   * 

also : 

■^0*1 '       -To»! '   \  Gon  / 
Folglich  ist  nach  43) : 


1 
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oder : 

57).  .  .    *«n«^o.i':tangFo.,'«^^)*:(^)', 
also: 
58)  .   .   .   .  yai  abs.  tang  Fon  :  val.  abs.  fang  Fo»]' 

=  Tal.  abs.  (^y :  val.  abs.  #^, , 


und  68  wird  folglich,  da  nach  dem  Obigen  ^^    elo    rationaler 
Brach  ist,   das  VerbUtniss 

Tal.  abs.  tang  Fo,i :  val.  abs.  tang  V^^' 

ratioaal  sein,  wenn  yr^  ein  rationaler  Bruch  ist 

•*o»i 

.Wenn,  das  Azen- System  recJ^twinklig  Ist,  so  ist  bekanntlich: 

il=l,    »=1,    «=1;    ^sO,    Ä=0,,C=:0; 

also : 


59)   ro.,=is,».    (^2Ä_Miy 


+;,^(fMi-MH)-  +^^  ^Mt^^iJ 


und 


60)  ro„'=v«i'  (^"''^'7'*'''^')' 


Im  Allgemeinen  ist  bekanntlich: 

il  =  sinj(y«)«,    »= sin  («ar)«,    €=sin(ary)a 

um): 

i4  =  cos  {zx)  cos  (o:^) — cos  {yi) , 

B  =  cos  {xy)  cos  (y«) — cos  (zx) , 

C  =  cos  (yx)  cos  (za?) — cos  (ary). 

Theil  XXXIV.  15 
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Bezeichnet  ib^n  ^er  die  nh  deh  positivem  Theilen  der  AxeD  der 
X,  yy  z  lieg<eJideAb  üVinitel  der  ftfii  diesen  Theilen  der  Axen  ge- 
bildeten dreiseitigen  kurperlichen  Ecke  durch  (Jf),  (F),  (Z);  so 
ist  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie: 

cosv    ;  sin(zjj)8in(j:y)  "~     8in(zar)sin(;ry)' 

^    '  sin  (o:^)  sin  (yz)  sin  (j;^)  sin  (yi) 

,j^  __  cos  (xy)  ~  cos  (yi)  cos  juc) C  . 

^^*'    ^  sin(y2)sin(zar)  sin  (yz)  sin  (zor)  * 


also : 


Ass — sin  (zx)  sin  (:ry)  CM(  Jf) » 

61) {  Äi=r-shi(dry)sin(y«)cos(F), 

C  ==:  —  si»  (yi)  sin  (90?)  tos  (Z). 

Man  vergleiche  bei  diesem  Paragraphen:  Ueber  die  Ra- 
tionalität der  Tangenten- Verhältnisse  tautozonaler 
Krystallfläthea  von  NavmaiiHy  in  den  Abkaftdlangen 
der  mathematisch  -  physischen  Classe  der  Königlich 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Zwei- 
ter Band.    Leipzig  1855.    S.  50& 


§.28. 

Ein  anderes  sehr  bemerkenswerthes  allgemeines  Gesetz,  wel- 
chem die  Winkel  tautozonaler  Ebenen  unterworfen  sind,  hat  neuer- 
lich W.  H.  Miller  in  der  ächon  oben  angeführten  AUuindlMig: 
On  the  anharmonic  ratio  of  radii  normal  to  four  faces 
of  a  efystal  In  ooe  zone;  änd  od  the  change  of  the  axes 
of  a  crystal.  (Philosophical  Magazine  for  Febraary 
1857.)  bewiesen,  welches  wir  in  diesem  Paragraphen  in  anderer 
Weise  als  sein  Erfinder  beweisen  und  aus  unserer  im  Obigen 
entwickelten  allgemetnen  Theorie  ableiten  woUen  *). 


Es  seien  vier  Ebenen  gegeben,  deren  Gleichungen  wir  dmnk 


•)  Die  mit  Sternchen  im  Folgenden  yertefaeneo  Nommem  der  For- 
meln beziehen  sich  nnr  auf  diesen  Paragraphen,  tn  den  übrigen  Pars- 
Seraphen  ist  der  Fortgsirg  der  Kniiewi  «iekt  UBlerbrochen.   ' 
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1*)...  1  ^  (*- «i) +  ^(y'-*i)  +  *i  (*-«») '^O' 
■Ki(ar— a^  +  L^{y—b^  +  7lfj(z— «»)  «=  0, 

JS^8(a^-«.)  1- i^(y-J.)  +  Ä.(«-C8)=0 
beseichoen  ^  und  die  wir  nach  der  Ordnung  dieser  Gleichungen  die 

late,    2te,    3te»,  4te 
Ebene  nennen  wollen«    Die  von  der 

Isten  und  2ten,  2ten  nnd  Sten,   3ten  und  4ten,   4ten  und  Isten 
Ebene  eingeschlosseneB  Winkel  mögen  der  Reihe  nach  durch 

^o*\»     ^\*%9     y%i%i     1^8*0 
bezeichnet  werden. 

Setzen  wir  dann  der  Kürze  wegen: 

V) 
+  2  (LoM^  - -IfoL,)  (fl/oJCi  -  K^Mi)  cos  (ay) 

Äi^=(jrii»-£,j::,)«+(X,if,-iif,z*)»+(j|f,^-Äi*,)« 

+  2(Ä,i,  -jL,Ji)  (I^ilfa  — Jlf,I.Jco8(M:), 

Ä^,  =  (JTjLs  -  £^a)«  +  (La  W,  -  JH^L^)*  +  (Ä',1,  -  Ä^ilf,)« 
+  2(14»,— üf,!^)  (JI/aT, —I^ilf,)  cos  (a:y) 
+  2(JlfaJrs— Jl^Jlf,)  (*"jij  —  ijiSf,)o««(jyx) 
+  2(JI^L,wi;**i)  (LtVt-^MO^HoßOi»), 

Ä,H>  =  (r,  A.-i,Ji)«  +  (I»ilfo  -  JlfsLo)«+ (if,jq,-Ä:,Äfo)« 
•f  2  (£,ilfo — JUfJif)  {SI,Ko — SiM^)  cos  {xn) 
+  2  (»,!;>  —  rgüfo)  (iTsio  -  i»*ö)  cos  (»*) 
+  2(jrsl»  -X,ii)  (£,Ä'o-i1f»I«o)co8(«r) 


and 


Go=ilÄi»+»V+€AfoHa/lioÄ;+2BiMi+2CÄiIö. 
^    G,=ilJri«+»Xi*+«il!/iH2/lLiilf,+2Büf,jr,+2CJr,i,, 

^^  I  <?t=Jiv+»x^«+«iif«'+24l*af«+2ßiiMi+2ar8i», 

15* 
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so  ist  nach  D.  24),  wenn  iV^  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat: 

also: 

sm  Fo,|*.8in  F»,,»  =?  G^G^G^Gi  ' 

Sin  Ki,2  .sin  ^8,0  ~  GoG^G^Gj,  ' 
folglich,  wenn  man  dividirt: 

.*.  sin  Fo,i«.  sin  Fa,3*  _  ^,i  ila»8 

^   •    •     '    *    8inFi,»«.sin  F8,o*      <^f2^8H>* 

Sind  nun  unsere  vier  Ebenen  tautozonal,  so  k5nnen  wir,  wenn 
^»B>  Qm>  ^k)  gewisse  Constanten  bezeichnen,  nach  17)  offenbar: 

LiM^-^  MiIj^:=z  Ci9%{LqMx  —  ilfoLi), 
£i|L8  —  -Z^i^s  =  ^»8  (^iA  —  A)^l)> 

Ii2^8  —  -^«^  =  Q>8  (-''0^1  ^  ^0^)  i 
^8^  —  ir8ilfo  :^  Q»o('''^0^1  — -^^l) 

setzen,  und  nach  2*)  ist  dann  augenscheinlich: 

5*) 

also  nach  4*): 

sin  Fq,!*.  sin  Fa,8*  _       C2>a^ 
ein  Fi,a*-8iD  Fa^)*  ""  <^>a*-<i»o*' 
woraus : 


sin  Fq,!  sin  Fg,3  _  ^      (^»s 
^ sin  Fi,a6in  Fjhj       "~  CiitC^fo 
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folgt»   wenn  man  das  Zeichen  immer  so  nimmt,   dass  die  Grosse 
auf  der  rechten  Seite  des  tileichheitszeichens  positiv  ausmit. 

Gehören  nun  die  vier  Ebenen  einem  Krystall  an,  so  ist: 

£0  =  ^^»    jLo  =  AoL,    üfo=sf*pJf; 

also: 

K^  -  L^K,  =  («,i,^i.«,) KL, 

Jfo*i  —  *o^i  =  (f*o»i  —  «ofh)  *Ä^. 

AfsK^— ir,iifo=(fi8Xo— xsf^)^^; 

olglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

>'«      xo^i— Äo»i       ^f*i— f«o^       f*o«i-«ofh' 

«0^— AoXi       ^(H  —  l^h       f«o»i— *of*i' 

r»     __  *8^ —  ^*o  __  hth)  ^  f*8^ f*s*o — *8f*o 

^"      «0^  — Ao«i       ^^1  — Ml       f«o«i  — «ofh' 

Also  ist  nach  6*): 

7*x     sinFo,tsinF»,»  _     («0^  -^>gi)(*«^  —  ^*») 

__  ,  (^fh  •^f*o^i )  (^f*s  -  l^h) 
(Aif*a— f»i^  (^f«o  -  f*s^) 

Oh«»— »lf«9)(f*8»0— «»f*o)* 
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fi^sttemt  flteD  die  ^^rOssen 

aus  den  Gleichungen: 

so  ist>  wie  man  ieicht  findet : 

» 

also: 

^^^hH  V«8  +  V^  +  f*o'i*8' 

Bestimmt  man  dte  OrSsaen 
aus  den  Gleichungen: 

so  ist  ganz  eben  so  wie  vorher: 

Hh  -hn^-     (X|  A,  —  Aix»)  (xaS  +  l^l^  +  fii'Ms)» 
«,ia— AiX2=  — (XjAj-AiXsXxa'x, +Aa'Ai +|[ia'f*i); 
also : 

«1^— ^^  Ä«'xi  +  Aa'Ai  +  fiaVi ' 

Folglich  ist  nach  7*): 

sin  Fo,t  stn  F^  _     »p^^i  -Ho^ A^ + fip^f^   V^s^VAs-ffi,^^ 
sin  Fi^sin  FtH>     ^o^+^'h+lhW^'H^'Wk  +f««'f*i 

oder 

9*) 
sin  Von^mV^>ri_     m^%+l^%+it^'fL^ ,  Vx,  -f  Ap^Ag  +  fi^^ft, 
sin  Fi,s8in  V^^        <»i+ V^+M»'l*i  *  «^'«s  +  V^  +  ^W ' 
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Was  Dan  die  Bestimmuiig  der  Gryssen 

*•'»  Vf  h'    und  Hf',  V.  1%' 

aus  deD  obigen  4BIeidiiiQg6n  betrifft »  se  Ist  darfiber  Folgendes  zu 
bemerken. 

Wenn  man  die  drei  Gleichungen 

^=/*o'(^f*d-f*i^)— V(»i^a— ^^)» 

welche  zur  Bestimmung  von  %q  ^  l^\  fi|/  dienen,  nach  der  Reibe  >iit 

multipiicirt  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erhält  man : 

und  die  Bestimmung  der  Grtissen  %q\  Üq*  ,  ftQ*  aus  dta  drei  obi- 
gen-Gleichungen  ist  also  nur  dann  muglich,  «renn  vorstehende 
Gleichung  erfüllt  ist  Dass  dies  aber  der  Fall  ist,  erbellet  auf 
der  Stelle.  Denn  weil  die  Iste,  2te,  4te  Ebene  tautozonal. sind, 
80  können  wir  nach  17) 

setzen,  woraus  unmittelbar   ^ 

and  also  nach  dem  Obigen  offenbar  auch 

folgt,  wie  es  sein  soll.  Zngteieh  sieht  man  nun  aber  auch,  dass 
sich  eine  der  drei  Grdssen  Xq,  Xq'^  ^'  immer  willkubrlich  anneh- 
men lässt,  mittelst  welches  Werthes  dann  die  beiden  anderen 
Grossen  so  bestimmt  werden,  dass  zweien  der  Gleichungen  10^ 
genflgt  wird,  worauf  dann  die  dritte  dieser  Glelchongen  von  selbst 
erfüllt  sein  wird. 

Ganz  ähnliche  Bemerkungen  sind  fiber  die  drei  Gleichungen 
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11*)   .   .      \    Al  =  f*«'(^^  — fhW— ««'(«lÄ«— Äl«8)* 

welche  rar  Bestimmnng  von  xj ,  1%' ,  fi%  dienen,  su  machen. 


$.  29. 

Die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den Richtungen  einer  durch  den  Punkt  {abc)  gehenden  Geraden 
mit  den  positiven  Tbeilen  der  Azen  der  x,  y,  z  einschliesst» 
wollen  wir  darch  a,  ßy  y  bezeichnen.    Setzen  wir  dann: 

i    Xz^zAeosa-f-  Ceosß  +  BeoMy, 

62)  .  .  .     J     F=Ccos«  +  }Jcos/3  +  24co8y, 

.f    ^=JScostt-f '^cos/S  -f  (£  cosy; 

80  sind  tiach  !•  23)  die  Gleichangen  dieser  Geraden : 

63)  ....    ,     __^iL_=:__. 

Wenn  nun  femer 

64)  .   .   .   Äo(a:-^iio)  +  io(»-Äö)+^o(»-Co)=0 

die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  (oo^o^^o)  gehenden  Ebene 
und  (pi)i)  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  obigen  Geradeo  ist, 
so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  r>  9>  f  die  folgen- 
den Gleichungen: 

^T"-"T"-    Z   ' 

iPoOr-ao)+io(t^-"*o)  +  iM;)Ö-Cö)=.«; 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

65)  .   .   .  I>o  =  Ä'o(flo— a)  +  io(Ao— *)  +  ^o(<?o— <?) 
setzen,  die  Gleichungen: 

X  ^  r  """z^' 

ÄilCr-a)+Zto(9-6)  +  Ä;>(j-c)  =  Do; 
aus  denen  man  auf  der  Stelle : 
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^^ ^  ^-*=ü'o2:+ioF+JlfoZ' 


erhält 

Die  Entfertiiing  des  Punktes  {TXjfi)  von  dem  Punkte  {abc) 
betrachte  man  als  positiv  oder  negativ ,  jenachdem  der  Ponkt  (t9|) 
in  Bezug  auf  den  Punkt  {obe)  als  Anfangspunkt  oder  als  Aus- 
gangspunkt in  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Richtung 
unserer  Geraden  oder  in  der  entgegengesetzten  Richtung  dersel- 
ben liegt,  und  bezeichne  mit  Rücksicht  hierauf  diese  Entfernur^ 
durch  ti;   so  ist  nach  L  18): 

+ 20e-a)  (v-6)coB(ay) + 2(»-6)ö-e)co»(y*)+2ft-c)(ir-o)c»»(M:), 
oder,  wenn  wir 

r—a _ V—b _ }—e _  _ 

X  -  r  —  z  -^ 

setzen : 

I 

1«»=  G^{  X»+  F«+Z»+2Jr  Fcos  iüpy)+2  FZcosfyi)  +  2ZXcot^(ta:)  I, 

also  nach  I.  29): 

67) «•=G>iV«,    u:=:±GN; 

wo  sieb  nun  frSgt»  wie  das  Zeichen  zu  nehmen  ist,  was  man 
auf  folgende  Art  entscheiden  kann.  Man  nehme  zwei  durch  den 
Punkt  (abc)  gehende  Axen  der  v  und  w  an,  welche  auf  der  durch 
den  Punkt  (abc)  gehenden  Geraden,  die  wir  als  Aze  der  u  be- 
trachten, senkrecht  stehen ;  so  ist,  wenn  wir  uns  durch  den  Punkt 
(abc)  ein  dem  Systeme  der  (zyx)  paralleles  System  der  (a^y'z') 
gelegt  denken,  und  die  Coordinaten  des  Punktes  (fn^),  auf  den 
sich  überhaupt  alle  Coordinaten  beziehen  sollen,  in  diesem  Systeme 
durch  x'b  9S  }'  bezeichnen,  nach  L  7)  offenbar; 

tf -f  e  cos  (tio) -f  <0  cos  (ifw) = jT '  cos  (tforO -f  t^' cos  (tty ) -f  f '  cos  (tfzO  9 
also«  weil 

und 


\  » 
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(iiar') =(*«)  =  «,    (V)=(y«)  =  iJ»    (itt')  =  (nf)=y 

ist: 

tf  =  jr' cos  tt -f- 9' cos  ^ -f  l' cosy. 
f 

Nun  Ist  aber  bekanntlkb 

oder 

also; 

f«=(jr— a)cosa  +  (p— 6)cos/?  +  (f— c)cosy, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

ic;=  G(Xcosa-(-  Fcos/3-|-Zcos7), 

also  nach  I.  33): 

68) M  =  GiV, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  man  in  der  Gleichung  67)  das  obere 
Zeichen  nehmen  muss.    Nach  66)  ist  «her  offenbar; 

/>o 

also: 

DqN 

oder  entivickdt: 

w) ; 

^       £^o(ilcosaH-Ocos/?+JSop6y)  +£o(^'<:o«w-f  ^cos/3f  ilcosf)  1 

-f  Jfo(ficosa-K^cos^-f(fcosy)  3 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  also  die  Entfef naog  des  Dorch- 
schnittspunkts  einer  Ebene  mit  einer  Geraden  von  einem  belle- 
bigeo  Punkte  (abc)  in  dieser  Geraden  bestimmen. 

Wenn 

die  Gleichungen  zweier  durch  den  Punkt  (fgh)  gehender  Ebenen 
sind ;  so  sind  nach  II.  38)  die  Gleichungen  der  Durchschnittsiinie 
dieser  Ebenen : 


I 
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Bezeicbnea  wir  die  iroo  einer  der  beiden  RichtmDgeii  dieser  Dorcb* 
seiniltsliDte  mit  den  poeitiFen  Tbeilen  der  AxeA  der  «,  y^  t 
eiogeschlosaenen »  180^  nicht  fibersteigenden  Winicel  dareb  Uif^ 
ßi»%»  y\»%  ^^^  setzen 

71)  .  .    \    Ft^8>Ceoeoi«+3$cesj3|^-f  ilcos/i^,    ^ 
Zi^  =:£cosai^-|-ilcosj9],2-f  tfcosyi^; 

so  sind  die  Gtelchongen  der  Dnrcbscfanittslinie  bekanntlicb  aucb : 

-^1*2  ^li%  ^1*» 

t 

lind  man  kano  also,  wenn  61,1  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

^1«=  Gi^(»i*a-ifi^t). 

setzen.    Wird  nnn  jetzt 

73)  .  .  .   />o  =  Aro(ao— /)  +  io(»o— 5^  +  *o(«o— *) 

gesetzt»  so  Ist  nacb  69),  wenn  jetzt  u  die  Entfernung  des  Punk- 
tes (fgh)  von  dem  Dnrcbschnittspunkte  der  Darchscbnittslinie  der 
Ebenen  70)  mit  der  Ebene  64)  bezeichnet: 

74) 


u  = 


G,^tAQ>(L,ilfa--Jfii,)+2^(^,*,-.*,Ä^+*o(*A--X|Ä«)r 
Weil  bekanntlich 

N^^X^^^+  1^1^*+ Zi,«*+ 2-^1^  ri^co8(j:y)  +  2r,^Zi^co8(yz) 

ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  Gi,^  die  Gleichung: 

(Iilf,-iiiI^M<i»i*«-Äilfa)»+(Iii;-i|jr,)« 
m—G    «I        +2(Iiitt|— JifiI««)(JiriÄB  — Äi|Ä'Jco8(xy) 

+2(Af,Ä;-  ÄTiJlf,)  («iL,  -£,*:,)  cos(yi) 
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Also  kann  man  nach  72)  auch  Äi,^,  Yi^,  Zi,^  flnden»  and  zur 
Bestimmang  von  «i^,  ßit%^  yi^  hat  man  nach  I.  32)  die  folgen- 
den Formeln: 

-*!•«+  ^if«co«  (^)  +  ^j  *»  cos  ("?) 

C08a|^= : -^ , 


76) 


;\        )  -.^-Ä     __-yi>«<^og(gy)+  Fitg-f  Zi>aCog(y») 

f  ^^^     _Xi^coa(z,T)-|-  ri,gC08(y»)  +  Z|,a 
\  cosym— j^^ . 


i.  30. 

Von  vorzüglicher  Wichtigkeit  ist  die  Theorie  der  Zwillings- 
Systeme.  Wir  wollen  uns  eine  beliehige/  durch  den  Anfang 
der  xy%  gehende  Gerade  denken,  welche  die  Zwillings-Axe 
genannt  wird,  nnd  uns  dann  Vorstellen,  dass  das  Azen- System 
der  xyz  sieh  um  die  Zwillings-Axe  als  eine  feste  Axe  gedreht 
habe,  bis  der  posltire  Theil  jeder  der  drei  Axen  der  x,  y,  z  eine 
halbe  Kegelfläche  beschrieben  hat,  und  also  in  seiner  neuen  Lage 
mit  der  Zwillings-Axe  und  seiner  ersten  Lage  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegt;  nimmt  man  nun  die  positiven  Theile  der 
Axen  der  d?,  y,  ic  in  ihren  neuen  Lagen  als  die  positiven  Th^le 
der  Axen  der  x',  y,  s'  eines  neuen  Axen -Systems  der  x'y^z'  an, 
so  heissen  die  beiden  Systeme  der  xyz  und  x'y'z'  Zwillings- 
Axen-Systeme  mit  einerlei  Anfang*).  Legt  man  aber 
durch  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  Coordinaten  in  dem  Sjrsteme 
der  ar^z  durch  a,  A,  c  bezeichnet  werden  mögen,  ein  dem  Systeme 
der  x'y'z'  paralleles  Axen  »System  der  x''y''z'';  so  heissen  die 
Systeme  der  xyz  und  x''y''z''  Zwillings-Axen-Systeme  mit 
verschiedenem  Anfang.  Solche  Axen-Systeme  wollen  wir 
nun  einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen. 

Die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  bei- 
den Richtungen  der  Zwillings-Axe  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y,  z  einschliesst,  bezeichnen  wir  durch  a,  ß,  y, 
und  setzen : 

1    JCssilcostt-f  Ccosß-t-BcoBy, 

77)    ....    j    Y=^Ccosa  +  ']Sco8ß  +  Acosy, 

^    Z=£cosa-|-ilcos/?-f- Ccosy. 

«)  Man  Tergl.  Naomano:  Elemente  der  theoreticchen  Kry- 
«tallographie.    S,  62. 
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« 

Die  180^  nicht  fiberateigjenden  Wioke!,  welche  die  positiven 
Theile  der  Axen  der  d/,  y' ,  t'  mit  den  positiven  '^heilen  der 
Axen  der  x,  y,  x  einschlieesen,  bezeichnen  wir  durch 

ixx'),  {yx'),  {tafy,    (jjyO.  (»y'),  {^)\    (^»0.  (»«'),  (»') 
und  setien: 

■ 

Xx^=!^MeoB{xx')  4-  Ccosiyx')  +  Bcosizx'), 
78)  .  .   \  Yx=  CcoB  {xac?)  +  » cos  (yor')  +  A  cos («:') , 
Zm^^B  cos  (xa^)  -f  A  cos  (yx')  -f  £  cos  (zx')'^ 
femer: 

Jf9=:ilcos(aryO  +  Ccos(yy')  +  Bco8(xy'), 

79)..    ^  Fy=Ccos(a?y')  +  3Jcod(^0+-^co«(«y). 

Zy  =  Acos  (j;y )  +  A  cos  (yyO  +  €  cos  («yO ; 
und 

< 

«As  =  4  cos  (^2^)  -f  CcosCyi')  -f  ^cos(zx'), 

80)  .  .   ^   F«  =  Ccos(j:z')  +  »cos(y2';^+2lcos(«0. 
Ä,  =  Acos (ariO  +  A  coB(yz*)  -|-  <£  cos («/). 

Nach  I.  36)  haben  wir  zuförderst  offenbar  die  folgende  Gleichung: 

81)  .   .   .   .  iVcos«=JrjrCosa-i- Fscos^-f  Zscosy. 

Ferner  sind  die'  Gleichungen  der  Zwillings -Axe  und  der  Axe  der 
x'  nach  I.  23): 

X        ^         z  M      X  V  z 

X      ¥      Z    """    X:i~  Y.~  Zx' 

bezeichnen  wir  also  die  Gleichung  der  Ebene  dieser  beiden  Gera- 
den durch 

««  +  *y +  e«=0. 
so  ist 

ttJr  +JF  +cZ  =0, 

a2Cr  +  »F,  +  eZ<r=0; 

da  aber  in  dieser  Ebene  auch  die  Axe  der  x  liegen  soll,  deren 
Ctleichungen  y=Oy  z=0  sind»  so  muss  für  jedes  x  offenbar 
ii;r=0  sein,  woraus  sich  a=:0,  und  daher 
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BF,+eZ,=0 

ergiebig  welche  ewci  Gleichungeo  sogleich  auf  die  Gleichung 

82) ZT:,-^TZx=n 

fähren.    Aus  den  beiden  Gleichungen  81)  und  82)  erhält  man  leicht: 

(N-'Xx)  Fcosa=(Fcos/J+  Zcogy)  F., 

(iV^— jr,)Zco8a=(Fco8/J+  Zco8y)Z,; 

al86,  weil  nach  I.  33) 

JTcos  o -f- Fco8 /} -f- Z  co8  y = 2V 
ist: 

i  (iV^—  Xconet)  Yt  =  {IX^Xx)  Fcoa «, 

f  (iV-Xeo8a)Zss(iV^-J»)Zcoser. 

Nun  hat  man  aber  nach  I.  32)  die  Gleichung 

iVco8(a:a?')  — -^jt+  F«co8(ary)  +  Z«>cos(2j?) 
oder  ^ 

-«rtl-'C08(arÄO)  =  (iV'-*r)— F,co8(«y)— Z,co8(m:); 

folglich  nach  83): 

iV(iV— JTcoa«)  { 1  -  co8(a?x') } 

=  (iV- jrx){iV— [ir+  Fco8tey)  +  Zco8(2a:)]co8«), 

also  nach  I.  32): 

(iV— jrco8a)(l— C08(d:a:'))s=:(iV--i)«na«, 

woraus  : 

^      y  _2  (IV—  Xcos  c)  sin  yjxx")^ 

smo^ 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichungen  83),  so  erhält  man : 

^     ^      2(iV--ico8a)8inKa?ar')* 

sina* 

04.  )  \r      2  Fsin  y(a?a/)*co8  c 

'  ^  Sin  or 

^  2Z  sin  \{xx'^  CO8« 


N^me  Tkeerie  der  ^ermltm  UmU  im  ntmtm  und  der  Mbene.    SSI 
also,   weil  offenbar 

ist : 

8B)     JCr=2Jrco84x— iV,     F«=:2Fcosa,    Z«  =  ^Zcosa. 
Nach  I.  32)  ist: 

iVcos  (yicO  :=  Xs  cos  {xif)  i-Ys+ZM  eoa  (^2) , 
2Vcos(ftrO  =-yjCos(ia?)+  F«cos(^z)  +  2x; 
also  nach  85): 

2Vcos(ya?0=r2t-2fcos(j:y)+  F-|-Zcos(yz)|co«a-^i¥co«(Äy), 
Ntfmitx*)  s=2t  j:co8<t:r)-f  rcos(^2>-f  Z^cosa^^AcosCit»); 
und  folglich  nach  I.  32): 

00H(yar')=r2ed8<ie6s/? — ca%{xy)\ 
cos  {zx*)  =2  cos  7  cos  et — cos  («jc). 
Daher  ist: 

cos(^a;0  =  cos2a, 

86)  •  .  .  .  ^    cos(^;c^  =  2c08acos/}  —  co8(a:y), 

cos  {zx')  =  2  cos  y  cos  c  —  cos  {tx). 

Ganz  eben  so  ist: 

87)  Xy=2ircos/f,    Fy^aFcösiJ— i?,    Zy^iZcosß 

und 

/    cM(xyO=^2eosncos|} — eos(«rf), 

.  88)  .  .  .  ,    <    cos(yy)  =  cos2jS, 

ferner : 

89)  J[.s3Jrc<iS7,    F«=8Foos7,    %flt2Zcos)r--iV 
and: 

GOs<j:iH)  sr  2eo»)rcos«-^cM  (m) , 

90)  -  .  .  .^    cos(y*0*^2cos/3co8y— eos(yO» 

cos<ttO  *=  cos  2/. 


^ 
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Also  ist: 

91)        (ayO  =  (y^O.   (ytO  =  (»»0.    («rO  =  (^*0- 

I 

Die  Gleichangen  der  Axen  der  as^,  y\  tf  siod: 

^ y  a? 

2JCcosa— A^ ""  2  Fcos«  "" 2Zcoso  * 

92)..  ..   J_fL.--  =  _^ 


2JK  cos /3  ""  2  Fcos /J — iV  ""  2Zcös^  * 


2JCcosy      2Fcos)f      2Zcos)r— iV" 
Wenn  man 

cos2«  =  2cosa* — 1,    ^o82^  =  2cos/P-*l>    cos2}p=:2€osy*— 1 

setzt,   80  findet  man  sehr  leicht: 

Ü  cos  {xx')  -{-  Ccos  (y^O + -Bcos  {%x') 
=  2(ilcoso-|-Ccos/}4-Acos}')cosa  —  (il-|-Ccos(:cy) -I- A€os(u?)t, 

Ü  cos  (ayO  +  Ccos  (yyO  +  ^c««  (»yO 
=  2  (ücos  a -f  Ccos /? -f  Bcos /)  cos /?  —  { il  cos  (ory) -f  C^-f -B  cos  (yz)  i, 

Ücos(:i?zO  +  CcoBi^xf)  +  BcoBitxf) 
=  2(ilcosa-f  Ccos/3-|- Acosy)eosy— {itcos(zi?)  -f  Ccos(yz)-|- A|; 

also  nach  77)  and  II.  1): 

i^coB{xx*)  +  CcosQfx^  +  Acos(z^  =  22Ccoaa — N, 
Jcos  ixg^  +  C  cos  (^0  +  Bcoa(t^  =  2jrcos/S, 
ilcos(ar20  -f  CcosCyiO  +\BeoB(xz^)  :=z2XcoBf; 

und  ganz  eben  so: 

Ccos  (xx^)  +  ]$  cos  (yx^) + A  cos  (xx^ = 2  Fcos  a , 
Cco8(a:yO  +»cos(yyO+ Jcos(iyO  =2Fcos/J— /V, 
Ccos(a»0  +3Jcos(yz')+ilcos(a;zO  =2Fcosy; 

so  wie : 

B  cos  (a?:rO  +  A  cos  (y;rO + £cos  (xx')  ^=AZ  cos  er , 
jBcos  (jryO  +  '^  cos  (.1^0  +  C  cos  (lyO = 2Zcos  ß , 
Äco8(a?iO  +  ilcos(yz^>  -fCcos(n')  =2Zcosy  — '  /V. 
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Also  ist  offeabar  nach  2): 

83) 
iV(a:— a)  =  (2JKcos«"-jR0a?*'+2-Xy*cosi5+2*^cosy, 

iV(2  — c)=2Zar"co8a+2Z/cos/J  +  (2Zcosy— iV)i''; 

und 

94) 

Nx  =  (2J!rco8a— iV)if'+ 2  Jry  cos /5 +2  JTz'  cosy, 

iV;V  =  2Far'cosa+(2Fcos/3— iV)ff'+2F«'cosy, 

-ZVi  =2Za:' cos«+2Zy'cosjJ+(2Zcosy— jy)z'. 

Mittelst  77)  und  I.  32)  kann  man  ans  diesen  Formeln  entwe- 
der X,  T,  Z  oder  a,  ß,  y  ganz  eliminiren.  Dieselben  dienen, 
um  unmittelbar  von  dem  Systeme  der  xyz  zu  dem  Systeme  der 
^"9  y" y  ^  oder  x\  y' 9'^  fiberzugeben,  und  sind  ganz  allgemein 
für  alle  Coordinatensysteme  gfiltig.  Dies^elben  können  jedoch  noch 
auf  eine  andere  Art  ausgedrückt  .werden,  wie  wir  jetzt  zeigen 
wollen. 

Die  auf  der  Zwillings -Axe  senkrecht  stehenden  Ebenen,  von 
denen  man  die  durch  den  Anfang  der  xyz  gehende  besonders  her- 
Torheben  und  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

95) «a:  +  %  +  ini=0 

charakterlsiren    kann,    nennt    man    Zwillings  •  Ebenen.      Wir 
wollen   der  Kfirze  wegen 


96)  C9-!tY  ÜÄ«  +B£«+OII«+2CBIt+2^ian+2ÄjnÄ 
setzen,  80  ist  nach  §.19.: 

97)  .    .    .    cosa  =  0^,    cos/3  SS  (91t,    cosy  =  091 

und 

IA  =  (9f(il«+Clt+Ätt), 
F  =  (Bf(C»+»ir+24M), 
z  =  (5(fi»+2«t+tfni). 

Setzen   wir  nun  aber  der  Kürze  wegen: 

Theil   XIQXIV.  10 
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99)      *  =  Jl««  +  »£»  +  tfllP+2C»£+ SilflBI  +  liSWtl,  - 
so  ist  nach  93)  offenbar: 

100) 

x  — a=    Jz — ^ 3 l-\x 

+  2 ^ y 

ar(jt«-t-cg+gni)^ 


'S 


*  -♦ 


»-*=     2 ^ x' 

+'^ 4,       --'y 

+-* ?  ' ' 

Auf  diese  Weise  sind 
bloss  durch  die  CoefOcienten  der  Zwillings -Ebenen  aasgedruckt. 


§.  31. 
Sei  jetzt 

101)  .  ..  #fo(^-«o)+io(y-fto)  +  *o(^-<?o)  =  0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (ao&o<^o)  gebeoden 
Ebene  im  Systeme  der  xyty  welche  wir  nun  auf  das  System  der 
x^t^t"  übertragen  wollen. 

Zu  dem  Ende  seien  Qq"  ^  bo" »  Cq"  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes (oo^o^o)  '"^  Systeme  der  x*'y"%*'  \  dann  haben  wir  nach  100) 
die  folgenden  Gleichungen : 
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»0—«=     I2 -T 'llflo 

4.2 jg b^ 

-        «(itit+cg+Bni) 

+  2 : ;g — Co  , 

-f-  J ^g- ^0 

+  1-0  ;;g IfCp    ; 

also  Dach  100)  durch  Subtraction : 

+  2 ;;g-T (»"  — Cb"). 

I 

Bi(cit+ggfjat) 
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Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen : 
102) M=    Äo(i»»  +  C£  +  Ä»I) 

so  ist  die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x''y''z'' ,  wie 
leicht  erhellet: 

103) (2im-/fü*)(^''-öo'') 

+  (2£W  -  Lo*) {ff"  -  VO  \  =0. 

Wenn  die  durch  die  Gleichungen  95)  und  101)  charakterisir- 
ten  Ebenen  Ebenen  des  Krystalls  oder  wenigstens  solchen  Ebe- 
nen parallel  sind,   so  ist: 

also : 
1Ö4) »=     Xo(xilÄ+ACi  +  fiÄilf)Ä: 

+  io(xCK+  ABL  +  iiAM)L 

und 

105)  ...  *=     x«ilX2  +  A«BL«  +  fi2(filf« 

+  2»WKL  +  n(iALM+2fi%ßjaK; 

die  Gleichung  103)  nimmt  aber  die  folgende  Form  an^ 

106)  ....       (2x»— Xo*)Ä(^''-0  ) 

+  (2A»-Ao*)i(/-V)  [  =0. 

« 
Wenn   das   System  der  {xyz)  rechtfvinklig  ist,    so   ist  nach 
dem  Obigen,  weil  In  diesem  Falle 

Ä=:l,    »  =  1,    €=1;    2i=0,    B=0,    C==0 
ist: 

M  =  «Äo  +  ifLo+M^05    '6  =  »*+ir«+in«; 
also^   wie  m«n  leicht  findet: 
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annir  -  üfo'ö = 2«ntÄo + scmi^ + cm»  -  »« -  Ä«)  jifo ; 

folglich  die  Gleichung  unserer  Ebene  im  Systeme  der  x'y"!": 

107) 

{(««-£«— nP)£<,+2«j(rto+2»m*oi(«"-«k>') ) 

+  t2MÄo  +  (l«-nP— ««)Lo  +  2£miJfo}(y''-6o'')  [  =0. 

+  {2«lllÄo+2itJnito  +  (lJP-Ä»— £«)üfo)(i''-Co'')  ' 
Nach  104)  und  105)  ist  in  diesem  Falle: 

I 

also : 

2ä»  —  Xo*  =  x«Xo  Ji[a+ A(2xÄo  —  Ax©)  i*  +  K2«f*o  -  f**o)^, 
2AM  —  Ao*  =  x(2Axo-xAo)  X»+  A%L«  +  fi(2Afio-f*Ao)ilf*, 

2f4M  — ^*=x(2fiXo-x^)Xa+A(2^Xo-Wi>+^%^*; 
und  folglich  nach  106)  die  Gleichung  der  Ebene: 

108) 
tx%ü[«+A(2«Ao-Axo)L«  +  fi(2x^-f*Xo)üf«}Ä(a:''-0 

+  lx(2Axo-xAo)X«+A«Aoi«+f*(2ilfio-f*Ao)i»f«li(sf''-V)  ^  =0. 
+  |x(2fiXo-x^o)Ä:«+A(2^Ao-Afto)L«+^%üf*)ilf(z^-0 


§.  32. 

Bezeichnen  wir  die  mit  den  gehörigen  Zeichen  genommenen 
Entfernungen  der  Dorchschnittspunkte  der  durch  die  Gleichung 

109)  .  .  .    Jli(ar-ao)+Xo(y-Äo)  +  i»fo(«-Co)=0 

cbarakterisirten  Ebene  mit  den  Axen  der  x' ,  y' ,  z'  von  dem  ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkte'  der  Systeme  der  ayz  und  x'y't' 
respective  durch  Uq' ,  Vq' ,  w^  ;  so  haben  wir,  wenn  der  K^rze 
wegen 

110)  ....     Dq  =z  K^oq  +  LqÖq  •{■  MoCo 

ge$etzt  wird,  nach  69)  und  78),  79),  80)   die  folgenden  Formein: 
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also  nach  86),  87),  89): 

,     . DqN 

^  '^2(Äo*+I-or+  ilfoZ)co««— ÄoiV* 

"«»  -2(Js«-j:+i;^F+AfoZ)co«^-A>iv* 

, D^ . 


woraus 


2(iS:o^+  LoF+ JlfoZ)co8/3  =  (Lo  +  %  N, 
2(A:oJr+ Lö  F+ilfoZ)cosy  =  (ifo  +  ^,)iV; 

wo 


also: 


111)        coaa:co8ß:coay=Ko^-^r'Lo+-r^iJUo  +  —, 

»0  «^O  W" 

_Äb  .2.^J.1.^0.J- 
folgt 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Durebschnittfipunkte  der 
durch  die  Gleiehuag  109)  charakterlsirten  Ebene  mit  den  Azen 
der  X,  y,  z  von  dem  Anfange  der  acyz  und  x'y'i'  respective  durch 
«0»  t^o>  ^0  9    s<>  ^t: 

Ä(«o — ffo)  —  Loio-^MoQi  =  0, 

—  Äoflo  +  io(»o — Äo) — ilfoco=:0, 

— JToao — LoK + Äo  (mh) — co)  :=  0 ; 
also: 
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^ 

iüoao  +  Lobo  +  Wqco      Do 


vo 


"11' 


Xo  Lo* 


Koao  +  Xo6o  *f  ilf  oco       /^ 

'«*= 3^ =  *b' 

folglich  nach  11]): 

112)  co««:co8p:co8y=: ^  — 7  •  —  +  — 7  •  —  +  — #• 

'  '^        '     uo     m    vo      vo    wo      u)o 

Bezeichnen  wir  die  mit  den  gehörigen  Zeichen  genommenen 
Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  der  durch  die  Gleichung 
109)  cfaarakterisirten  Ebene  mit  den  Axen  der  x",  y",  iT  tod  dem 
Punkte  (ahc)  respective  durch  uo  ^  vo" »  W;  so  erhalten  wir, 
wenn  nur  jetzt 

113)  .  .  .  />b  =  Äb(flo— a)  +  io(Äo— 6)  +  -fl^o(co— c) 
gesetzt  wird^   ganz  ehen  so  wie  vorher: 

2(iro2r  +  LoF+ JfoZ)cosa=(ira+  ^)iV» 

1*0 

2  (ÄbX  +  Lo  F + üfoZ)  €0» /»  =  (lo  +  ^)  iV , 

Do 


2(ÄcJr+ ior+ JlfoZ)  coay  ip  (;!/o+ ^)iV; 


also: 


114)      coä(x:eosj?:cos}^s:  Äb  + r-5;Jio  +  -^''^0*l »• 

Wir  isind  folglich  berechtigt, 

cos«=Go(JKb+^),    cos/J=Go(Lo+^),    cosy=(?o(Jlfo+^^); 

also  nach  77): 

115) 

jr=Go{ii(ii+ä)  +  c(j&o+r&)+Ä(jifo+^^)i, 

«e  wp  Wo 

«O  V^  Wq 
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charakterUirt  trorde»  die  Ebene  der  yz,  tx^  xy;    daas  also  nach 
uod  Dach 

jri  =  l,  1,1=0,  Hl  =0;    Ki=0,  Li=^l,  Mi=0; 

Äi=0,  11=0,  Mi  =  } 

sei;  ao  ist  nach  §.  20.,  wenn  ohne  irgend  welche  Beiieh«ag  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 

c,=±vi.  c„=±vi.  «-»iVl 

genetaC  wird: 

coa  ro»y«  = Jf > 

-,  Co  G»jr  (CiTo  +  VLo  +  ^  Ho) 

cos  r o,»s  = Tff 9 

coa  ^o'^s^ — jf » 

oder  kürzer,  wie  ans  $.  20.  unmittelbar  hervorgebt: 

COS  r  0,j,  =         1^       >      coa  ro,««  =  — «= —  >       cos  r  o,jry  =  — JK —  5- 

also : 

Nun  ist  aber  nach  I.  32),    wenn  a^,  ß^,  y^  dieselbe  Bedeutmig 
haben  wie  in  $.20. : 

•^o  +  Yo^  cos  {xy)  +  Zo  cos  (tx) 

cos  «0  = jy  ■     , * 

o  _XoCOB{xy)  +  Fq  +  Z»coa(3f») 

cos  Po  — TF= » 

■XoCOsCmp)  +  F»cog(y;y)  +  Zo . 
cos  yo  = ^ jy  '     ^ ; 

und  nach  $.20.: 

K^lLolM^rrz  COStto  •'  COS/?o  5CO»)'o  f 

also  nach  dem  Vorstehenden: 


Nene  Theorie  der  feraden  IMe  im  Räume  und  der  Ebene,  243 

IaTo  +  Fo  cos^(j?y)  +  Z^  cos  {zx) 
:  XoCos(j:y)+  Yo  +  Z„cos(y2) 
;  X^  C08  (zar)  +  F^  cos  (yi)  +  Z«, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

cos  Fo,f/»     ,    cos  Pojsx  /       V    ,    cos  V(^,xy  ,      , 

— jT-^  +  — i^-    COS  ipcy)  +       ^       y cos  (Ijr) 

KoiL^'.M^^  <  : — g-^^^ cos (ary)  +  — g + — g-^^— ^cos(jf2) 

.cosFo»»»       ,    V  ,  cos-Fo,«x   ^  ,    X  ,  cos  Fo,j^ 
•  — jy — ^  cos  (zx)  +  — 7^ cos  (yt)  +  — jy — ='. 

Die  Gleiefaongen  des   von  dem  Anfange  der  Coordinaten  auf 
die  gegebene 9  durch  die  Gleichung 

charäklerisirte  Ebene  geßillten  Perpendikels  sind  bekanntlich 

^_X L 

so  dass  also,  wenn  (Xf^y^to)  ein  beliebiger  Punkt  in  diesem  P-er- 
pendikel  ist,  jederzeit 

Xf^  l  y  0  !  Zo  ^^  J^a  •   «0  •  ^O  > 

also  nach  dem  Obigen 

cos  Fo,y«  .  COS  Fo,M  ,  CÖS  Fo,» 
"  €rv»  «^awr  "«y 

ist;  und  da  man  nun  gewiss  immev  leicht  wird  beurtheilen  kön- 
nen, was  fiir  Zeichen  die  Coordinaten  des  Punktes  (XoyoZo)  in 
dem  in  Rede  steheoden  Perpendikel  haben»  so  wird  man  mitteilt 
vorstehender  Proportionen  immer  auch  die  Combination  der  Zei- 
chen beurtheilen  kunoe»,  mit  denen  man  die  Grossen 

ZU  nehmen  hat  Beaeichnen  wir  aber  diese  Zeichen  -  Combination 
durch 

(-l)a,     (-l)b,     (-l)c; 

so  k5nnen  wir,  da  es  hier  bloss  auf  Verhältnisse  ankommt,  nach 
dem  Obigen  für 

Gy% ,      OaMf      Gxy 

offenbar  respective 
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1  1  1 


(—  1)« .  tf  in  iyz) '     (-  If .  810  (ix) '     (- 1)« .  sin  {xy) 
setzen,  und  erhalten  dann  nach  dem  Obigen  ffir  die  Verhältnisse 

den  folgenden  Ausdruck: 

J20) KqiLqI  Mq  = 

(— l)«.cos  Fo»»«8>n(yO  +  (— l)^.cos  F©,»*  8in(2jr)co8(a:y) 

+  (—  1)« .  cos  Vo,xy  sin  {xy)  cos  [ix) 
:(—  l)<^.cosFo9yKsin(^z)cos(;r^)  +  (—1)^  . cos To, ««610(13:) 

+  (—  1)« .  cos  Fo ,xy  sin  {xy)  cos  (yi) 
:(—  l)*.cos  Fo,yz8iii(y2)co8(2ar)+(~l)^co8  Fo9S28in(zar)cos(^z) 

+  (—  \Y .  cos  Fo,xy  sin  (xy). 


§.  35. 

Wir  wollen  jetzt  noch  kurz  das  in  nachstehender  Figur  dar- 
gestellte Octaeder  betrachten  5  welches  von  acht  Ebenen  begränzt 
wird,  von  denen  je  zwei  gegenüberstehende  einander  parallel  sind: 


S' 
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Die  Flächenwinkel  >  welche  sich  allein  messen  lassen  und  im 
Folgenden  al9  gemessene  Stficke  befrachtet  werden,  bezeichnen 
wir  durch  die  Kanten,  an  denen  sie  liegen,  indem  wir  über  die 
Bezeichnung  der  betreffenden  Kante  das  Zeichen  A  setzen. 

Fassen  wir  nun  etwa  die  Ecke  A  und  die  drei  in  derselben 
zusammenstossenden  Ebenen  SAB,  SAD,  S'AB  in's  Auge,  so 
überzeugt  man  sich  leicht  von  Folgendem.  Der  Winkel  zwischen 
SAB  und  SAD  ist: 

A         A 

SA  =  S'C. 

Der  Winkel  zwischen  S'AB  und  SAB  ist: 

A         A 
AB  =  CD. 

Der  Winkel  zwischen  SAD  und  S'AB  ist: 

In  der  von  den  drei  oben  genannten  Ebenen  an  A  gebildeten 
dreiseitigen  körperlichen  Ecke  liegt  dem  Winkel  SAß  als  Seite 
der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  SAD  und  S'AB  gegenüber; 
also  ist  nach  der  sphärischen  Trigonometrie  und  dem  Obigen: 


cos  SAB  = 


A  A  A 

cos(180<>  -  SD)  +  coB  AB.  cos  SA 

A  A 

sin  2!^.  sin  5/1 


oder 


cos  SAß 


A  A  A 

cos  AB  •  cos  SA — cos  SD 

A  Ä 

sin  ^^.  sin  S^ 


woraus  sogleich 


sin  SAB  =z 


V 


A  A  A  A         A  A 

l-co8iSZ>*-cos5il*-coSiig*-f2.cosiSP.cosiSJ.cosi4g 

A  A 

9in  AB.  sw  SA 


folgt,  in  welcher  Formel  man  die  Gr&sse  unter  dem  Wurzelzeichen, 
um  dieselbe  zur  logarithmischen  Rechnung  bequem  einzurichten, 
bekanntlich  in  vier  Factoren  zerlegen  kann ,  was  wir,  als  allge- 
mein bekannt,  hier  füglich  dem  Leser  überlassen  dürfen.  Ganz 
auf  ähnliche  Weise  ist 
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.     .^„     ▼    \^eo8SA!^-coBSB^-eo9ÄD^-i-2.co8SA.coiiSB,co»Al 


a\nASB=^ 


A  A 


Ueberhaupt  hat   man   nun  aber  auf  diese  Weise  cHe  folgen- 
den Forroeln: 


siniS^^= 


V7. 


A  A  A  A  A        A 

cobSD^''C08SA^''C08AB*+2.co8SD,co8SA.cosAB 

A  A  ' 

sin ^1^.  sin  Sil 


8iniSi924= 


lA  A«  ^  A  A  A        A 


siuÄßC= 


sinSCÄ=: 


-cos5C*-cosil^-|-2.eosiSfi.co8iSC.cosiiB 

_ ; 

8in  AB.  BinSß 


1/  A^  A  A  A         A        A 

▼   1  ->€08  iS  J*-cos  iSJg^-coft  il  Z>>+2.cos  Sii.co8  SB.coaÄD 

B\nAh.8iuSB 

4 

\f  Ä  Ä  A  A         7.        A 

y  l--coBSC^-'C08SÜ^'-co8An^+2.coaSaco8SD.cosAD 

^ _ _. ; 

sin  ^Z>. sin  SC 


sinSCD— 


V  l-co8SÄ«-cosSC*- 


A  A         A 

cosiijB^-|-2.cosiS£.cos<SC.co8ii^ 


A  A 

sin  ^i?. sin  SC 


«inS/>C= 


v^ 


A  A  A  A  A        A 

1-COS S/>2  -cos S2<*-C0S^ ^-1-2.006 S/>.COS Sil.C08il^  . 


A  A 

sin^l^f.sinSD 


8iaSDA=: 


vz 


sin  SADsz 


A  ^       A  A  A         A  A 

cosSC^^osS/>2-eos^Z)»4-2.cosSC:cosSZ>.cosiiO 

A  A 

sin /IZ>.  sin  SZ) 


V   l-C08Sil«-C0SSÄ«-C0SiiDH2.C08Sii.C0sSfr.C08iß> 


kA^iA^^^^Bi^^MhakMiAA. 


A  A 

sin  AD.  n\n  SA 


und : 
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B\f\ASB= 


\r  ^  J^  A  A  A  A 

V  1'-cosSA^-qobSB^co»AD^^%cobSA.cosSB.cobAD 


A  A 

8ini$/I.Binj$^ 


sin  i?5C== 


V  l-co8Äß«-co8  SC^-'iiosÄB^+'I.cosSß.cosSb.coBjB 


sin  5iB 


^.sini^ 


cosCÄZ>=- 


i/"  A  A  A  A  A  A 

V  1  -cos  SC^-cos  iSZ)«-cos^/>H2.cos  SCcosSD.cobAD 


■cos  SC®— cos  jSZ)*-cos.4/>*4-2.cos  ÄCcosÄjD.cos^. 

siii5C.sinS/> 


cos/>SJ= 


V  l-C08iSZ^--C085/<^-COSJg^+2.C08iSZ>.COgiS2<.C08ig 

-    _        _  _  -. 

sinSZ^.sJnS^I 


Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen : 

4 

W^=V  1  -cosSJ*— C08ÄÄ«— co8il/)*+2.  cosÄ^ .  cossh.cosJh, 
mo=V  1— c(wÄÄ«-cosSC2-cos^iB«+2.co8SÄ.co8ic.cos/^. 


A  -  /^  A  _  A.  A.  A 

^C.coSiSA 


Wcd  T=  V  I  — C08  sc*— cos  .$ZA— C08  i4i)«+2 .  cos  sc.  cos  SA  cos  JA 

Woa^V  1— cosSZ)*— C0sSJ«-COS/lfi«+2.C0sSO.CO8Sil.COS//Ä  ; 


so  ist: 

sin  SAB  = 

sio  SÄC  = 

sin  SCD  = 

sin  SDA  = 


PFdi 


und: 


sini4SA  = 


sin  CSD  = 


A 

sin  ^^.  sin 

A- 
i5.l 

Wa 

A 

sio  ^Z>.  sin 

A  * 
i5£ 

TF»e 

A 

sioijt^.stii 

lic 

Wci 

A 

8iD^/>.8i|] 

liz) 

IF<rt 

A 
sin  5/1.  sin 

SB 

Wcd 

sin  Sfiii  = 


sin  SCB  = 


sin  SDC  = 


«in  SAD  == 


»F*< 


A  A 

sin  SC.  sio  SZ> 


sin  BSC  = 


sin  DSA  = 


A          A' 
8in/l£.8in5fi 

Wcd 

• 

A 

sin^Z).siii 

lic 

IF*. 

• 

A 
ainAB.ah 

A  ' 
\SD 

Wai 

am  AD. »tB 

\SA 

1 

Wto 

siniSB.sic 

A   • 
\SC 

Wd, 

A  A 

8inS/>.sinSi4l 
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Hiernach  und  nach  der  ebenen  Trigonometrie  ist  nun : 

A 
Wda    sin  SB 

sin  SA 


tc 


und 


cr>_  ^<*  sin  .SC   „„_  Wat.Wda  Bin  sc  „  . 

^''-w^ — Ä*^-Tnn^ — TT*"*' 

8in5i7  sin  o^ 

•  '  A 

„_      Wrt   sin  SD 

SlDiS/l 

sin  SA  sin  iS^^ 

folglich  offenbar: 

SA:  SB:  SC:  SD:  AB:  AD 

A  A  A 

'     =  Wie  Wed.6\nSA:  Wed>  Wdc.sinSB:  Wda.  Wab.stnSC 

A  A  A 

:  Wob'  Wbe.stnSD:  Wob.  Wed-slnAB:  Wbe.  Wda^slnAD. 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  die  Verhältnisse  der  Linieo 
SA,  SB,  SC,  SD,  AB,  AD  berechnen,  und  findet' dann  aach 
leicht  die  Verhältnisse  der  Halbaxen  AO,  BO,  SO,  iveil  nach 
einem  bekannten  Satze: 


i,AO^  +  A.BO^=:2.AB^  +  2.AD^, 


i.AO^  +  i.SO^  =2.S^«  +2.  SC«. 


4.ÄO2  +  4.S0«  =2.Äfi2  +  2.Ä/)« 
ist,   woraus  sich  ferner  leicht  ergiebt: 

4.A0^  =  ÄB^+ÄD^  +  SÄ^-SB^i-'SC*--SD^, 


4.  i?0«=  AB^  +  AD^  -  SA^  +  SB«  -  SC^  +  SD», 


4.  ÄO«  =z-^AB^-Am+  SA^+SB^+  SC^+SD». 

■ 

Die  von   den  Axen  eingeschlossenen  Winkel  kann  man   nun 
aber  offenbar  auch  leicht  berechnen. 


Berich  tij^ung.     S.  188.  Z.  13.  und  14.  t.  u.  statt   „Gleichung''   «.  m. 

„Gleichungen.'' 
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XII. 

Privatleistangen  aof  astronomischem  Gebiete.  Ein  Vor- 
trag gehalten  bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  am  30.  Mai  1859. 

Herrn  Karl  v.  Liiirow^ 

M  irklichem  MiCgliede  der  Icniserl.  Akademie  der  Wistenschaften. 


Wenn  eines  unserer  ausgezeichnetsten  Mitglieder  im  Auslande 
einmal  mit  vollem  Rechte  herverhob ,  dass  die  Astronomie  mehr 
als  irgend  eine  Wissenschaft  der  Unterstützung  von  Seite  der 
Mächtigen  der  Erde  bedarf,  dass  glänzende  Epochen  in  der  Ge- 
schichte der  Sternkunde  sich  grossentheils  auf  den  besonderen 
Schatz  zurückfuhren  lassen,  den  Fürsten  ihr  geschenkt,  so  kann 
man  andererseits  auch  behaupten,  dass  solcher  Schutz  keinem  an- 
dern Fache  in  gleichem  Maasse  wirklich  zu  Theil  wurde  und  dass 
die  Regenten,  deren  ausnehmender  Gunst  die  Astronomie  dank- 
bar zu  gedenken  hat,  den  regsten  Antheil  nahmen  an  den  von 
ihnen  hervorgerufenen  Fortschritten.  Fragt  man  nach  der  Ursache 
dieser  Erscheinung,  so  findet  man,  dass  dieselbe  eben  nur  die 
einzelne  Aeusserung  eines  überhaupt  weit  über  die  Männer  des 
Berufes  hinaus  verbreiteten  Interesses  ist,  welches  unsere  Wis- 
senschaft von  jeher  kennzeichnete  und  eines  ihrer  wirksamsten 
FürderuDgsmittel  war.  Gestatten  Sie  mir  heute  diese  Ansicht  zu 
begründen,  und  den  wohlthätigen  Einfluss  nachzuweisen,  den  völ- 
lig freiwillige  und  unabhängige  Pfleger  der  Astronomie,  die  in 
dem  Fache  eben  nur  eine  Lieblingsbeschäftigung  suchten,  durch 
ihre  eigenen  und  die  Arbeiten  ihrer  Gehülfen  auf  die  Entwickelung 
dieser  W^issenschafl  genommen  haben. 

Die  socialen  Verhältnisse  der  älteren  Vorzeit  sind  so  Ter- 
schieden  von  den  unseren,  dass  es  oft  grosser  Scbi^ierigkeit  un- 
terliegen würde  zu  entscheiden,  ob  ein  Gelehrter  Privatmann  in 
der  heutigen  Bedeutung  des  Wortes  war.  Die  Biographien  be- 
rühmter Männer  jener  Epochen '  gehen  überdies  selten   auf  ihre 

TUeilXXXlV.  17 
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LebensumstSnde  nfiher  ein  und  enthalten  gewöhnlich  eben  nur 
die  Geschichte  ihrer  Leistungen.  Endlich  bilden  diese  Leistun- 
gen nur  zu  häufig  Glieder  aus  der  Kette  menschlicher  Forschung., 
die  zum  Ganzen  erforderlich  ivarcn,  aber  längst  ihren  Werth  an 
sich  beinahe  verloren  haben.  So  \ToUen  wir  denn  unsere  Blicke 
zunächst  der  neueren  Zeit  zuwenden  und  auf  frühere  Jahrhunderte 
nur  gelegentlich  oder  insoferne  Rucksicht  nahmen,  als  es  der 
Zusammenhang  unserer  Betrachtungen  erfordert. 

Zu  den  Hauptstützen  unserer  heutigen  Annahmen  fiber  die 
Dichte  des  Erdkurpers  gehören  die  Experimente  von  Henry 
Cavendish,  dem  Sprössling  eines  der  edelsten  und  begütertsten 
Geschlechter  Englands,  der  sein  ganzes  Leben  der  Wissenschaft 
gewidmet»  ohne  je  eine  öffentliche  Stellung  anzunehmen,  y,der 
reichste  unter  allen  Gelehrten»  und  wahrscheinjich  auch  der  ge- 
lehrteste unter  allen  Reichen'%  wie  Biot  ihn  bezeichnet  Die 
Apparate  und  Methoden  aber»  welche  Cavendish  in  Anwendung 
brachte»  waren  ebenfalls  von  einem  Volontär  der  Wissenschaft 
Rev.  John  Mich  eil  erdacht.  Was  Cavendish  noch  allenfalls 
zu  wünschen  übrig  gelassen  hatte»  lieferte  Francis  Bailj»  sei- 
nes Zeichens  ein  Geldmäkler,  durch  eine  wahre  Musterreihe  von 
Versuclien»  die  mit  bewunderungswürdiger  Ausdauer  und  Umsicht 
Jahre  lang  fortgesetzt  wurden  bis  sie  die  nothige  Genauigkeit 
erreichten.  Einige  Jahre  früher  hatte  gleichfalls  F.  Baily  auf 
äusserst  mühsamem,  aber  allein  untrüglichem,  experimentellem 
Wege  die  richtige  Methode»  durch  Pendelbeobachlungen  die 
Schwere  zu  bestimmen»  festgestellt»  und  durch  Berechnung 
der  Messungen»  die  der  unglückliche  Capt.  Foster  nach  Baily *s 
Vorschriften  am  Bord  des  Chauticieer  im  Jahre  1831  angestellt 
hatte,  einen  wichtigen  Beitrag  zu  diesetn  Zweige  der  Astro- 
nomie geliefert.  —  Die  ersten  gelungenen  Faliversuche  rüh- 
ren von  einem  wohlhabenden  Dilettanten  —  ich  nehme  diesen 
Ausdruck  im  ursprünglichen,  etymologischen  Sinne  — >  von  J.  F. 
Benzenberg»  der  zwar  später  durch  wenige  Jahre  eine  Pro- 
fessur versah»  bald  aber  seine  Freiheit  dem  Berufsleben  wieder 
vorzog. 

Die  an  sich  nicht  glückliche»  aber  immerhin  sinnreiche  und 
als  Anregung  zu  wichtigen  Arbeiten  folgenschwere  Idee,  den 
Dimensionen  des  Erdkorpers  das  Gmndroaass  der  Längen  zu 
entnehmen,  ging  zu  Ende  des  siebzehnten  Jahrhunderts  von  Ga- 
briel M 00 ton,  Chormeister  in  Lyon,  aus.  Rev.  Richard 
Sheepshanks,  ein  Liebhaber  der  Astronomie,  stellte  nach  Bes- 
sei's  berichtigenden  Ansichten  über  diesen  Gegenstand  89600 
niikrometrisehe  Messungen  an»  um  die  englische  Längeneinheit 
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Jen  bestimmen.  Das  Standard-Yard»  welches'  unsere  Akademie 
vor  Kurzem  Ton  der  englischen  Regierang  zaro  Geschenke  erhielt, 
ist  eine  Fracht  dieser  fiele  Jahre  lan^c^en  Arbeit. 

An  Beobachtungen  tod  Verfinsternngen  der  Sonne,  des  Mon- 
des und  der  JopiterAatelliten,  von  Sternbedecknogen,  Berechnungen 
geographischer  Längen  und  Breiten  verdanken  wir  Laien  so  vielesy 
dass  wir  hier  nur  einiger  hervorstechenden  Leistungen  Erwäh- 
nung thun  können.  Rev.  Thomas  Catton  In  Cambridge  über- 
wachte blos  aus  Liebe  zur  Sache  den  Himmel  in  Bezug  auf  die 
eben  genannten  Phänomene  durch  einen  Zeitraum  von  vierzig 
Jahren  so  sorgfältig ,  dass  der  k.  Astronom  G.  B.  Airy  die  grosse 
Arbeit,  diese  Beobachtungen  zu  sammeln  und  der  Rechnung 
zugänglich  zu  machen,  unternahm,  und  die  k.  astronomische  Ge- 
sellschaft in  London  die  Kosten  der  Publication  bestritt.  In 
ähnlicher  Weise  wirkten  Uofgerichtsrath  von  Heil  igen  stein  in 
Mannheim«  Colonel  Beaufoy  in  Bushey  Heath,  Consistorialrath 
Hülsmann  in  £lberfeld,  Amtmann  Bayer  zu  Hradisch,  Ferd. 
Freiherr  von  Ende  zu  Celle,  Erblandmarschall  Graf  von  Hahn 
in  Remplin,  Professor  Hallaschka  in  Prag  und  unzählige  andere 
Liebhaber  der  Astronomi^.  —  William  Galbraith,  Privatlebrer 
der  Mathematik  zu  Edinburg,  gab  im  Jahre  1837  den  Anstoss  zut 
Wiederaufnahme  der  Vermessung  von  Schottland  durch  genaue 
geographische  Bestimmungen,  die  er  an  seinen  Feiertagen  vor* 
nahm,  und  durch  die  er  bewies,  dass  die  bis  dahin  ezisttrenden 
Karten  Fehler  von  1  bis  IVs  Meilen  hatten  —  ein  Verdienst,  das 
durch  die  R.  Society  of  Sciences  ehrenvoll  anerkannt  wurde. 

Die  Topographie  des  Mondes  beruht  in  ihren  Grundlagen 
fast  ausschliesslich  auf  Leistungen  von  Privaten.  .  Die  ersten  ge- 
naueren Mondkarten  mit  einer  fSr  solche  Anfänge  bewunderungs- 
wOrdigen  Naturtreue  lieferte  JohannHevel,  der  gelehrte  Raths- 
berr  von  Danzig,  auf  seiner  prächtigen  Sternwarte  im  Jahre  164Q. 
Die  ersten  bedeutenden  Detailzeichnungen  einzelner  Mondgegenden 
erhielten  wir  um  den  'Anfang  des  neunzehnten  Jahrhunderts  von 
Oberamtman«  Scbrdter  zu  Lilienthal.  Den  Schlussstein  dieses 
Zweiges  unserer  astronomischen  Kenntnisse  bilden  bisber  die 
grossen  Arbeiten  von  Mädler  und  Beer  an  des  letzteren  Stern- 
warte in  Berlin.  Ihnen  schlössen  mit  besonderen  Beiträgen  sich 
rfibmlich  an:  der  Mechaniker  James  Nasmytb  In  Patridreft  bei 
Manchester  durch  sehr  gelungene  Studien  einzelner  Theile  der 
Moodeberflllebe;  Hofrätbin  Witte  n.  a.  durch  plastische  Darstel- 
lungen dieses  Bimmeiskrirpers;  Warren  de  la  Rue  in  Cranford 
durch  stereoskopische  Bilder  des  Mondes  verm6ge  einer  sinnrei- 
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oheo  Benutzung  der  liibrationen.  —  Die  rSthseihafte  Erscheinang» 
dass  Sterne,  vor  welche  der  Mond  tritt,  kurz  bevor  sie  von  ihm 
bedeckt  werden,  zuweilen  mehrere  Secufiden  lang  auf  ihm  sich 
projiciren,  ist  am  grundlichsten  von  einem  Liebhaber  der  Astro- 
nomie, Sir  James  Soiith,  behandelt;  alle  Erfahrungen,  die  wir 
bisher  darüber  besitzen,  darunter  viele  Beobachtungen  von  Dilet- 
tanten, sind  durch  ihn  sorgfältig  gesammelt  und  discutirt.  —  Ein 
genialer  Liebhaber  der  Wissenschaft,  Jeremias  Horrox,  wen- 
dete 1638  zuerst  die  Kepler*schen  Gesetze^  auf  die  Mondbewe- 
gung an,  und  machte  die  ersten  fortgesetzten  Beobachtungen  iiber 
Ebbe  und  Fluth. 

Auf  eine,  wie  das  eben  ervi  ahnte  Phänomen  bei  Sternbe- 
deckungen bisher  unerklärte,  bei  Vorubergängen  des  Mondes  oder 
der  unteren  Planeten  vor  der  Sonne  stattlindende  Erscheinung^ 
die  aus  einem  eigenthumlichen  Zerbrechen  des  ersten  und  letzten 
Lichtfadens  der  Sonnenscheibe  in  einzelne  Perlen  besteht  und 
desshalb  unter. der  Bezeichnung  der  „beads**  bekannt  ist,  hat  uns 
zuerst  der  schon  genannte  astronomische  Freiwillige  F.  Baily 
aufmerksam  gemacht  und  mit  einer  classischen  Arbeit  darSber 
beschenkt.  —  Zur  Kenntniss  der  Sonnenflecken  und  Fackeln  ha- 
ben bei  weitem  das  bedeutendste  Material  Dilettanten  geliefert. 
Nicht  nur  verdanken  wir  dem  astronomischen  Volontär  Job.  Fa- 
bricius  die  erste  Entdeckung  der  Flecken  (16))),  sondern  auch 
den  Nachweis  der  Rotation  des  Sonnenkurpers  an  diesen  merk- 
würdigen  Erscheinungen.  Die  längste  überhaupt  bekannte  Reihe 
solcher  Aufzeichnungen  aus  den  Jahren  1749  bis  1799  rührt  von 
einem  Liebhaber  Job.  Stau  dache  in  Nürnberg.  Von  einem 
anderen  Volontär  der  Astronomie,  Rev.  J  T.  Hussey,  wurden 
nicht  weniger  als  1100  Zeichnungen  gesammelt,  die  eine  vollstän- 
dige Geschichte  dieser  Erscheinungen  aus  den  Jahren  1826  bis 
1837  darstellen.  Hofrath  Schwabe  in  Dessau  hat  durch  mehr 
als  zwanzig  Jahre  durchschnittlich  an  300  Tagen  des  Jahres,  die 
Sonnenscheibe  untersucht,  von  1826  bis  1857  an  etwa  4700  Grup- 
pen von  Flecken  und  Fackeln  beiläuflg  9000  Beobachtungen  ge- 
macht, die  an  Genauigkeit  und  Umsicht  alles  in  diesem  Gegen- 
stände bis  dahin  Geleistete  übertreffen  und  uns  zuerst  die  grosse 
Wahrscheinlichkeit  einer  Periodicität  dieses  Phänomens  kennen 
lehrten.  Von  Domherr  Stark  in  Augsburg  besitzen  wir  ähnliche 
Beobachtungen  von  1813  bis  1836;  in  der  neuesten  Zeit  hat  ein 
ausgezeichneter  Volontär  der  Astronomie,  R.  Ch.  Carrington, 
der  mehrere  Jahre  an  der  Durhamer  Sternwarte  Dienste  leistete, 
blos  um  mit  dem  Fache  genau  bekannt  zu  werden,  anf  seinem 
Observatorium  Redhill  eine  fortlaufende  Reihe  von  ähnlichen  sehr 
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genauen  Bestimmungen  unternommen.  Aber  nicht  nur  solche  ge- 
treue und  reichhaltige  Aufzeichnungen  über  den  Zustand  der  Son- 
nenoberüächc,  sondern  auch  tief  blickende  Untersuchungen  der 
Natur  jener  Erscheinungen  verdanken  wir  freiwilligen  Pflegern 
des  Faches,  und  hier  habe  ich  einen  Namen  zu  nennen,  der,  von 
doppelter  Glorie  umstrahlt,  mit  der  Geschichte  der  Wissenschaft 
rar  alle  Zukunft  eng  verflochten  ist.  Sie  errathen,  dass  ich  von  den 
beiden  Herscbel  spreche.  Sir  William,  der  Vater,  zählt  als 
Organist  zu  Bath  in  seinen  astronomischen  Anfängen  entschieden 
zu  den  Liebhabern  der  Astronomie,  aber  auch  die  spätere,  bei- 
nah^  vierzigjährige  stauoenswürdige  Thätigkeit,  welche  er,  in  die 
Nähe  seines  Königs  nach  Slough  bei  Windsor  berufen,  ganz  der 
Sternkunde  zuwenden  konnte,  gebort  auf  das  Gebiet  von  Privat« 
leistungen,  ivenngleich  so  Sir  William  aus  der  Reihe  der  Frei- 
willigen in  die  der  Verpflichteten  fibertrat;  denn  Georg  III.  von 
England  versah  Herscbel  mit  den  nothigcn  Mitteln  nicht  als 
i^lonarch,  sondern  aus  persönlichem  Interesse  für  die  Astronomie» 
das  wir  durch  des  Königs  wohl  ausgerjlstete  eigene  Sternwarte 
za  Richmond  und  von  ihm  angestellte  Beobactungen  bewiesen 
finden;  Sir  William  war  des  Königs  Privatastronom.  Sein  Sohn, 
Sir  John,  hat  immer  niir  aus  ganz  freiem  Antriebe  der  Wissen- 
schaft gedient,  und  entschloss  sich  überhaupt  erst  am  Abende' 
seines  Lebens  für  einige  Zeit  eine  öffentliche  Stellung  mit  dem 
Amte  eines  „Master  of  the  mint''  anzunehmen,  womit  auch 'Newton 
belohnt  ward.  Von  den  eben  so  zahlreichen  als  grossen  Ver- 
diensten dieser  beiden  trefflichen  Männer  um  die  Kenntniss  des 
Üimmeis  haben  wir  vorerst  anzuführen,  dass  man  ihnen  eingehende 
Begründungen  und  Ausfuhrungen  unserer  heutigen  Ansichten  Sber 
das  WeseY)  der  Sonnenflecken  verdickt.  —  Der  erste  und  bis 
zum  Jahre*  1842  einzige  vollständige  Bericht  über  die  merkwür- 
digen Erscheinungen,  welche  sieh  bei  totalen-  Sonnenflosternissen 
unseren  Blicken  bieten,  gründet  sich  auf  die  Bereitwilligkeit,  mit 
welcher  schwedische  Lahdgeistliche  der  Aufforderung  entsprachen, 
die  von  der  R.  Society  of  Sciences  für  die  Finsterniss  von  1733 
erlassen  war;  in  unseren  Tagen  aber  haben  bei  solchen  Gelegenheiten 
eine  grosse  Zahl  von  Privaten  ans  allen  Ständen  sorgfältige  Beob- 
achtungen, zum  Theile  auf  entfernten,  erst  nach  langen  Reisen 
zu  erreichenden  Stationen  geliefert.  ~  Die  erste  Beobachtung  eines 
Venusdnrchganges  im  Jahre  1639  verdanken  wirHorrox  und  sei- 
nem Freunde  Crabtree,  einem  vermögenden  Privatmanne  bei 
Manchester.  —  Die  grosse  Entdeckung  der  Bewegung  des  gan- 
zen Sonnensystems  in  der  Richtung  auf  X  Herculis  ist  Sir  Wil- 
liam HerscheTs  Werk,  und  die  entscheidendste  Bestätigung 
derselben,  nämlich  durch  die  Eigenbewegungen  der  Sterne  des 
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sfidlicheo  Himmeb,  verschaffte  uns  der  Actuar  einer  Lebenever- 
sicherung«* Gesellschaft»  Thomas  Galloway  in  London. 

Nachdem  man.  Jahrhunderte  lang  nicht  mehr  Planeten  ge* 
kannt,  als  deren  eben  jeder  Schäfer  am  Himmel  sich  ergrfibelt, 
zeigte  Sir  William  Herschel  uns  an  Uranus  im  Jahre  1781 
deu  ersten  teleskopischen  Planeten»  dessen  Bahn  xuer^t 
JustizprSsident  Jean  B.  de  Saron,  eine  wahre  Stutze  (ier  Pari* 
ser  Astronomen,  richtig  erkannte.  Wenn  der  nächste  Fund  dieser 
Art  im  Jahre  1801  einem  Astronomen  von  Profession»  Plazzi  in 
Palermo»  an  der  Ceres  gelang»  so  war  dieses  ein  blosser  Zofall, 
und  die  Folge  sollte  lehren»  dass  die  Liebhaber  der  Wissenschaft 
dieses  Dominium  sich  vorzugsweise  auKcrsehen  haben.  Otbers» 
der  berühmte  Arzt  in  Bremen  und  nebenher  astronomischer  Vo- 
lontär» bei  dem  aber  die  Meister  vom  Berufe  sich  Raths  erholten» 
der  durch  einen  seltenen  Reichtbum  an  herrliehen  Gedanken  wie 
keiner  seiner  Zeitgenossen  auf  astronomischem  Gebiete  anregend 
wirkte»  eröffnete  im  Jahre  1802  mit  der  Pallas  die  Bahn  za  den 
zahlreichen  planetarischen  Entdeckungen  unserer  Tage;  denn  damit 
war  die  seither  so  glänzend  bestätigte  Vermuthung  einer  Molti* 
plicität  von  Planeten  an  dieser  Stelle  des  Weltalls  gegeben.  Djer 
nächste  Fund  gelang  an  Schruter's  Sternwarte  in  Lilienthal 
durch  Harding»  der  vierte  neuerdings  durch  Ulbers.  Beinahe 
vierzig  Jahre  verflossen  ohne  weitere  Bereicherung  unserer  Kennt- 
nisse in  dieser  Hinsicht»  bis  wieder  ein  Dilettant»  der  k.  preussi- 
sche  Postbeamte  K.  L.  Hencke  in  Driesen»  nach  fünfzehnjähriger 
Bemühung  sich  Detailkarten  von  einzelnen  Theilen  des  Himmels 
zu  verschaffen»  wie  sie  damals  niemand  besass»  durch  Auffindung 
von  zwei  neuen  Planeten^ den  Anstoss  gab  zu  den  vielseitigen 
ähnlichen  Bestrebungen  der  neuesten  Zeit.  Von  dem  halben  Hun- 
dert seitdem  bekannt  gewordener  Asteroiden  verdanken  wir  eilf 
dem  Observatorium  des  Herrn  Bishop  in  London»  die  gleiche 
Zahl  dem  Maler  Goldschmidt  in  Paris,  je  einen  dem  Observa- 
torium des  Herrn  E.  Cooper  in  Markree»  das  an  reicher  Aus- 
stattung viele  Staatsanstalten  fibertrifft»  und  der  Privatsternwarte 
von  Vala  in  Nismes.  Im  Ganzen  also  sind  von  den  secbsuAd- 
filnfzig  bis  heute  gelungenen  Entdeckungen  dieser  Art  mehr  ais 
die  Hälfte  dem  Liebbaberthnme  entsprossen»  wobei  der  mittelbare 
Antheil  der  Dilettanten  auch  an  den  übrigen  Funden  durch  ihre 
an  anderer  Stelle  9U  erwähnende  Hilfe  bei  Anfertigung  der  Ber> 
liner  Sternkarten  wohl  zu  beachten  kommt»  so  wie  dass  je»e  «b- 
erwarteten  Erfolge  nicht  etwa  blos  emsigem  Suchen  zu  verdanken» 
sondern  dass  dazu  der  an  Bishop's  Observatorium  von  Hind 
zuerst  ausgeführte  leitende  Gedanke,  die  Nachforschungen  auf  die 
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Gegend  der  Ekliptik  zu  bescbränken,  wefientlicb  beitrug.  —  Zivei 
Satelliten  d««  Satarn  i^urden  von  Sir  William  Herscbel^  ein 
anderer  Saturn8atellit»  zwei  Trabanten  de«  Uranus  und  der  Nep- 
tunsmond von  W.  Lasseil  auf  seinem  Observatorium  zu  Starfield 
bei  Liverpool  entdeckt. 

Was  wir  von  der  physischen  Beschaffenheit  der  Planeten 
Hissen,  haben  wir grossentheils  von  Scbrot'er,  Beer,  Busse y, 
Justizrath' K  n  n  o  w  s  k  y  in  Berlin  oder  von  ihren  Gehiljfen.  Ins- 
besondere ist  das  in  seiner  Art  einzige  Aeussere  Satnrn's  durch 
solche  freiwillige  Astronomen  durchforscht  worden,  wie  dend  der 
Dilettant  W.  Ball  in  Mainhead  (1665)  zuerst  erkannte,  dass  der 
Ring  aus  zwei  concentrischen  Reifen  bestehe,  der  Liebhaber 
Short  gegen  Ende  A^^  vorigen  Jahrhunderts  eine  mehrfache  Thei- 
lung  des  Ringes  zuerst  wahrnahm,  die  Captain  Kater  und  Las- 
seil spfiter  bestätigten  ;  Schwabe  die  schon  von  Propst  J.  C.  G a  I  - 
tet  in  Avignon  (1684),  später  von  W.  Herschel  und  South 
erwähnte  nierkwGrdige  Excentricität  des  Ringes  zuerst  constatirte, 
der  rnthselhafte  dunkle  Ring  durch  den  seit  fünfundzwanzig  Jah- 
ren ununterbrochen  -auf  astronomischem  Gebiete  thStigen  Rev. 
\V.  R.  Dawes  unabhängig  von  anderen  Entdeckern  zu  unserer 
Kenntniiis  kam.  Dawes  bemerkte  auch  in  Europa  zuerst  die 
Durchsichtigkeit  dieses  dunklen  Ringes.  —  Olbers  erklärte  die 
beim  Verschwinden  des  Ringes  und  an  dessen  Stelle  sich  zeigen- 
den hellen  Punkte,  über  deren  Bedeutung  man  lange  im  Zweifel 
war^  aus  optischen  Gründen.  —  WarrendelaRue  ist  bei  seinen 
pbotographischen  Untersuchungen  auf  eine  merkwürdige  chemische 
Verschiedenheit  des  Lichtes  der  einzelnen  Planeten,  so  wie  ein- 
zelner Gegenden  der  Mondscheibe  gekommen. 

Es  sind  jetzt  eben  hundert  Jahre,  dass  Job.  GeorgPaiitzscb, 
*eiD  Landmann  in  der  Gegend -von  Dresden,  der  sich  auch  in  an- 
deren Naturwissenschaften  hervorgethan,  den  Halley'schen  Kome- 
ten zuerst  auffand,  obschon  die  Astronomen  aller  Länder  nach 
diesem  ersten  in  seiner  Wiederkehr  vorausgesagten  Himmelskör- 
per soleber  Art  seit  länger  als  einem  Jahre  umsonst«  weil  wahr- 
scheinlich zu  sehr  nach  vorgefassten  Meinungen  ober  seinen  Ort> 
gespäht  hatten.  Von  den  anderthalbbundert  nicht  erwarteten 
Kometen,  die  seit  jener  Zeit  zu  unserer  Kenntniss  kamen,  ver- 
danken wir  nicht  wenieer  als  etwa  ein  Viertel  Liebhabern  der 
Astronomie,  ungerechnet  etwa  zwanzig  Fälle,  wo  spätere,  aber 
unabhängige  Entdeckungen,  demselben  Boden  entsprossen,  wenn 
auch  nicht  die  neuen  Gestirne  uns  zuerst  kennen  lehrten,  so  doch 
diese  Kenntniss  sicherten  und  häufig  den  grossen  Vortheil  allge- 
meinerer früher  Beobachtung  verschafften.    Unter  jenen  Ursprung* 
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-liehen  Fanden  aber  haben  viele  hohen  kometographischen  Wertb. 
Der  Komet  von  1772«  entdeckt  von  Montagne  in  Lirooges,  des- 
sen Hilfsmittel  in  einem  18  Zoll  langen  •  Fernrohre  von  Ramsden 
bestanden,  erwies  sich  im  Jahre  1826,  wo  ein  anderer  Dilettant, 
Hauptmann  Biela,  den  berühmten  nach  ihm  benannten  Kometen 
auffand  9  als  die  älteste  uns  bekannte  Erscheinung  dieses  letzten, 
und  zeigte  uns  zu  grossem  Vortheil  der  Rechnung  diesen  Him- 
melskörper, der  später  durch  seine  Spaltung  in  zwei  Gestirne  uns 
in  Erstaunen  setzte,  als  einen  funfzig]ährigen  Bekannten.  Ja  wir 
konnten  hier  noch  einen  dritten  Liebhaber  der  Wissenschaft  nen> 
neu,  der  in  Bezug  auf  diesen  Kometen  sich  zu  Biela  ganz  in 
gleicher  Weise  verhält  wie  in  Bezog  auf  Neptun  Le  Verrier  zu 
Galle,  wenn  es  eben  jenem  Liebhaber,  den  wir  hier  noch  an 
anderer  Stelle  anzuführen  haben,  gefallen  wollte,  aus  seinem  he- 
scheidenen  Dunkel  zu  treten.  —  Als  Eneke  den  ersten  Kometen 
von  1819,  der  in  gerechter  Anerkennung  seiner  unvergänglichen 
Arbeiten  über  denselben  seinen  Namen  fuhrt,  als  periodisch  er- 
kannt hatte,  wusste  man  den  Dienst  erst  zu  schätzen,  den  ]Vli«s 
Caroline  Herschel,  die  unermüdliche  Gehülfin  ihre«  Bruders 
Sir  William,  durch  Entdeckung  des  im  Jahre  1795  sichtbaren 
Kometen  der  Wissenschaft  geleistet  hatte,  der  sich  eben  auch  als 
eine  frühere  Erscheinung  des  Encke*schen  Kometen  erwiei».  — 
Der  grosse  Komet  von  1807,  dem  eine  für  alle  Folgezeit  lehr- 
reiche Musterarbeit  Bessel's  gewidmet  ist,  wurde  von  dem 
Augustiner  Parisi  zu  Castro  Giovanni  in  Sicilien  zuerst  aufgefun- 
den. -T-  Der  berühmte  Komet  von  1811,  der  bisher  für  Europa  und 
in  unserem  Jahrhunderte  nur  an  dem  glänzenden  Gestirne  des  eben 
abgelaufenen  Jahres  einen  ebenbürtigen  Rivalen  fand,  wurde,  und 
zwar  teleskopi$sch,  von  Honore  Flaugergues,  einem  eifrigen 
Liebhaber  der  Astronomie  in  Viviers  entdeckt,  der  über  vierzig 
Jahre  im  Fache  thätig  war  und  uns  noch  in  seinem  71.  Lebens- 
jahre (1826)  mit  einem  z%veiten,  nur  von  ihm  beobachteten  Kome- 
ten beschenkte.  —  Den  merkwürdigen  Kometen  von  1815,  den 
wir  1887  wieder  zu  erwarten  haben,  verdanken  wir  Olbers.  — 
Der  VI.  Komet  von  1847  wurde  von  vier  verschiedenen  Beobach» 
tern  unabhängig  entdeckt,  darunter  zweimal  von  astronomischen 
Freiwilligen  (Rev.  Dawes  in  Cranbrook,  Mad.  Rümker  in  Ham- 
burg) ;  den  II.  Kometen  von  1850  fand  man  an  fünf  Orten  ursprOng- 
lich  auf,  darunter  zwei  Privat-Stern warten  (Senftenberg,  Markree); 
unter  den  vier  Entdeckern  des  grossen  vorjährigen  Kometen  kommt 
ebenfalls  ein  Dilettant  (Parkhurst  in  Perth  Amboy,  New-Jersey) 
vor,  was  gevriss  rühmliches  Zeugniss  gibt  für  eine  W^achsamkeit, 
um  nicht  zu  sagen  Eifersucht,  die  man  sonst  nur  bei  Liebhabern 
anderer  Gattung  zu  vermuthen  geneigt  ist. 
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Vielleicht  vermissen  Sie  einen  bei  sofcber  Gelesenheit  oft  und  ' 
<>erade  als  Dilettant  genannten  Mann:  den ' glücklichen  Kometen- 
jäger Pons^  der  trotz  seiner^  wie  er  selbst  sagte,  ^^ paralytischen'' 
statt  „parailactischen'^  Instrumente  über  dreissig  Korqeten  ent- 
deckte :  aber  Pons  war  von  allem  Anfange  seiner  astronomischen 
Laufbahn  an  bei  Staats  -  Stern%varten ,  wenn  auch  durch  viele  Jahre 
nur  als  Concierge  beschäftigt.  Wollte  man  den  Umstand,  dass 
er  seine  ganze  Thätigkeit  auf  das  Durchspüren  des  Himmels  nach 
neuen  Gegenständen  beschränkte,  geltend  machen,  um  ihn  den 
Dilettanten  einzureihen,  so  müssfe  dasselbe  z.  ß.  mit  seinem  Riva- 
len, dem  Director  des  Pariser  Observatoriums,  Messier,  ge- 
schehen, den  Ludwig  XV  das  ,, Kometenfrettchen''  nannte,  und 
der  sich  nach  der  Schwierigkeit  seiner  Leistungen  keinem  irgend 
namhaften  Liebhaber  gegenüber  überheben  durfte ,  wenn  er  gleich 
mit  Ehren  überhäuft  wurde,  ja  einige  Jabrzehende  hindurch  als 
Sternbild  am  Himmel  glänzte. 

Aber  nicht  blos  auf  die  Existenz  vieler  dieser  Gestirn^  Über- 
haupt wurden  wir  durch  Dilettanten  geführt,  sondern  auch  in  der 
Kenntniss  ihrer  Bahnen  verdanken  wir  den  astronomischen  Volon* 
türen  einen  grossen  Theil  des  Fortschrittes,  djessen  wiruos  heute 
röhmen.  G.  P.  Dorfel,  Pastorin  Plauen,  führte  im  Widerspruche 
mit  gewfegten  Fachmännern  der  damaligen  Zeit  ^n  dem  grossen 
Kometen  von  1680  zuerst  die  richtige  Ansicht  durch,  dass  die 
Erscheinungen  dieser  Himmelskörper  durch  ihre  Vorübergänge  an 
der  Sonne  häufig  in  zwei  Abschnitte  zerfallen,  die  man  bis  dahio. 
gewohnlich  als  verschiedenen  Gestirnen  angehOrig  auffasste,  und 
stellte  zuerst  mit  der  Sicherheit  inniger  Ueberzeugung  die  kurz 
vor  ihm  schon  von  Borelli  gemuthmasste ,  der  Wahrheit  sehr 
nahe  liegende  Hypothese  auf,  dass  die  Kometen  sich  in  Parabeln 
bewegen.  Olbers  gab  uns  unter  dieser  bei  den  meisten  Kome- 
ten unvermeidlichen  Voraussetzung,  eine  Methode  der  Bahnbe- 
stimniiing,  die,  so  oft  man  auch  versucht  hat,  an  ihr  zu  bessern, 
heute  noch  in  ihrer  urspriiiiglicben  Gestalt  die  Grundlage  beinahe 
ailefr  kometarischen  Rechnungen  bildet.  Es  muss  ferner  die  Lieb- 
haber der 'Wissenschaft  immerhin  mit  gerechtem  Stolze  erfüllen, 
wenn  sie  in  unseren  Kometefiverzeichnissen  als  beste  Berechnun- 
gen der  Kometen  des  eben  abgelaufenen  Jahrhunderts  nicht  weni- 
ger als  etwa  ein  Sechstel  ihrer  Mitte  entnommen  sehen.  —  Die 
Kenntniss  der  physischen  Beschaffenheit  der  Kometen  hatte  von 
jeher  in  den  Arbeiten  von  Dilettanten  eine  Hauptstütze.  Von 
Hevel,  dem  Vater  der  heutigen  Konietographie,  bis  zu  den  wahr- 
haft unzähligen  Beobachtungen  der  grossen  Kometen  von  1843  und 
1858  müssen  wir  in  dieser  Beziehung  uns  allenthalben  auf  Zeug- 
nisse astronomischer  Liebhaber  oder  Ihrer  Anstalten  berufen. 
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Von  den  beiläu6g  300*000  Fixsternen,  d«ren  Ezi^tenc  eotnsto- 
tirt  18t,  verdanken  wir  reichlich  ein  Drittel  Volontären  der  ^is- 
senachaft.  Wir  wollen  wieder  nur  einige  der  iJaupUetstungen 
namhaft  machen.  Lord  John  Wrottesley  lieferte  an  eeioea 
Sternwarten  Blackheath  und  Wrottesley- Hall  mit  John  Bart- 
nup,  Richard  Philpott  und  Frederic  Morton  als  GehGlfen 
17,000  Bestimmungen  der  geraden  Aufsteigung  von  2327  Sternen. 
Ebenfalls  zu  Blackheath  hatte  1806  Stephen  Groombridge, 
von  Bernfswegen  ein  Tuchhändler ,  in  einem  Alter  von  xwetund- 
fünfzig  Jahren  sich  die  eben  so  nutzliche  als  schwierige  Aufgabe 
gestellt,  die  bis  dabin  wenig  explorirte  Gegend  um  den  Nordpol 
zu  beobachten.  Während  eilf  Jahren  angestrengter  Arbeit  bestimmte 
er  an  Instrumenten ,  wie  sie  v<^n  gleicher  Vorzuglichkeit  damals 
keine  Sternwarte  besass,  den  Ort  von  mehr  als  4000  Sternen  in 
etwa  26,000  Beobachtonsen,  deren  hohen  Werth  man  daraus  er- 
sehen mag,  dass  das  Board  of  Longitude  nicht  nur  sofort  die 
Kosten  der  Reduction  und  des  Druckes  zu  bestreiten  bescbloss, 
sondern,  als  sich  zeigte,  dass  bei  dieser  Bearbeitung?  sich  Fehler 
eingeschlichen,  die  erste  Publication  verwarf,  um  das  Ganze  in 
völlig  geänderter,  des  Inhalts  wilrdiger  Form  erscheinen  zu  las« 
sen.  Dieselbe  besonders  mühsame,  weil  nur  mit  ungewöhnlichen 
Vorsichten  ausfuhrbare,  daher  auch  von  Fachmännern  gern  ver- 
miedene Aufgabe  löste  in  noch  rühmlicherer  Weise,  sowohl  was 
die  Genauigkeit  der  Bestimmungen,  als  die  Nähe  der  beobach- 
teten Sterne  am  Pole  betrifft,  in  der  neuesten  Zeit  Richard 
C.  Carrington  mit  seinem  Gehülfen  G.  U.  Simmonds  und  lie- 
ferte in  mehr  als  13,000  Beobachtungen  gegen  4000  Positionen 
der  trefflichsten  Art.  Endlich  hat  Edward  J.  Cooper  mit  sei- 
nem Gehülfen  A.  Graham  den  Ort  von  zwar  nur  50  Sternen 
gegeben,  von  denen  aber  keiner  über  2  Grade  vom  Pole  absteht, 
und  deren  Bestimmung  immerhin  eine  zweijährige  Arbeit  forderte. 
Unter  den  eben  Genannten  führte  (!)arrington  die  ganze  Arbeit 
am  vollständigsten  durch,  indem  er  nicht  blos  selbst  einen  wohl- 
geordneten Katalog  aus  seinen  Messungen  ableitete,  sondern 
überdies  auf  Grundlage  desselben  zehn  Sternkarten  herausgab, 
die  alles,  was  wir  bis  dahin  dieser  Art  von  der  Umgebung  des 
Poles  kannten,  weit  hinter  sich  zurück  lassen.  Speciell  zu  die- 
sem Zwecke  reichhaltiger  Sternkarten,  aber  für  eine  andere,  nicht 
weniger  wichtige  Zone,  nämlich  die  der  Ekliptik,  und  mit  einer 
Genauigkeit,  die  weit  über  jenes  Ziel  hinausreicht,  hat  Mr.  EL 
J.  Cooper  zu  Markree  in  den  Jahren  1848-^1856  mit  seinen  Ge- 
hülfen Graham  und  Robertson  uns  über  60,000  Sternpositionen 
geliefert,  von  denen  zum  wenigsten  acht  Neuntel  völlig  neu  sind, 
und  die  auf  Kosten  der  englischen  Regierung  seither  in  vier  Bän« 
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den  Teröffeittlicbt  worden.  Eine  ähnliche  Bearbeltnn^  des  Zodia- 
Icvs  in  Karten  9  die  alle  Sterne  bis  einschliesslich  10.  GrOsse  be* 
greifen,  ging  von  Mr.  Bishop's 'Obsorvatoriom  dui^rh  Hind  aus. 
An  der  grossen  Unternebmang  der  Berliner  Akademie,  einen  Gürtel 
von  30  Grad  Breite  um  den  Aequator  zu  mappiren,  nahmen  meh« 
rere  Liebhaber  (Regierungs- Beamter  J.  J.  Morstadt  in  Prag, 
Thomas  J.  Hussey  in  Chi^leburst^  Hencke  in  Driesen  u.  a.) 
Theil  und  lehrten  uns  so  viele  Tausencle  von  Sternen  kennen. 
Sir  Thomas  Brisbane,  der  als  (lOiiverneur  von  New-South- 
Wales  aus  eigenen  Mitteln  eine  der  ersten  Stätten  fOr  beobach- 
tende Astronomie  auf  der  südlichen  Hemisphäre  in  Paramatta 
gründete,  brachte  mit  seinen  GehOlfeh  Rumker  und  Dnnlop 
einen  Katalog  von  7385  Sternen  jener  Himmelsgegerfden  zu  St?inde> 
der  Halley^s  spärliche  Bestimmungen  in  St.  Helena,  sowie  La 
Caille's  unvollkonimeue  Messungen  am  Cap  der  guten  HoBhung 
und  auf  Isle  de  France  v5llig  verdrängte.  —  Aber  nicht  blos  durch 
eigene  Beobachtungen,  sondern  auch  durch  Ordnung  und  Sichtung 
des  von  Anderen  gesammelten  Materlales  erwarben  sich  Private 
grosse  Verdienste  um  unsere  Kenntniss  des  Fixsternhimniets. 
Wie  einerseits  zu  Anfang  des  siebzehnten  Jahrhunderts  der  Pastor 
Job.  Bayer  die  seitdem  allgemein  angenommene  Bezeichnung 
der  helleren  Sterne  (ein  froherer  ähnlicher  Versuch  von  Alex. 
Piccoiomini  war  unbeachtet  geblieben)  auf  seinem  Atlas  ein» 
fahrte,  und  Sir  John  Herschel  der  bis  dahin  herrschenden 
Verwirrung  auf  den  südlichen  Sternkarten  durch  eine  eben  so 
scharfsinnige,  als  möhevolle  Sichtung  ein  Ziel  setzte,  so  rührt 
andererseils  der  erste  brauchbare  Katalog  von  Hevel,  und  lie- 
ferte Francis  Bai4y  das  erste  allgemeinere  Verzeichniss  genauer 
Positionen  von  2881  Sternen  in  neuer  und  so  zweckmässiger  Form, 
dass  spätere  ähnliche  Arbeiten  auch  von  Fachmännern  sich  die* 
sem  Muster  anschlössen.  Von  Baily  besitzen  wir  überdies  sorg- 
faltig redigirte  Ausgaben  der  älteren  Kataloge  von  Flamsteed, 
Ptolomaens,  Ulußh  Beigh,  Tycho  Brahe,  Halley^  Hevel,  La 
Caille  und  Tob.  Mayer,  eine  riesige  Leistung,  die  allein  hinge- 
reicht hätte,  Baily 's  Namen  zu  verewigen.  Haben  die  eben 
genannten  Quellen  nur  für  seltenere  Untersuchungen  Wertb, 
so  ist  die  Katalogisirung  der  gegen  50,000  Sterne  enthaltenden 
Lalapde'schen  Histoire  C^este  ein  Werk,  dessen  immerwäb« 
render  Gebrauch  den  praktischen  Astronomen  täglich  an 
den  1>SJÜK  erinnert,  den  er  Baily  daflir  schuldet.  Abe»  auch 
dabei  lieas  es  dieser  unermüdHcbe  Freund  unserer  Wissensehaft 
nicht  bewenden,  und  bewog  die  British  Association  den  von  ihm 
ausgearbeiteten  grossen  Katalog  von  etwa  10,000  Sternen  berans* 
zugeben,    der    ein   Grand  werk   der  heutigen   Astronomie   bildet. 
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Neben  solchen  bewQnderuDgsvi'firdigen  Leistungen  wSre  es  über- 
flüssig, unserer  Thesis  zu  Liebe  kleinere  Arbeiten ,  so  verdienst- 
lieh dieselben  an  sich  auch  sind,  wie  die  Ergänzungen  tod 
Flamsteed's  Katalog  durch  Miss  Caroline  Herschel,  das  Ver- 
zelchniss  von  Zodiakalsternen,  die  Pearsou  an  seinem  Ob- 
servatorium in  South  Kilworth  beobachtete  etc.-,  hier  weiter  an- 
zuführen. 

Die  merkwürdise  Erscheinung  der  Veränderlichkeit  des  Lich- 
tes vo;i  Fixsternen  ist  in  ihren  ersten  Spuren  zu  Ende  des  sech- 
zehnten «fahrhunderts  an  o  des  Walfisches  von  David  Fabri- 
cius,  einem  Pastor  in  Ostfriesland »  aufgefunden.  Von  den  etwa 
fünfzig  Veränderlichen,  die  wir  heute  kennen,  ist  ein  grosser 
Theil  von  Dilettanten  oder  an  ihren  Sternwarten  erkannt,  darun- 
ter an  Bishop's  Observatorium  von  Hind  etwa  das  Viertel  der 
Gesammtzahl.  Die  erste  genauere  Bestimmung  der  Periodicität 
des  Lichtwechsels  wurde'  an  Mira  Ceti  von  Ismael  Boulliau, 
einem  privatisirenden  Gelehrten,  die  zweite  an  Algol  von  John 
Goodrike,  einem  englischen  Edelmanne  in  York,  und  dem  schon 
erwähnten  astronomischen  Bauer  Palitzsch  vorgenommen.  Die 
eben  genannten  Veränderlichen  gehören  wohl  mit  17  Argus  zu  den 
merkwürdigsten,  und  dieser  letztere  wurde  von  Sir  Johu  Her- 
schel zuerst  näher  erforscht.  Joseph  ßaxendell,  ein  Privat- 
mann in  Manchester,  hat  neuerlich  sich  einer  regelmässigen  Beob- 
achtung dieser  interessanten  Erscheinungen  unterzogen. 

Als  vor  etwa  achtzig  Jahren  der  ältere  Herschel  sich  mit 
den  Doppelsternen  zu  beschäftigen  anfing,  fand  er  vier  notorisch 
vielfache  Sterne  und  die  allgemeine  Meinung  vor,  solche  gegen- 
seitige Nähe  von  Fixsternen  riihre  nur  daher,  dass  sie  beiläufig 
in  derselben  Richtung,  wenngleich  durch  ungemessene  Räume  von 
einander  getrennt  sich  befänden.  Bis  zum  Jahre  1804  hatte  Sir 
William  nicht  nur  Aber  800  solche  Gruppen  einander  sehr  naber 
Sterne  entdeckt,  sondern  auch  die  Zusammengehörigkeit  der  Com- 
ponenten  in  vielen  Fällen  nachgewiesen  und  so  eines  der  herr- 
lichsf  en  Wunder  der  Schöpfung  uns  kennen  gelehrt :  Sonnensysteme 
höherer  Ordnung,  in  denen  leuchtende  Centralkorper,  jeder  viel- 
leicht von  zahllosen  Kometen,  von  Planeten  Und  Satelliten  beglei- 
tet, um  einander  kreisen.  Diese  Arbeiten  Sir  William's  nahm 
zuerst  um  das  Jahr  1820  Sir  James  South  anfangs  allein  and 
mit  sehr  massigen  Werkzeugen  wieder  auf;  später  standen  ihm 
„fürstliche''  Mittel  zu  Gebote,  die  er  In  Gemeinschaft  mit  Sir 
John  Herschel  zu  gleichem  Zwecke  benutzte.  Im  Ganzen  er- 
fuhren so  nahezu  alle  von  Sir  William  entdeckten  Vielfachen 
eine  wiederholte  Untersuchung,  die  eine  Menge  der  merkwürdig- 
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steil  Resoitate  zu  Tage  förderte.  Sir  John  aetzte  einige  Jahre 
später  diese  Messungen  in  noch  grosserem  Maassstabe  fort  und 
vermehrte  die  Zahl  der  beicannten  Doppelsterne  unserer  HemisphSre 
um  nahe  dreitausend.  Eine  andere  grosse  Leistung  in  dieser 
Beziehung  rührt  von  seinen  vierjährigen  Beobachtungen  in  Feld- 
hausen am  Cap,  deren  Gedächtniss  von  seinen  dortigen  Mitbür- 
gern durch  ein  Denkmal  geehrt  wurde  und  durch  die  er  nicht 
weniger  als  2095  völlig  neue  Gestirne  dieser  Art  entdeckte.  Sir 
John  fand  dabei  eben  nur  die  Arbeiten  von  Dunlop  vor^  der 
zuerst  an  Brisbane's  Observatorium  und  später  mit  eigenen 
Hilfsmitteln  in  Paramatta  sich  mit  diesem  Gegenstande  beschäf- 
tigt hatte.  t)ine  besonders  werthvolle  Reihe  von  ähnlichen.  Be- 
stimmungen führte  Dawes^  den  Sir  John  Herschel  für  den 
besten  heutigen  Beobachter  auf  diesem  Gebiete  hält,  zuerst  mit 
sehr  dürftigen  Hilfsmitteln  von  1834  bis  1844  an  seiner  Sternwarte 
zu  Ormskirky  dann  an  Bishop 's  Observatorium  aus^  von  welchem 
letzteren  wir,  so  wie  von  seinem  anderen  Assistenten  Hind  eben- 
falls zahlreiche  Messungen  dieser  Art  besitzen.  Admiral  W.  H. 
Smyth»  der  berühmte  Hydrograph  des  Mittelmeeres,  lieferte  an 
seiner  Sternwarte  ip  Bedford  von  1830  bis  1843  Messungen  von 
680  Vielfachen  und  begleitete  dieselben  wie  Bishop  mit  sehr 
interessanten  Erläuterungen,  die  uns  gleichsam  die  Geschichte 
jedes  dieser  merkwürdigen  Gestirne  erzählen.  W.  S.  Jacob, 
später  Director  der  Sternwarte  in  Madras,  beobachtete  als  Captain 
der  Bombay  Engineers  244  Doppelsterne  in  Poona;  Isaac  Flet- 
cher,  dessen  Ausrüstung  in  einem  einzigen  Fernrohre  von  nur 
4"  Oeffnung  bestand,  lieferte  zu  Tarnbank  (Cumberland)  Messun- 
gen von  282,  John  Miller  in  ähnlicher  Weise  zu  Whitehaven 
Beobachtungen  von  einer  nur  wenig  geringeren  Anzahl  Doppel- 
Sterne.  Beer  und  Mädler,  Denibowski  in  Cremano  bei  Nea- 
pel, der  mit  grosser  Beharrlichkeit  in  etwa  vier  Jahren  gegen  . 
200  dieser  Gestirne  roass,  AI  van  Clark  in  Boston,  der  uns 
zwar  nur  zwölf  neue  Doppelsterne,  aber  der  schwierigsten  Art, 
kennen  lehrte  und  so  viele  Volontäre  wären  hier  noch  zu  nennen, 
wie  denn  in  der  That  nur  W.  Struve  auf  diesem  Felde  die  Ehre 
der  Berufsmünner  glänzend  rettete,  das  sonst  In  seinem  prakti- 
schen Theile  allein  von  Privaten  bebaut  wäre.  Diese  haben  es 
Sbrigens  auch  in  der  Theorie  nicht  an  sich  fehlen  lassen:  wir 
besitzen  von  Sir  John  Herschel  eine  sinnreiche  Methode  der 
Bahnbestimmung  physischer  Doppelsterne.  Sir  James  South 
zeigte  bei  61  Cygni,  dass  die  umliegenden  Sterne  an  der  Eigen- 
bewegung dieses  Sternes  nicht  Theil  nehmen,  somit  ferner  von 
'  uns  stehen  als  dieser;  ebenso  wiesen  Sir  James  und  der  jün- 
gere Herschel  nach,  dass  der  kleine  Begleiter  von  er  Lyrae  nur 
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optwch  mit  diesem  verbunden  aei  and  trogen  so  wesentlich 
Sa  dem  grossen  Schritte »  der  uns  auch  ausser  den  Grenzen  un- 
seres Sonnensystems  Entfernungen  hestimmen  half» 

Von  Nebelflecken  und  Sternhaufen  waren  vor  Sir  William 
Herschel  etwa  anderthalbhnndert  bekannt.  Sir  William  fährte 
wunderbar  genug  während  derselben  Jahre,  in  denen  er  uns  die 
Doppelcsterne  nach  Tausenden  zählen  lehrte,  uns  beiläufig  1800 
auch  solcher  Objecte  vor,  deren  Positio/ien  von  seiner  Schwester 
gerechnet  sind  und  denen  sein  Sohn  später  noch  etwa  500  bei- 
fügte. Auf  der  sfidlichen  Hemisphäre  hegrfindete  Dunlop  in 
Paramatta  nach  Brishane's  Abgang  von  New -South -Wales  mit 
sehr  geringen,  zum  Theil  von  ihm  selbst  verfertigten  Mitteln  die- 
sen Theil  der  Astrognosie  durch  Entdeckung'  von  beiläufig  600 
solcher  Gestirne,  deren  nur  etwa  50  bereits  von  Lacaille  beob- 
achtet waren.  Sir  John  Herschels  Capreise  steigerte  diese 
Zahl  auf  1708  und  verbreitete  über  eine  Menge  wichtiger,  früher 
sehr  unvollständig  bekannter  Gegenstände  wie-  die  Capwolkeo, 
den  Kohleosack,  den  grossen  Nebel  bei  ij  Argus,  den  Lauf  der 
Milchstrasse,  die  Sternhaufen  o  Centauri  und  %  Crucis  etc.  klares 
Licht.  Den  beiden  Herschel  reihen  sich  neuester  Zeit  wiiVdig 
an:  W.  H.  Smyth  mit  einer  ebenso  gediegenen  als  anziehenden 
Beschreibung  von  170 Nebeln  und  Haufen,  W.  Lassei I  bei  seinem 
Aufenthalte  auf  Malta  mit  Untersuchungen  des  Orionnebels  und 
ähnlicher  Gegenstände.  Eine  neue  Epoche  aber  durch  Auf- 
schliessung buchst  überraschender  Details,  die  in  Hinsicht  auf 
den  Bau  dieser  Hiromelskurper  alles  Vorangehende  eben  nur  als 
Anfiinge  erscheinen  lassen,  hegrfindete  Lord  Rosse  mit  seinen 
riesigen  Instrumenten  in  Parsonstown.  Dass  unsere  heutigen 
Vorstellungen  von  den  Fixsternen,  diesen  eigentlichen  Bürgern 
des  Weltalls,  einigermassen  hinanrelchen  an  die  für  uns  nie  ganz 
zu  ergrundende  Herrlichkeit  der  Schöpfung,  verdanken  wir  in  erster 
Reihe  den  beiden  Herschel  und  Lord  Rosse;  denn  wenn  jene 
uns  von  ihren  Himmelsaichungen  berichteten,  dass  sie  durch  das 
kaum  eine  halbe  Vollmondsbreite  messende  Feld  ihres  Fernrohres 
während  einer  Viertelstunde  116.000  Sonnen  ziehen  sahen,  ja  dass 
sie  mit  ihren  Teleskopen*)  auf  dem  ganzen  Himmel  zum  wenig- 
sten gegen  sechs  Millionen  Sterne  ausnehmen  konnten,  so  zerftllte 
hinwieder  Lord  Rosse  in  tausend  und  aber  tausend  Mittelpunkte 
von  Planetensystemen  Nebelflecke,  denen  gegenüber  jene  Werk- 
zeuge der  beiden  Herschel  eben  so  unzureichend  sind  wie  das  freie 
Auge  för  die  Milchstrasse.    Lord  Ho^se  lehrte  uns  die  auffallend 
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«ymmetriscben  Bildongen,  die  wir  bisher  an  diesen  Körpern  au* 
nahmen,  als  TSusehnngen  Iceonen,  die  von  nun  an  weniger  regel- 
mSssigen«  aber  darum  nur  um  so  staunenswertberen  Gestaltungen 
weichen  müssen  und  sieh  zu  diesen  verhalten  wie  die  gerundete 
Sage  zur  verbürgten  Geschichte. 

Ich  konnte  Ihnen  noch  Proben  die  Hülle  und  Fülle  bringen 
▼00  dem  Antbeile,  den  Liebhaber  der  Astronomie  an  deren  För- 
derung hatten,  könnte  daran  erinnern,  das«  die  gesammte  heutige 
Naturferschung  auf  den  lichtvollen  Ideen  eines  Lord  Kanzlers,  von 
England  beruht,  dass  von  den  62  wohlverdienten  Auszeichnungen, 
die  von  der  R.  Astronomical  Society  seit  1823  bis  heute  verliehen 
wurden,  nicht  weniger  als  19  auf  Private  fielen;  konnte  Ihnen  in's 
Gedächtniss  rufen,  dass  zwei  der  wichtigsten  Entdeckungen,  die 
der  Aberration  des  Lichtes  und  der  Nutation  von  Bradley  mit 
Hilfsmitteln  gemacht  wurden,  die  Dilettanten :  Molyneux  in  Kew 
und  Eari  Maqclesfield  In  Shirburn- Castle,  ihm  zu  Gebote  stell- 
ten; könnte  anführen,  dass  wir  die  merkwürdige  Erscheinung  der 
Sternschnuppen  näher  zu  erforschen,  durch  astronomische  Lieb- 
haber: Benzenberg,  den  nomadisirenden  Akustiker  Cbladni 
etc.,  zuerst  veranlaast  wurden,  dass  ein  Dilettant,  George  Lyon 
in  Southwick,  uns  schon  im  Anlange  des  vorigen  Jafirbupderts 
lehrte,  diese  flüchtigsten  aller  Hiromelsphänomene  zur  Fizining 
der  gegenseitigen  Lage  von  Punkten  der  Erdoberfläche  zu  be- 
mitzen;  könnte  erwähnen,  dass  Josuah  Cbildrey,  Pfarrer  zu 
Upway,  uns  1661  der  Erste  mit  dem  Zodiakallichte  bekannt  machte 
etc.;  aber  ich  will  Ihre  Geduld  nicht  über  Gebühr  in  Anspruch 
nehmen,  und  mich  begnügen,  Ihr  Augenmerk  nur  noch  auf  ein  Ge- 
biet zu  richten,  das  einerseits  zu  wichtig,  auf  dem  andererseits 
die  Leistungen  von  Volontären  der  Wissenschaft  zu  bedeutend 
sind^  als  dass  ich  es  hier  mit  Stillschweigen  übergeben  dürfte. 

Wir  sprachen  bisher  nur  von  eigentlichen  Forschungen  und 
Hessen  die  dazu  nöthigen  Hilfsmittel:  Instrumente  und  Sternwar- 
ten an  sich  ausser  Acht,  und  doch  ist  die  Thätigkeit,  welche 
solche  Hilfsmittel  schaflft,  noch  wichtiger  als  ihre  unmittelbare 
Anwendung,  denn  sie  setzt  nicht  den  Einzelnen,  sondern  die 
Menschheit  im  Grossen  und  Ganzen  in  den  Stand,  an  dem  ge- 
meinsamen Werke  der  Bildung  sich  zu  betheilen. 

Was  zuerst  die  Instrumente  betrifft,  so  haben  wir  an  einem 
Pvivatmanne  Jacob  Metius  in  Alkmaar  einen  der  unabhängigen 
Erfinder  des  Fernrohres  zu  verehren,  der  sich  aus  Liebhaberet 
mit  Construction  von  Spiegeln  und  Brenngläsern  beschäftigte,  und 
80  dahin  gelangte,  unser  Auge  in  das  eines  Seraphs  zu  verwan- 
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dein.  Es  war  ein  junger  Mann  ohne  Amt  und  Wfirden^  William 
fiascoigne  in  Middleton^  der  das  Teleskop  zuerst  als  Messwerk- 
zeug verwendete  9  der  in  dieser  Beziehung  zuerst  den  grossen 
Vorzug  des  Kepler'schen  Oculares  vor  dem  Galilei'schen  erkannte, 
der  das  Mikrometer  erfand  und  schon  um  die  Mitte  des 
sechzehnten  Jahrhunderts  Resultate  damit  erzielte,  die  ajch  selbst 
mit  heutigen  Bestimmungen  vergleichen  lassen.  Wir  danken  ei- 
nem Manne,  der  als  armer  Bauernknabe  am  Pfluge  seine  mathe- 
matischen Studien  begann,  später  in  der  Uhrmacherkunst  seinen 
Erwerb  suchte,  David  Rittenhouse  in  Philadelphia,  die  licht- 
volle, in  ihrem  seitherigen  Nutzen  kaum  hoch  genug  zu  schätzende 
Idee,  durch  zwei  mit  den  Objectiven  einander  gegenüber  gestellte 
Fernrohre  eine  fixe  optische  Linie  zu  bezeichnen,  so  wie  auch 
ilittenhouse  uns  (gleichzeitig  mit  Abbate  F.  Fontana)  die 
wichtigen  Vortheile  zeigte,  die  der  Spinnenfaden  vor  allen  künst- 
lichen Erzeugnissen  voraus  hat,  wenn  es  gilt,  gewisse  Punkte 
des  Sehfeldes  festzuhalten.  Thomas  Godfrey,  ein  Glaser  in 
Philadelphia,  erdachte  unabhängig  von  J.  Newton  den  Spiegel- 
sextanten, und  brachte  durch  Hadley  dieses  Instrument  zu  allge- 
meiner Anwendung,  das  für  die  nautische  Astronomie  eben  so 
wichtig  fst  wie  die  Bussole.  Die  eigentliche  Einführung  einer 
der  nützlichsten  Vorrichtungen,  des  Kreismikrometers,  verdanken 
wir  Olbers.  Die  Uhrmacher  Dent  und  Bloxani  ersannen  eine 
höchst  einfache  Vorrichtung  zu  der  wichtigen  Bestimmung  der 
Durchgangszeit  eines  Gestirnes  durch  einen  bestimmten  Vertical. 
Captain  Kater  brachte  das  durch  ihn  unabhängig  von  dem  frühe- 
ren Erfinder  Bohnenberger  erdachte  ReVersionspendei  in  die  Praxis 
und  leistete  dadurch  den  Pendelbeobachtungen  wesentlich  Vor- 
schub. Ein  Liebhaber  der  Wissenschaft,  der  erst  in  späten 
Jahren  in  öffentliche  Stellungen  trat,  Abb^  Rochon,  lehrte  uns 
doppelt  brechende  Krystalle  zu  Mikrometern  benützen.  Pearson, 
dem  wir  das  vollständigste  Werk  über  astronomische  Instrumente 
verdanken,  erfand  ein  astronomisches  Ocular  von  veränderlicher 
.Stärke,  das  für  gewisse  Fälle  von  grossem  Nutzen  ist.  Dawes 
gab  uns  eine  Vorrichtung,  mit  der  eine  tiefere  Einsicht  in  die 
Sonnenflecken,  wie  Airy  sagt,  im  geometrischen,  nicht  im  me- 
taphorischen Sinne  des  Wortes  gewonnen  wurde.  Von  F.  Baily 
erhielten  wir  eine  gründliche  Behandlung  des  Mercurialpendels. 
Das  Spiegelteleskop  gelangte  in  den  Händen  der  beiden  Her- 
schel,  von  Oberamtmann  Schroter,  W.  Lassei  und  Lord 
Rosse  zu  einer  Mächtigkeit,  die  das  dioptrische  Fernrohr  bisher 
nicht  erreichen  konnte.  Las^el  und  Dawes  fanden  zuerst  die 
Mittel,  katoptrische  Instrumente  parallaktisch  zu  montiren,  and 
erhöhten    dadurch    sehr   die    Anwendbarkeit    dieser  Werkzeuge. 
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Sbeepshanks  brachte  eine   wichtige  Verbesserung  an  den  Be- 
wegungsuhren der  Aequatoriale  an^  etc. 

Von  Privatsternwarten  haben  wir»  durch  besondere  von  solchen 
Anstalten  ausgegangene  Leistungen  veranlasst,  bereits  viele  ge- 
nannt; die  Bedeutung  derselben  aber  liegt  nicht  allein  in  heryor- 
ragenden»  der  Wissenschaft  erwiesenen  Diensten ,  sondern  ist 
eine  selbstständige:  sie  bilden  an  sich  mebr  oder  weniger  dauernde 
St&tten  der  unmittelbaren  Forderung  unseres  Faches >  die  durch 
fortlaufende  Beobachtungen  der  verschiedensten  Art  überall  in  die 
astronomischen  Bestrebungen  ihrer  Zeit  eintreten,  und  bieten  ubei;- 
dies  Talenten»  die  auf  diesem  Wege  oft  ganz  der  Astronomie 
erhalten  werden,  Gelegenheit  sich  zu  entfalten,  gehen  endlich 
hän6g  zu  bleibendem  Gewinne  der  Wissenschaft  in  Landesinsti- 
tnte  über.  Erlauben  Sie  mir  den  Belegen  hiefur ,  die  sich  aus 
dem  eben  Gesprochenen  von  selbst  ergeben,  noch  einige  That- 
saclien  anzureihen,  die  bisher  keine  Erwähnung  fanden. 

Die  Ausiiistung  der  Lilienthaler  Sternwarte  kam  durch 
Kauf  von  Seite  der  englischen  Regierung  an  das  k.  Observatorium 
zu  GBttingen. 

In  gleicher  Weise  bildeten  die  Instrumente  des  Grafen  von 
Hahn  zu  Remplin  die  erste  Ausstattung  der  Konigsberger  Stern- 
warte. 

Graf  Moritz  von  BrGhl,  chursächsiscber  Gesandter  am  eng- 
lischen Hofe,  hatte  zu  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  zwei  treff- 
lich ausgerüstete  und  mannigfaltig  thätige  Sternwarten,  die  eine 
zu  London,  die  andere  zu  Harfield.  Bibliothek  sowohl  als  Instru- 
mente legten  später  durch  Schenkung  an  die  Universität  Leipzig 
den  Grund  zum  dortigen  Observatorium. 

Die  Bilker  Sternwartfe  wurde  1846  von  ihrem  Erbauer  Ben- 
«enherg  der  Stadt  Dusseldorf  vermacht,  welche  sie  fortan  nn* 
terhielt.  Brflunow  und  Luther  leisteten  an  dieser  Anstalt  der 
Wissenschaft  wichtige  Dienste. 

Karl  Nagy  sammelte  in  einem  von  ihm  zu  Bicske  bei  Pcsth 
errichteten  Gebäude  einen  prächtigen  Instromentenpark,  der  nun, 
durch  Schenkung  in  öffentlichen  Besitz  übergegangen,  grossen 
Nutzen  zu  stiften  nicht  verfehlen  wird. 

Die  Observatorien  des  Herrn  P/älaten  von  Dnkrechtsberg 
zu  Olmütz  und  von  Baron 'Parisb  zu  Senftenberg  wetteiferten 
eine  geraume  Zeit  hindurch  mit  öffentlichen  Instituten  in  astro- 
mischen  Arbeiten ;  anjener  konnte  Julius  Schmidt,  jetzt  k.  Astro- 
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nom  SU  Athen,  an  dieser  Tb.  Bforaen  sich  denn  Fache  widmen. 
Die  Ausrüstungen  beider  Anstalten  kamen  bei  deren  Auflösung 
grusstentheils  ständigen  Sternwarten  zu. 

Die  Sternwarten  des  Kammerberrn  v.  Reedtz  zu  Palsgaard, 
des  Prof.  Habicht^  zuerst  zu  Bernburg»  dann  zu  Gotha,  liefer- 
ten zu  wiederholten  Malen  werthyolle  Beobachtungen. 

Colonel  Mark  Beaufoy's  Instrumente  gingen  durch  Legat 
an  die  k.  astronomische  Gesellschaft  in  London  über  und  fanden 
dort  treflTliche  Verwendung.  Dieselbe  Gesellschaft  überkam  durch 
Legat  eine  grosse  Anzahtvon  kostbaren  Instrumenten,  die  Sheeps- 
hanks  mit  seltenem  Kennerblicke  gesammelt  hatte. 

,  Die  schune  Ausrüstung  von  Smyth*s  Sternwarte^  in  Bedford 
ist  jetzt  im  Besitze  eines  anderen  auageaeichDeten  Freundes  der 
Astronomie,  Doctor  Lee  in  Hartwell,  wo  Epps,  Pogson  o.  a. 
regelmässig  Beobachtungen  anstellten. 

Aus  Lord  Brisbane's  Sternwarte  in  Paramatta  entstand  das 
erste  Staats  •ObserTatorium.  auf  neubolläodischera  Boden. 

Rear-Admiral  S h i r e ff  in  Gibraltar,  dessgleichen  John  Drew 
in  Southampton,  Rev.  H.  U.  Jones  in  Manchester  errichteten 
auf  ihre  Kosten  in  den  genannten  Häfen  Sternwarten  zur  Rego- 
lirung  der  Scbiffscbronometer,  und  wirkten  so  höchst  wohlthätig 
för  die  Nautik. 

Anne  Jean  Duc-la*Chapelle  gründete  zu  Montaaban 
im  Jahre  1792  mitten  unter  den  Schrecke»  der  Revolution  eine 
Sternwarte,  der  wir  eine  Reihe  scbOner  Bestimmungen  verdanken, 
und  an  welcher  Pierre  Bernier,  der  Scbiffsastronom  bei  Ban- 
din*s  Weltumseglung,  sich  ausbildete. 

Darquier  de  Pelle poix  beobachtete  nahe  um  dieselbe  Zeit 
dufcb  mehrere  Decennien  an  einem  von  Ihm  in  Toulouse  erbau- 
ten Observatorium,  aus  dem  später  die  jetzt  dort  bestehende 
Regierungsanstalt  hervorging. 

De  la  Nuz,  das  gelehrte  Mitglied  des  Conseii  sup^rienr  auf 
Isie  de  Bourbon,'  de  Garipuy  in  Toulouse,  J.  P.  Loys  de 
Chäseaux  auf  seinem  Gute  gleichen  Namens,  entwickelten  Jahr- 
zehnde   lang  eine  sehr  erspriessliche  Thätigkeit  als  Beobachter. 

In  den  vereinigten  Staaten  von  Nordamerika  rief  der  Wunsch, 
attob  in  astronomischer  Beziehung  unabhängig  von  Europa  zu  wer- 
den; von  1836  bis  1854,  also  in  achtzehn  Jahren,  nicht  weniger 
ak  vierundzwanzig  grusstentheils    sehr   bedeutende  Sternwarten 
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in'«  Leben,  nnter  denen  wieder  nicht  weniger  ats  sieben  von 
vaten  (John  Jackson  in  Sharon  bei  Darby^  Lewis  Gibbes  in 
Charleston,  van  Arsdale  in  Newark,  W.  van  Dazee  in  Bnffalo« 
Campbell  und  L.  M.  Rutherford  in  Mew-Tork«  Friend  in 
Philadelphia)  gegrOndet  wurden.  liVäre  mir  hier  gestattet,  das 
MScenatenthum,  welches  eben  nur  materiellen  Vorschub  leistet, 
ohne  sich  an  der  Arbeit  selbst  zu  betheilen,  in  den  Kreis  meiner 
Bemerkungen  an  ziehen,  so  mfisste  ich  neun  weiterer  nordameri« 
kaniseher  Observatorien  erwähnen,  die  ihr  Entstehen  aus  solcher 
Quelle  herleiten. 

Die  Wärme  aber,  mit  der  gerade  ich  mich  des  astronomi- 
schen Liebhaberthumes  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  an- 
nehme, mögen  Sie  mir  zugute  halten;  denn  die  erste  Sternwarte 
in  Wien  wurde  zu  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  von  einem 
Privatmanne,  dem  vielseitig  gelehrten  ndinesischen  Patricier  J.  J. 
Marinoni  gegrOndet.  Sie  diente  dem  Observatoriuip  zum  Muster 
und  zur  Hilfe,  das  bald  darauf  in  den  Räumen,  wo  wir  jetzt  den 
grossten  Theil  unserer  Collegien  halten,  errichtet  wurde^  und  ihre 
reiche  Ausrüstung  ging  nach  dem  Tode  des  Besitzers  als  Schen- 
kung der  um  das  Jahr  1753  erbauten  Staatsanstalt  zu. 

Doeb  ich  will  zum  Schlüsse  eilen. 

So  weit  entfernt  das,  was  ich  eben  sprach ^  von  allem  An* 
Spruche  auf  Vollständigkeit  ist,  so  mag  es  doch  hier  immerhin 
genügen,  und  Sie  erlauben  mir  nur  noch  einige  Betrachtungen 
daran  zu  knSpfen. 

Wir  verfahren  bisher  ganz  als  getreue  Baconianer  inductiv, 
indem  wir  aus  der  |Erfahrung  nachwiesen,  welche  ausserordentii* 
eben  Dienste  das  Liebhabertbnro  unserer  Wissenschaft  erwiesen 
hat  und  eben  daran  waren  den  Schlnss  zu  sieben,  dass  man  fort 
ond  fort  von  dieser  S^i^  wiehlige  F5rderongen  der  Astronomie 
erwarten  ^darf.  Man  fiUigt  nachgerade  an,  uns  Naturforschern, 
waH  eben  diese  lodoetion  betrifft,  eine  gewisse  Einseitigkeit  vor.- 
zuwerfen  -*  vielleicht  nicht  mit  Unrecht;  denn  es  liegt  in  der 
mensehlichen  Natnr,  dem  Pendel  gleich  keine  Ruhe  in  der  rieb- 
tigeo  Mitte  an  finden»  und  dann  erst  sich  au  besinnen  und  an 
Umkebr  an  denken,  wenn  man  in  dieser  oder  jener  Richtung  zu 
weit  gegangen.  Den  Philosophen  zu  Gefallen  also  wollen  wir 
jetzt  auch  noch  in  aller  Kfirze  den  dedoctiven  Weg  betreten  und 
uns  nach  den  inneron  GrOaden  fragen,  die  dem  Liebhaberthmae 
in  diesem  Fache  solches  Gedeihen  und  solche  Bedeutnng  ver* 
scbaften« 

Ich  sage:  in  diesem  Fache,    denn   leh  bin  der  hoffentlich 

18* 
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nicht  irrigen  Meinung,  dass  keine  andere  Naturwissenschaft  sich 
solcher  ergiebigen  UnterstGtzung  von  Seite  der  Laien  erfreut.  Fflrch- 
ten  Sie  nicht,  dass  ich  damit  zu  einer  Schilderung  der  oft  be- 
sprochenen Erhabenheit  des  Gegenstandes  aushole,  mit  welchem 
'  die-Himraelskunde  sich  befasst;  denn  diejenigen,  die  in  astrono- 
mischen Beschäftigungen  nur  das  Vergnügen  suchen  sich  ao  der 
Schönheit  einer  sternhellen  Macht  zu  weiden,  sind  nicht  die  Män- 
ner, denen  die  Wissenschaft  ein  dankbares  Andenken  weiht;  nur 
die  mühevolle  Vertiefung  in  Einzelnheiten  nützt,  bringt  Ruhm  und 
Ehre,  Im  Detail  aber  ist  die  Natur  nach  jeder  Richtung  bewun- 
derungswürdig und  fesselt  überall  den  sie  Verstehenden.  Ovid's 
•Bchune  Worte: 

Os  horoini  sublime  dedit,  coelumque  tueri 
Jussit,  et  erectos  ad  sidera  tollere  vultus 

haben  ihren  bildlichen  Sinn  nahezu  verloren,  seit  das  Mikroskop 
uns  die  Wunder  der  Schupfung  so  gut  erschliesst  wie  das  Fern- 
rohr. Ich  finde  vielmehr  die  Ursache  der  Erfolge  des  Liebhaber- 
thum^s  der  Astronomie  zunächst  in  der  Zugänglichkeit  dieser 
Wissenschaft.  Welche  andere  Doctrin  kann  sich  einer  gleichen 
Anzahl  trefflicher  populärer  Schriften  rühmen?  von  Fontenelle, 
Lambert  und  Laplace  bis  auf  unsere  Tage  bilden  dieselben 
nachgerade  eine  selbstständige  Literatur,  und  es  würde  schwer 
halten,  irgend  einen  bekannteren  Namen  unter  den  Astronomen 
des  eben  abgelaufenen  Jahrhunderts  anzuführen,  der  sich  in  die- 
ser Richtung  nicht  auch  versucht  bat.  Glauben  Sie  ja  nicht, 
dass  diese  Häufigkeit  solcher  nichts  weniger  als  leichten,  gemein- 
fasslichen  Darstellungen  von  einer  besonderen  Liebenswürdigkeit 
der  Astronomen  rührt;  die  Männer  des  Berufes  sind  überall  ge- 
neigt, der  innungsstolzen  und  bequemen  Maxime:  „arcere  vulgos'' 
zu  huldigen  und  dieselbe  so  zu  deuten,  dass  im  Allgemeinen 
eben  nur  wer  zur  Gilde  gehört,  zu  den  ihrigen  zählt.  Es  Ist  hier 
die  Wesenheit  des  Faches,  welche  den  Gelehrten  gestattet  und 
eben  desshalb  sie  zwingt,  aus  ihrer  Studirstube  herauszutreteo 
und  den  Kern  der  Wahrheiten,  die  sie  oder  Andere  gefunden, 
möglichst  entkleidet  vom  Nimbus  der  Kunstsprache,  dem  Laien 
roitzutheilen;  ihren  Abspermngsgelüsten  fruhnen  hiesse  sich  eines 
der  schönsten  Vorrechte  ihrer  Wissenschaft  begeben,  das  dieselbe 
zu  einem  Hebel  höherer  Bildung  macht,  das  ihrer  Forderung  Hun- 
derte von  helfenden  Händen  gewinnt.  Solchen  jedem  Gebildeten 
▼erständlichen  Behandlungen  fiigen  sich  nämlich  bloss  jene  Wis- 
senschaften, die  sich  eines  obersten  Grundsatzes  erfreuen,  und 
daher  in  ihrem  eigentlichen  Gerippe  eben  nur  eine  ununterbrochene 
Kette  von  Schlüssen  bilden.    Die  Astronomie  rühmt  sich  dieser 
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Bescbaffenheit  seit  Jahrhunderten ;  dadureh  hat  sie  in  jener  Be- 
ziehung 80  grossen  Vorsprung  vor  den  anderen  Naturwissenschaf- 
ten gewonnen»  die  neuester  Zeit  in  demselben  Maasse  ähnliches 
Streben  nach  gemeinfasslichen  Darstellungen  zu  äussern  beginnen, 
in  welchem  sie  der  Periode  des  Mystischen  oder  der  blossen  An- 
häufung  von  Thatsachen  sich  entwindlen.  Derselben  Richtung  des 
Popularisirens  begegnen  wir  in  anderer  Weise  ^uf  streng  wissen- 
schaftlichem Gebiete:  der  Astronom  hat  so  viele  mechanische 
Operationen   im   Rechnen  wie  im  Beobachten  auszufObren,  bevor 

.  er  zu  Resultaten  gelangt,  dass  er  von  jeher  darauf  bedacht  war» 
durch  Kunstgriffe  aller  Art  jene  Vorarbeiten  abzukürzen;  er  hat 
überdies  für  Praktiker  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes:  fiir 
den  Nautiker,  den  Feldmesser,  den  Geographen  zu  sorgen»  die 
sich  nicht  damit  begnügen,   vrenn  man  ihrer   Wirksamkeit'  über- 

'  haupt  neue  Wege  zeigt ;  dieselben  mdssen  so  bequem  als  mög- 
lich sein,  sollen  sie  überhaupt  beschritten  werden.  »So  kommt  es» 
dass  an  sich  sehr  verwickelte  Arbeiten  in  einer  Weise  verein- 
facht werden,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt»  dass  Instrumente 
zum  Gebrauche  einladende  Formen  annehmen ,  auch  den  weniger 

'  Bemittelten  erreichbar  werden.  Unsere  Methoden »  unsere  Ephe- 
meriden  und  Tafeln  fuhren  die  meisten  Aufgaben  auf  elementare 
arithmetische  Verfahren  zurück.  Eine  heitere  Stunde  gibt  heute 
die  geographische  Laee  eines  Ortes  mit  grosserer  Präcision  als 
früher  Monate  lang  fortgesetzte  Beobachtungen.  An  die  Stelle 
der  unbehilflichen  astronomischen  Werkzeuge,  die  z.  B.  noch 
Karstens  Niebuhr  auf  Kameelen  fortschaffen  musste»  sind  kleine» 
den  Reisenden  kaum  beirrende  Instrumente  getreten»  ohne 
der  Genauigkeit  irgend  Eintrag  zu  thun,  ja  mit  bedeutendem  Ge« 
%vinne  für  dieselbe.  Die  Errichtung  einer  Sternwarte  fordert  nicht 
mehr  wie  ehemals  nothwendigerweise  einen  dem  Einzelnen  nur 
gelten  möglichen  Aufwand,  die  Anstalt  ist  also  auch  nicht  mehr 
an  die  Scholle  gebunden,  wo  sie  eben  entstand:  als  Lassei I 
von  Starfield  bei  Liverpool  durch  den  Kohlendampf  vertrieben 
wurde»  wanderte  er  mit  seinem  Observatorium  zwei  Meilen  weiter 
nach  Broadstones;  Dawes  wohnte  zuerst  in  Ormskirk,  dann  zu 
Cranbrook»  später  zu  Wateringbury,  endlich  zu  Haddenham,  aber 
überall  hin  begleitete  ihn  seine  Sternwarte;  ja  man  kann  heute 
sogar  an  portative  Observatorien  denken,  \K\e  denn  Thomas 
Dell  ein  solches  von  sehr  zweckmässiger  Einrichtung  ersonnen 
hat.  Ein  gutes  Fernrohr  und  eine  verlässige  Uhr  in  freier  ruhiger 
Lage  können  richtig  gebraucht  oft  zu  den  schönsten  Ergebnissen 
führen.  Kein  Fach  ferner  gewährt  vielleicht  so  sehr  wie  das 
unsrige  ^ie  Befriedigung,  die  im  Fordern,  im  Erzielen  von  Erfol- 
gen liegt;  kein  Fach  bietet  so  oft  wie  dieses  die  Erfrischung  der 
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utibegtreitbaren  Bestätigutig  anderer  Aombten;  kein  Ftfcb  Uasl 
nie  dfw  uosrige  -die  Natur  fast  immer  selbst  und  im  Grossen  ex* 
perimefitiren,  erspart  uns  beinahe  ganz  die  stOrendeo  MQbselig- 
keiten,  welche  eigentliche  Versuche  unausweichlich  begleiten;  die 
Astronomie  fordert  von  ihren  JGngern  nicht,  dass  sie  ein  uns  an- 
geboroes  Graun  vor  Leichen  überwinden,  dass  sie  abenteuerUche 
Reisen  unternehmen,  dass  sie  lebensgeföhrliehe  Experimente  an- 
stellen. Vor  Allem  aber  bat  die  Astronomie  einen  VorthetI  ge* 
genfiber  den  übrigen  'Naturwissenschaften,  der  hier  von  grosser 
Bedeutung  ist:  die  vollige  Freiheit  von  der  Caiamität  der  Ter-, 
roinologien  und  Classificationen.  Während  andere  Naturforscher 
unter  der  Wucht  dieses,  ich  mochte  sagen,  administrativen  Tbeils 
ihrer  Thätigkeit  beinahe  erliegen  und  eben  desshalb  bSufig  in  der- 
selben aufgeben,  ist  dem  Astronomen  ditee  deptimirende  Aufgabe 
ganz  und  gar  abgenommen.  Der  Begriffe:  Classe,  Ordnung,  Fa* 
qiilie,  Gattung,  Art  und  wie  die  unzähligen  Abtheiiungen  alle 
heissen,  deren  andere  Fächer  für  die  Instandhaltung  ihres  wissen- 
scbafilicben  Haushaltes  bedürfen,  kann  der  Astronom  sieb  voll^ 
entscblagen.  Die  Sorglosigkeit  des  Astronomen  in  Feststellung 
generiscber  Unterschiede,  ja  der  Kunstausdrücke  überhaupt^  die 
ei^otzliche  Verwirrung,  welche  in  dieser  Beziehung  in  unserer 
Wissenschaft  mitunter  herrscht,  zeigen,  wie  wenig  dem  Aeitro- 
men  an  diesen  Dingen  liegt  Wenn  beute  Jemand  behaupten 
wollte,  die  Sternschnuppen  des  August  und  November  seien  Ko* 
meten,  oder  Kometen  seien  Meteore;  so  werden  wir  uns  kaom 
die  Mühe  geben,  die  Gründe  für  und  wider  erst  sehr  genao  ab* 
suwägen.  Delambre  nennt  Irgendwo  die  Kometen  Planeten  einer 
besonderen  Art,  er  hätte  eben  so  gut  die  PlaAeten  eine  be- 
sondere Gattung  von  Kometen'  nennen  können,  ohne  weiter  Wi- 
derspruch zu  finden.  Wir  kennen  selbstleuchtende  Planeten  und 
haben  alle  Ursache,  die  Existenz  dunkler,  stillstehender  Central- 
kßrper  anzunehmen.  Für  den  Astronomen  hat  nicht  die  Gattung, 
sondern  nur  das  1  odi vi duum  Bedeutung.  Dieses  aber  kennseich- 
oet  er  durch  den  Ort,  an  welchem  er  es  zu  einer  bestimmten  Zelt 
traf-  Er  bat  ein  grosses  Fach  werk  angelegt,  das  ihm  das  ganze 
unermesslicbe  Himmelsgewölbe  repräsentirt,  in  welchem  jedes 
beobachtete  Object  seinen  besonderen  Platz  erhält,  den  es  zwar 
im  Laufe  der  Jahre  ändert,  aber  nach  bestimmten,  uns  genau 
bekannten  Gesetzen,  so  dass  nie  Unordnung  entsteht.  Der  Astro- 
nom bedarf  also  auch  der  Myriaden  von  Namen  nicht,  die  andere 
Wissenschaften  zu  ihren  Plagen  zählen.  Wenn  wir  ein  Paar 
Dutzend  Gestirne  mit  besonderen  Titeln  beehren;  so  ist  das  eben 
ein  Herkommen,  das  wir  schnell  verlassen  werden ,.  wenn  es  ans 
etwa   durch   die  Zahl   dieser   HimmeUkurper    unbequem    werden 
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«oHIe«  vrie  wir  llngst  nahesa  ,atle  BenennuageDy  welche  die*  Alten 
den  Sternen  gegeben,  der  Gesehicfate  überantworteten,  aeitden 
ea  eben  galt,  Taaeende  und  aber  Taasende  von  Gestirnen  au 
tanien.  Oiener  wie  mir  acbesnt  wichtige  Unterschied  der  Aatro* 
nonue  von  anderen  naturhisteriachen  Fficbem  begründet  nicht  etwa 
etnen  geringeren  Omfang  der  Anfgabe»  welche  ihr  Torliegt,  denn 
gerade  dadurch,  dasa  sie  die .  Individuen  kennen  au  lernen  hat, 
wird  Ihr  Gebiet  ganz  eigentlich  unfiberaehbar,  und  wir  können 
mit  Sicherheit  einer  nicht  eben  fernen  Zukunft  entgegensehen,,  wo 
eine  Zahl  von  Himmelaobjecten  in  den  Bereich  der  Untersuchung 
gesogen  sein  wird,  welche  weit  über  die  der  bekannten  Arten  von 
Tfaieren,  PAansen  u.  s.  w. ,  so  riesig  diese  letztlich  auch  ange- 
wachsen ist,  hinausgehen  wird ;  aber  dieses  Kennenlernen  der 
Individuen  ist  ein  den  Geist  anregendes,  unmittelbares  Besch&f* 
tigen  mit  der  Natur;   wir  Astronomen  sammeln   so  zu  sagen  nur 

und  kümmern  uns  um  das  ermüdende   Nomenkliren  nicht.     Die 

* 

Freude,  die  der  Botaniker,  der  Zoologe  etc.  hat,  wenn  er  endlich 
nach  langwierigen  Bestimmungen  den  Mamen  seines  Objectes  er- 
föbrt,  geht  bei  uns  ganz  über  in  die  Freude  zu  wissen,  wo  das 
Object  am  Himmel  aufzusuchen  ist.  Jenes  Bestimmen  aber  setzt 
immer  ein  Eingehen  in  die  Natur  der  Dinge  voraus,  das  dem 
Menschen  nur  in  sehr  geringem  Maasse  gestattet,  dessen  der 
Astronom  im  Allgemeinen  ganz  enthoben  ist.  Diese  Frage  nach 
den  letzten  Gründen  durchzieht  überhaupt  das  ganze  Gewebe  an- 
derer Naturwissenschaften  und  erlaubt  dort  nicht  wie  in  der  Astro- 
nomie einzelne  Theile  dte  Faches  völlig  abgesondert  von  andern 
zu  behandeln.  Desshalb  stehen  denn  auch  jene  trockenen,  kei« 
ueswegs  anziehenden  Einleitungen  in  das  Studium  anderer  Zweige 
der  Natnrforschung  überdies  auf  schwankendem  Boden,  während 
die  analoge  Beschäftigung  des  Astronomen  auf  unverbrüchlichen,  für 
immer  feststehenden  Normen  fusst,  und  so  heisst  es  im  Gegen- 
sätze zu  sonstigen  Aussprüchen  hier:  „die  Gattung  vergeht,  das 
Individuum  besteht'*  —  eine  Seite  unseres  Faches,  die  wieder 
nicht  wenig  dazu  beitragen  muss,  ihm  Liebhaber  zuzuführen;  denn 
nirgends  sonst  ist  die  Palme  der  Unsterblichkeit  so  sicher  und 
mit  verhältnissmässig  so  leichter  Mühe  zu  gewinnen.  Das  dank- 
bare Feld  der  Entdeckungen  ist  das  eigentliche  Gebiet  des  Di- 
lettantismus. Der  Astronom  von  Profession  soll  nur,  wenn  er 
besondere  Gründe  dazu  hat,  sich  aufs  Entdecken  im  engsten 
Sinne  des  Wattes  legen,  denn  es  sind  ihm  Helfer  und  Mittel  zur 
Verfügung  gestellt,  die  ihm  schwierigere  Aufgaben  zuweisen.  Der 
Dilettant  kann  nach  Lust  und  Liebe  den  Gegenstand  seines  Sire' 
bena  wählen;  welches  Ziel  er  immer  mit  Ausdauer  verfolgt,  wir 
werden  die  Früchte  seiner,  Mühen  willkommen  heissen.    Eine  an 
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Stich  sehr  wfioschoDawerthe  Ueberwachuog  des  ganzen  Himoiei« 
z.  B.  nach  allem,  was  Neues  und  Unerwartetes  sich  zeigt,  wie 
sie  y ordern  Hevel  und  in  unseren  Tagen  Biela  durchgeftdirt, 
ist  die  Sache  des  Lieiihabers,  der  allein  dazu  die  nutbige  Moase 
bat^  H:ährend  der  Fachgelehrte  seine  Zeit  nicht  aufs  Gerathewobl 
verwenden  darf»  sondern  völlig  bestimmte  Zwecke  sich  vorstecken 
muss.  Das  Corps  der  Dilettanteu.  hat  wie  alle  Freicorps  mehr 
Schwung  als  die  Männer  des  Berufes.  Dieser .  bringt  einen  ge- 
wissen Schematismus  mit  sich  im  Verhalten  der  Gelehrten,  wie 
im  Reglement  des  Militärs ,  einen  Schematismus,  der  notb wendig 
und  die  Grundlage  des  ganzen  Wesens  ist,  von  dessen  Schatien- 
selten  freier  zu  sein  der  Volontär  aber  immerbin  sich  rühmen 
kann.  In  dieser  Ungebundenbeit  liegt  indetisen  auch  die  Gefahr 
der  Zügellosigkeit,  die  dort,  wo  sie  ungehindert  wuchert»  den 
Dilettanten  zur  Qual  der  Astronomen  macht.  Das  Heer  derer, 
die  da,  wie  Sir  John  Her  seh  el  sich  einmal  sehr  treffend  aus- 
drückte, jede  Wissenschaft 9  welche  sie  nicht  kennen,  für  eine 
neue,' eben  entstehende  halten  und  sich  z.  B.  sofort  anschicken 
den  Grundbau  der  Astronomie  durch  von  ihnen  erdachte  Welt- 
systeme zu  legen,  die  da  glauben,  astronomische  Wahrheiten 
Hessen  sich  eben  auch  ohne  alle  Vorkenntnisse  errathen,  das 
Heer  dieser  Freiwilligen  bat  es  zu  verantworten,  wenn  manche 
Leute  vom  Handwerk  die  Berührung  mit  Dilettanten  scheuen.  Wo 
aber  viel  Korn  geerntet  wird,  muss  es  auch  viel  Spreu  geben, 
und  in  der  That  verleitet  die  Astronomie,  obschon  gerade  sie  die 
erste  unter  ihren  Schwestern  den  richtigen  Weg  der  Forschung 
betrat,  mehr  als  irgend  eine  andere  Wissenschaft  die  Geister  zu 
eitlen  Träumen,  zu  aristotelischen  Anticipationen ,  —  ein  Weg, 
den  heute  zu  betreten  geistig  noch  eben  so  bedenklich  ist,  als  es 
einst  auch  leiblich  gefährlich  war  davon  abzuweichen.  Die  Be- 
strebungen der  Dilettanten  sind  der  grossen  Mehrzahl  nach  rie- 
selnden Gewässern  zu  vergleichen,  die  nicht  beachtet  und  sich 
selbst  überlassen  im  Sande  verrinnen,  ja  Schaden  bringen  und 
das  Land  versumpfen ,  gesammelt  und  geregelt  den  berechtigten 
Strömen  an  Nutzen  um  nichts  nachstehen.  Daraus  ergibt  sich 
von  selbst  die  Richtschnur  des  gegenseitigen  Verhaltens  zwischen 
Profession  und  Liebhabertbum,  das  unter  günstigen  Verhältnissen 
wie  ia  England  ganz  eigentlich  zur  Pflanzschule  für  jene  werden 
kann.  Wofern  dem  Dilettanten  Ernst  und  Beharrlichkeit  nicht 
fehlen,  soll  und  darf  ihm  die  Hilfe  des  Mannes  Vom  Berufe  nicht 
entgehen.  Erfüllt  er  diese  Forderung,  so  kann  er  auch  des  Er- 
folges gewiss  sein,  denn  die  Schachte,  die  es  hier  zu  bearbeiten 
gilt,  sind  unerschöpflich,  und  der  aufmerksame  Forscher  kann 
immer  auf  das,    was  wir   Glück    nennen,   zählen;    hätte  Kepler 
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sich  flieht  zufiiltig  an  Mars  gehalten»  dessen  Uogleichheiteii  auch 
den  damaligen  Beobachtangsmitteln  auchon  zugänglich  waren,  bStte 
William  Herschel  Uranus  eilf  Tage  früher  erblickt,  wo  diese» 
tvestirn  stationär  und  folglich  kaum  als  Planet  zu  erkennen  war, 
hätten  Le  Verrier's  Arbeiten  ihr  Ziel  nicht  gerade  um  das  Jahr 
1846,  wo  die  von  ihm  supponirte  Bahn  Neptuns  mit  der  wirkli- 
chen zusammentraf,  erreicht,  so  wfirden  die  glänzenden  Entdeckun- 
gen, welche  sich  an  diese  Namen  knüpfen,  wahrscheinlich  auf 
lange  Zeit  yerschoben  worden  sein;  Bradley  und  W.  Herschel 
bemühten  sich  umsonst  die  Parallaxe  der  Fixsterne  zu  finden, 
allein  die  grossen  Arbeiten,  welche  sie  zu  diesem  Zwecke  unter- 
nommen, wurden  gekrönt  durch  die  unerwarteten  Entdeckungen 
der  Aberration  des  Lichtes  und  planetarischer  Sonnen.  Wem 
aber  ein  astronomischer  Fund  von  auch  nur  einiger  Erheblichkeit 
gelang,  der  mag  sich  der  sorglichsten  Theilnahme  versichert  hal- 
ten und  darf  das  Unbeachtetbleiben  nicht  förchten,  das  ihm  viel- 
leicht in  anderen  Wissenschaften  droht;  denn  nirgend  sonst  ist 
die  Gemeinsamkeit  alter  Leute  vom  Fache  an  Arbeiten  jeder  Art 
so  eingebürgert.  Die  Gefahr  im  Verzuge  auf  der  einen,  die  Mög- 
lichkeit, dasselbe  Object  von  tausend  Orten  zugleich  zu  unter- 
suchen, auf  der  anderen  Seite,  setzen  in  der  Astronomie  immer 
eine  Hemisphäre  auf  die  Fährte  alles  Neuen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Darlegungen  sei  mir  gestattet  den  Wunsch 
auszusprechen,  dass,  wenn  dermaleinst  mein  heutiges  Thema  wie- 
der aufgenommen  werden  sollte,  man  nicht  wie  jetzt  nur  englische 
Namen  in  ül^erwiegender  Zahl  zu  nennen,  dass  man  insbesondere 
auf  österreichischem  Boden  statt  der  schonen,  vor  kurzem  leider 
sämmtlich  eingegangenen  Privatsternwarten  zu  Ohnfiiz ,  Senften- 
berg  und  Bicske  reichen  Ersatz  anzuführen  habe.  Wenden  Sie 
nicht  ein,  dass  die  Zeit  zu  ernst  für  solchen  Mahnruf  sei.  Die 
Wissenschaft  ist  eine  Zufluchtsstätte,  in  der  die  Geister  sich  er-< 
holen,  erstarken  können  zum  Kampfe  des  Lebens;  gerade  die 
Sturm-  und  Drangperioden  weisen  oft  die  wichtigsten  Errungen- 
schaften menschlicher  Erkenntniss  auf.  v 
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XUI. 

Neuer  Vorschlag  zur  Aufsuchung  des  Luftwiderstands- 
gesetzes. 

Von 

Herrn  Brenner^ 

lielirftiiiU-CaQdiilnten  für  höher«  Mathematik  and  Mechanik  sb  Tatt- 

lingen  im  Könii^eich  Wartemberg. 


Efl  Ist  befremdend»  das«.  In  Betracht  der  gleich förmigeo  Ver- 
tbeiliing  der  atoiosphAriscben  Luft  in  einer  so  kleinen  Re^ioo 
und  in  der  kurzen  Zelt»  wie  sie  unsere  geworfenen  Projektile  in 
Anspruch  nehmen»  bis  jetzt  noch  nicht  das  wahre  Luftwider- 
standsgesetc  bat  entdeckt  werden  klinnen.  Bei  der  Wichtigkeit 
der  Sache  bat  es  an  vielfiiltigen  Versuchen  zur  Auffindung  dieses 
Ciesetzes  allerdings  nicht  gefehlt;  allein  alle  Berailhungeo  waren 
bis  jetzt  fruchtlos. 

Diese  Versuche  aber  thcilen  sich  von  selbst  in  zwei  Gattun- 
gen» nämlich  In  rein  analytische  und  empirische.  Die  erstem 
gehen  zwar  wohl  davon  aus,  daes  dem  Projektil  unaufhörlich 
eine  Masse  —  die  Luft  —  im  Wege  steht;  allein  es  wird  hier 
Öfter  nicht  einmal  die  Elasticität  der  Luft  in  Betrachtung  gezo- 
gen» oder  nicht  die  Art  und  Weise»  wie  die  ausweichende  Luft  auf 
die  vorwärts  und  seitwärts  liegenden  Luftschichten  einen  Druck 
ausfibt»  wovon  offenbar  der  Gegendruck -auf  das  Projektil  abhlngt 
Wohl  wird  auch  eine  verdichtete  Luftmasse  vor  dem  Projektil 
und  eine  verdünnte  hinter  demselben  aisgenommen»  wobei  es  sich 
darum  handelt,  auf  welche  Weise»  oder  in  welcher  Gradation  sich 
diese  Verdichtnng  und  Verdiinnung  vertbeilt»  wie  weit  sich  die- 
selbe erstreckt  etc.  Diese,  offenbar  richtigere  Behandlung  der 
Sache  hat  aber  ihre  bedeutenden  Schwierigkeiten  und  hat  dess- 
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'v«gep  gleicbfalU  nicht  sam  geniiiiscbteo  Ziele  geführt.  Au9  die- 
sem Grunde  sind  daher  auch  «ahi reiche  empirische  Wege  einge* 
«cbiagen  worden*  Alle  jedoch  leiden  an  ^de»  UebeUtande»  daiy» 
4la8  Projektil  ateta  mit  einer  Bflaachioerie  oder  Oberhaupt  lait  an- 
dern featen  KOrpern  in  Verbindung  steht,  wodurch  bei  dieser 
aabtileo  Frage  die  Bewegungen  so  alterirt  werden,  dass  das  ge- 
sachte Geseta  nicht  zu  Tage  treten  kann.  Gleichwohl  scheint 
der  empirische  Weg  der  sieberste  zu  sein,  und  der  einzig  richtige 
ist  nnr  der,  wp  das  Projektil  in  seiner  Bewegung  gänzlich  unab- 
hängig bleibt  von  der  Berührung  mit  festen  Körpern,  und  so  wer- 
den wir  entweder  auf  den  Wurf  oder  auf  den  freien  Fall  geführt 
Uer  IVurf  aber  ist  schon  darum  verwerflich,  weil  hiebei  der  erste 
Impuls,  dessen  genaue  Bestimmung  sehr  unsicher  ist,  in  Rech- 
nung gezogen  werden  muss.  Somit  bleibt  uns  nur  noch  der  freie 
Fall  übrig. 

Kein  in  freier  Bewegung  befindlicher  Körper  lässt  die  Lage 
seiner  Oberfläche  gegen  die  Bewegungsrichtung  gänzlich  unver- 
Sndert,  und  diese  im  Voraus  nicht  genau  zu  bestimmende  Rotation 
inodificirt  die  Widerstandskraft  der  Luft  im  Allgemeinen  wesent- 
lich. Hievon  macht  allein  die  Kugel  eine  Ausnahme,  und  so  sind 
wir  gezwungen^  unsere  Untersuchungen  rein  auf  die  Kugel  zu 
beschränken.  Doch .  ist  es  ein  Trost,  dass  gerade  dieser  spe« 
cfelle  Fall  der  wichtigste  und  derjenige  ist,  der  in  der  Ballistik 
zum  Vorschein  kommt. 

Der  Luftwiderstand  ist  4^e  Fvuktion  der  Geschwindigkeit  des 
Projektils;  allein  die  Beobachtung  der  Geschwindigkeit  ist,  wo 
nicht  geradezu  unmöglich,  doch  jedenfalls  sehr  unsicher.  Hinge- 
gen sind  Zeit  und  Raum,  aus  denen  sich  Kraft  und  Geschwindig- 
keit ableiten  lassen,  einer  sehr  scharfen  Bestimmung  fähig,  und 
es  handelt  sich  jetzt  nur  darum ,  wie  die  erforderlichen  Experi- 
knente  am  zweckmässigsten  veranstaltet  werden. 

Bei  dem  Umstände,  dass  der  Luftwiderstand  bei  geringer 
Fallhöhe  und  bei  bedeutender  Dichtigkeit  des  Projektils  ziemlich  i 
oder  doch  ao  gering  ist,  dass  die  Sicherheit  des  Resultates  da- 
durch gefiihrdet  ist,  können  wir,  da  wir  nie  über  grosse  Fallhöhen 
geblpten  können,  bloss  die  Dichtigkeit  vermindern,  und  am  besten 
ist  es  wohl,  eine  sehr  genaue  Uuhlkugel  von  dünnem  Blech  und 
entsprechender  Grösse  anzufertigen,  sie  von  verschiedenen  Höhen, 
\»is  zu  ansehnlicher  Thurmhöhe,  fallen  zu  Tassen,  und  sowohl  Fatl- 
zeit  als  Fallhöhe  genau  zu  beobachten  und  aufzuzeichneü.  Jede 
BeobachtQDg  werde  mehrmals  wiederholt  und  bei  etwa  sich  er- 
gebenden Differenzen  daa  Mittel  geBoromen«    Die  Fallaeit  müsste 


I 
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durch  zwei  genaue«  vermittelst  der  ElektricttSt  vollkommen  gleich 
regolirte  Chronometer,  die  in  der  Nähe  des  Abgangs*  und  Anf- 
fftlpunktes  aufzustellen  wSren,  beobachtet  werden;  und  würde  der 
Zeitpunkt  des  Auflklletis  zwischen  die  zwei  Grenzpunkte  einer 
Sekunde  fallen,  so  könnte  man  den  Fallraum  so  lange  vermindern 
oder  vergrössern,  bis  ein  .Klappen  auf  einen  Grenzpunkt  der  Zeit 
erfolgte.  Die  Kugel  selbst  werde  vermittelst  eines  FaÜnetzes  ?oo 
Drath  mit  möglichst  weiten  Litzen  oder  Vierecken  aufgefangen, 
um  nicht  beschädigt  zu  werden.  Zu  genauer  Herbeifiihning  des 
Zusammentreffens  des  Abgangspunktes  mit  einem  Sekundenao- 
fang  konnte  folgender  Apparat  dienen.  AB  (Taf.  II.  Fig.  1.)  ist 
ein  auf  einem  anzuschraubenden  Fuss  stehender  vertikaler  Stän- 
der mit  einem  Schlitz  am  Ende  B.  In  diesen  Schlitz  passt  ein 
Träger  C6,  durch  welchen  sammt  den  Schenkeln  des  Schlitzes 
ein  eiserner  Bolzen  geht^  um  welchen  der  Träger  drehbar  ist  In 
das  Ende  G  des  Trägers  ist  ein  etwas  starker  Drath  GD  ge- 
steckt, der  einen  Drathkreis  D  trägt.  Vermitteist  der  Feder  F 
wird  der  Träger  in  horizontaler  Richtung  gehalten.  Auf  den  Drath- 
ring  D  aber  wird  die  Fallkugel  E  gelegt  Indem  man  nun  den 
Sekundenzeiger  des  Chronometers  beobachtet«  übe  man  sich,  im 
Moment  eines  Sekundenanfangs  den  Träger  durch  einen  unter  C 
nach  aufwärts  geführten  Hammerschlag  plötzlich  nach  unten  za 
bringen,  so  dass  der  Drathring  D  schnell  unter  der  Kngel  weg- 
geht, ohne  den  Anfang  des  freien  Falles  im  mindesten  zu  alteri- 
ren.  Der  Beobachter  am  Falltuch  wird  sich  ebenfalls  einfiben 
müssen,  um  den  Moihent  des  Auffalfons  der  Kugel  genau  bestim- 
men zu  können.  • 

Setzen  wir  nun  den  Fallraum   =«  und  die  Zeit  in  SekundeB 
=  f ,  so  können  wir  aufstellen 

Jede  Beobachtung  gibt  einen  Fallraum 

*i  >  <a  >  H»  '4  •  •  •  • 
mit  der  zugehörigen  ^eit 

»1  >    *l »  ^  »    *4  •  •  •  •  > 

wodurch  sich  die  Constanten  a,  6,  c,  d,  e....  bestimmen.  .Dabei 
ist  zu  vermuthen,  dass  diese  Coefficienten  rasch  abnehmen,  worauf 
sich  eine  Methode  zu  ihrer  Bestimmung  gründen  lässt 

Setzen  wir  nun   die   Geschwindigkeit  =1?,    die  retardlrende 
Kraft  =9  und  die  Gravitation  der  Erde  =^,80  ist 
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ai 
p  — y  =  ^  =  26 +6c/ +  12d<« +20e^  +  .... 

I 

Wir  miictseD  aooebmen,  dass  v  mit  ^  zugleich  gleich  Null  Ist,  und 
so  ist  a  =  0  zu  setzen,  üa  wir  ferner  wissen,  dass  im  Anfang 
der  Bewegung,  von  wo  an  wir  die  Zeit  i  zählen,  g)=:0  ist,  so  ist 

<gF  =  2A     und      Ä=|* 
Dadurch  verwandeln  sich  unsere  drei  Gleichungen  in 

g)  =  —  6c< -- 12d««— 20e<« + . . . . ; 
wofür  wir  aber  nunmehr  annehmen: 

2)  r=:5rf+3af»  +  46<«  +  5c<*+6</^* +  ...., 

3)  9  =  — f)a«  -  126/«-20c<«— 30d<*  +  .... 

Will  man  nun  die  Kraft  tp  als  eine  Funktion  von  fo  darstellen, 
so  eliminire  man  t  zwischen  2)  und  3),  oder  besser,  man  setze: 

ersetze  hier  9  und  v  durch  ihre  Werthe  aus  2)  und  3),  setze,  da 
alsdann  eine  identische  Gleichung  zum  Vorschein  kommen  muss^ 
alle  Coefficienten  der  verschiedeoea  Potenzen  von  t  gleich  0,  wo« 
durch  sich  Ay  B,  C,  />..••  bestimmen.  Nachdem  daher  die 
Beobachtungen  gemacht  und  notirt  sind,  so  theilt  sich  das  Ge- 
schäft des  Calculs  in  die  Bestimmung  der  Coefficienten 

a,     b,    c,     dy     «....undder  Coeificienteit 
Af    ßy    c7,    //,£...., 

womit  sich  noch  die  Vermuthung  der  etwaigen  geschlossenen  Form 
der  Funktion  Aes  Luftwiderstandes  verbinden  mag,  nebst  einigen 
praktischen  Scblussbemerkitngen. 
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1.    Bestimmnng  der  Coefficienteii  a,  b,  c,  d.... 

Indem  wir  unserer  oben  ausgesprochenen  VermuthuDg  Raum 
geben,  so  fähren  fiir  oosern  Caicul  in  der  Hypothese,  dasa  die 
CoefBcienten  a,  6,  e,  d...,  eine  fallende  Reibe  bilden.  Bietet 
bleraof  dieser  Caicul  keine  Widerspreche  dar,  so  ist  die  Hypo- 
these richtig,  im  entgegengesettten  Falle  aber  unrichtig. 

Noch  nie  ist  es  beobachtet  worden,  dass  ein  Kurper,  der 
schwerer  ist,  als  die  atmosphärische  Luft,  bei  Windstille  nach 
einigem  Fallen  wieder  gestiegen  wäre.  Daraus  folgt,  das«  v  stets 
nur  positiv  sein  kann  und  auch  nie  durch  Null  geben  wird.  Glei- 
cherweise kann  auch  q>  nur  positiv  sein.  Da  jedoch  das  Zeichen 
von  q)  vom  Zeichen  von  c  abhängt,  so  ist  ersichtlich,  dass  c  nur 
negativ  sein  wird.  Im  Uebrigen  möchte  der  beste  Weg  sur  Be- 
Stimmung  der  Coefficienten  a,  6,  e,  <2....  der  folgende  sein. 

Man  richte  die  Beobachtungen  so  ein,  dass  die  erste  gilt  fär 
<j  =  1  Sekunde;  die  zweite  fiir  i^=s2  Sekunden  u.  s.  w.  Alsdann 
hat  man  aus  1)  folgende  Gleichungen: 

5)  *«-2^  =  8a  +  166  +  32c+64d  + 

ö)  fa-4{^  =  27a  +  816  +  243c+729d  + 

7)  *4- &7  =  64a +  2566 +1024c+409fW +  .... 


Bricht  man  nun  die  Reihen  der  rechten  Seiten  gerade  so  ab,  wie 
sie  stehen,  und  multiplicirt  die  Gleichung  4)  nach  einander  mit  8, 
27,  64,  so  hat  man: 


8tf|  —4^  =  6a+8b+8c^ 

27ia-I3i^=27a+276+27c  +  27d, 

6igi^32ff^6iu+%ib^6ie^9id, 

Zieht  man  jetzt  diese  letzteren  Gleichangea  nach  einander  tob  Ö) 
6)  und  7)  ah,  «e  ergibt  «ich : 

*a— 8»i  +  2fir  =  86  +  24c + 66d, 

»«-27»,+9(7=64Ä+216c+702rf. 

«4— 64^ -I- 24^  =B  1936 -f  WOe -f  4032<{; 
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woraii«  Biao  6,  c  und  d  naeh  den  bekannten  allgemeiiien  Formein 
fflr  drei  Unbekannte  bestimmen  wird.  Zuletzt  ergibt  sich  dann 
a  leicht  aus  4).    Ihre  Werthe  seien  ai^  bi,  Ci,  di. 

Um  sodann  eine  weitere  Constante  e  zu  bestimmen  und  die 
erst  erhaltenen  zu  corrigiren«  so  denken  wir  uns,  a| »  bn  c^  und  cf| 
erhalten  die  Zuwachse  a«  |3,  y,  i  und  ziehen  hierauf  Ton  den  auf 
den  rechten  Seiten  auf  fänf  (Slieder  gebrachten  Gleichungen  4), 
5),  6)  und  7)  der  Ordnung  nach  je  diejenigen  ab,  die  nur  vier 
Glieder  haben  und  in  denen  wir  uns  a,  b,  c  und  d  die  Werthe 
a^,  bif  Ci  und  ili  habend  denken.    Hiedurch  erhalten  wir  dann: 

0  =  8a  -f  16/?  +  Ü2y+Md  + 128«, 

0  =  27a +  81/J+243y +729« +2187«, 

0  =  64a  +  256^  +  1024y  +  4096«  + 16384«. 

a  ß 

Dividiren  wir  jede  durch  e,  setzen    —  =  ai,     — =ft,  u.*s.w.  und 

V  e 

vereinfachen  noch,  so  erhalten  wir: 

0  =  ai+A  +  n  +  «i+l, 
0  =  ai+2A+4yi+8«|  +  16, 

0=:a|f3A+9ri+27d|+81, 

Orra, +4ft  +  16/1  +  64«! +256, 

welche  sehr  leicht  aufgelost  werden  können.  Denn  man  ziehe 
jede  vorhergehende  von  der  nachfolgenden  ab;  wodurch  sich  drei 
Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  ergeben.  Von  diesen  drei 
Gleichungen  ziehe  man  wieder  je  die  vorhergehende  von  der  nach- 
folgenden ab  und  hat  dann  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekann- 
ten. Die  nneinsietzte  aber  ziehe  man  endlich  voti  der  letzten  ab, 
wodurch  sich  d|  ergibt,  und  ruckwfirts  gehend  auch  a|,  ßi  und  yi. 
Auf  solche  Weise  findet  sich: 

«1  =  24      \  a=:24e 

A=-80f        .       ,  /J  =  -60e, 

/    und  sodann. 

yi=36      (  y=35e, 

a 

«i=— lO;  issWe. 

Bilden  wir  nun  die  nfichste  Gleichung: 

*»-12J^=8'ff  +  8*6+5»c+5«  +  5^«, 
80  haben  wir,   assai+a,  bssbg+ß,  a.  &w.  Mixaad, 
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«a— 12^9  =  5»(a,  +24«)-j5*(ft,  -60«) +6»(c,  +35«) +6«(<fi— IO«)+6»«, 
welches  gibt : 

*  "■  ö».24 

Zum  Behuf  der  Bestimmung  des  CoeflScienten  f  und  der  Cor- 
rektion  der  vorangegangenen  Constanten»  schlagen  wir  durchaus 
dasselbe  Verfahren  ein  und  finden,  wenn  wir  die  neuen  Correktio- 
nen  durch  a,  ß,  y,  d  und  e  bezeichnen: 

y^-'ti&f, 

s=_:i20A 

woraus  sich  darcli  Uebergang  zur  nächsten  Gleichung  ergibt: 

^""  —68.96165 

wofern  wir  die  durch  die  erste  Correktion  erhaltenen  Werthe  ?od 
a,  b,  c...  aufs  Neue  durch  Oi,  6|,  Ci  ....  bezeichnen.  Auf 
gleiche  Weise  fahrt  man  fort»  die  nächsten  Coefficienten  g,  A....  and 
die  Gorrektionen  der  vorangegangenen  Coefficienten  zu  bestimmen. 

Anstatt  diese  CoefBcienteu  je  durch  die  vorangegangeneo 
genäherten  Werthe  d^,  A|,  C|  u.  s.  w.  darzustellen »  könnten  wie 
dieselben  auch  rein  in  Funktion  von  den  verschiedenen  Wertbeo 
von  «  and  von  g  darstellen.  Allein  die  auseinandergesetzte  Me- 
thode scheint  zweckmässiger  zu  sein,  weil  hier  immer  die  Cor- 
rektionen  a,  ß,  y....  zum  Vorschein  kommen,  welche  endlich  die 
Grenze  anzeigen,  bei  der  man  abbrechen  kann. 

I 

2.    Bestimmung  der  Coefficienten  A,  B,  C,  />.... 

Nachdem  auf  solche  Weise  die  Constanten  a,  b,  e,  <{.••• 
bestimmt  sind,  so  finden  sich  die  CoeflScienten  A,  B,  C,  />..*•> 
dadurch,  dass  man  in  die  Gleichung 

,  6a/ +  12Ä<«  +  20c/H  30cZ«* + 42«/« + . . . . 

statt  V  den  Werth  gt  +  3at^+ibfi  +  6c^ +6di^  +  ....  einsetzt, 
und  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  i  gleich 
Null  setzt.    Dadurch  erhält  man: 
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6a+gAz^0, 
l2b+3aA+ßg^=:0, 
20c+4bA+6gaB^g^C  =0, 
dOd^^A+ga^B+SgbB-^Qff^aC+gWziiO, 
^^e-t^MA^  lOgcB-^UbaB+UgHC+^gä^C+UgaW+g^E  =  0, 


woran« 

• 

1  sich  e^ibt: 

A=- 

6a 

-   » 

ff 

• 

B=- 

m  +  ZaA 
9'        \ 

C=- 

20c+UA+6aaB 
.ff' 

f  1  

30d  +  6cA  +  B(g(fl + 896)  +  ^t/k^C 

Lß  —  — 

ff' 

R  —  — 

42«  +  MA  +  B(%c  +  246a)  +  C(12^«*  +  27^a«)  +  12^»al 

Mli   a.i-  ~- 

"                '                        Ä 

1 

3.     Hypothesen  Aber  die  geschlossene  Form  der  Funk- 
tion des  Luftwiderstandes. 

Man  darf  wohl  annehmen^  dass  es  bei  den  Betrachtungen 
über  den  Luftwiderstand  einerlei  ist,  ob  sich  die  Luft  gegen  einen 
festen  und  ruhigen  Gegenstand,  oder  ob  sich  der  feste  KOrper 
in  der  ruhigen  Luft  bewegt  Nun  kann  man  häufig  die  Beobach- 
tung machen  y  dass  ein  selbst  gleichmSssiger  Windzug  BanmSste, 
Zweige,  Blätter  in  eine  Art  von  vibrirender  Bewegung  versetzt. 
Selbst  das  unelastische  fliessende  Wasser  bringt  einhängende 
Baumzweige  in  eine  solche  Bewegung.  Dieselbe  Bemerkung  kann 
man  machen ,  wenn  man  den  Widerstand  des  ruhigen  Wassers 
auf  eine  bewegte  Kugel  bestimmen  will.  Ueberhaupt  sind  vibri- 
rende  Bewegungen  weit  häufiger,  als  man  es  gewohnlich  dafür 
hält  Aufmerksame  Artilleristen  behaupten  sogar,  dass  eine  auf 
einem  ebenen,  bäum-  und  hänserlosen  Terrain  abgeschossene 
Kanonenkugel  grosseren  Kalibers  anfänglich  eine  Art  ungleich- 
massigen  Geräusches,  ähnlich  einem  rollenden  Donner,  hervor-» 

Thcil  XXXIV.  19 
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bringe,  ein  Donner,  der  von  dem  ersten  Knall  gans  unabb&ngtg 
ist.  Diess  lässt  auf  einen  abwechselnd  stärker  und  schwächer 
werdenden  Luftwiderstand  schliessen,  so  dass  die  Vermnthung 
nahe  liegt,  der  Luftwiderstand  möchte  vibrirepd  sein.  Ohne  Zwei- 
fel aber  bleibt  der  Uaup<theil  des  Luftwiderstandes  das  Produkt 
einer  Constante  mit  dem  Quadrat  .der  Gesehwindigiceit,  und  so 
liesse  sich  Yielleicht  setzen: 


oder 


oder 


wo 


g)  =  wiü*  +  n  sin  i/;(r) 
g?  =  mv^  +  nt)  sin  i/;(r) 

I 

g?  =  mv  +  v^{m + n  sin  i^(t?)) 
u.  s.  w. 

!/;(»)  =  p  f  ^D  -f  rp^+  «(?*+  u.  s.  w. 


Die  Bemerkung,  dass  bei  geringerer  Geschwindigkeitsich  nichts 
von  vibrirendem  Widerstand  zeigt,  widerspricht  diesen  Fonnebi 
nicht.  Denn  gesetzt,  es  sei  n  ein  sehr  kleiner  Coefficieot,  so 
können  die  Glieder 

» 

wsint(;(r)  und  namentlich  W!jsin^(r),  wr^sin  •!/;(©) 

bei  geringerer   Geschwindigkeit  unmerklich    sein,    bei   grösseren 
jedoch  sich  fühlbar  machen. 

Es  wäre  möglich,  schon  nach  geringer  Mühe,  vielleicht  aber 
auch  erst  ber  grosser  Anstrengung  eine  geschlossene  Form  auf- 
zufinden. Eine  später  folgende  Bemerkung  möchte  einige  Erleich- 
terung verschaffen. 

4.    S  eh  lussbe  merkungen. 

a)  Da  der  absolute  Luftwiderstand  unter  anderm  auch  von 
der  Luftdichtigkeit  abhängt,  so  ist  es  'noth wendig,  die  Beobach- 
tungen bei  möglichst  gleichem  Barometer-  und  Thermometer- 
stand, also  in  möglichst  kurzer  Zeit  abzuschliessen,  und  sie  daher 
etwa  zur  Herbstzeit  bei .  trockener  Witterung  Nachts  von  9 — 12 
Uhr  vorzunehmen. 

b)  Indem  jeder  Luftzug  abzuhalten  ist,  so  wähle  maD  als 
Ort  der  Beobachtung  einen  derartig  bohlen  und  jedenfalls  voA^ 
liehst  hohen  Thurm,  dass  man  in  demselben  einen  Körper  frei 
fallen  lassen  kann,  wobei  natürlich  alle  Oei'nongen  zu  verschlies- 
sen   sind.     Um  die  Fallhöhen  in  möglichst  kurzer  Zeit  abzumes- 
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seo,  kann  man  schon  vor  ßegioa  der  Experimente  die  Thormwand 
mit  Tbeilstrichen  von  ffinf  zu  fünf  Fnss  versehen ,  so  dass  man 
mit  einem  Massstab  von  fünfFuss  die  jeweilige  Fallhöhe  vollends 
schnell  abmessen  kann. 

c)  Besser  mochte  es  sein,  an  der  Wandung  des  Thurmes 
einen  etwa  vier  Zoll  starken  Rahmschenkel  die  ganze  Hohe  hin* 
dnreh  zu  befestigen^  den  man  Von  Fuss  zu  Fuss  mit  Tbeilstrichen 
versehen  konnte.'  In  diesem  Falle  wäre  der  Ständer  AB  entbehr- 
lieh  9  und  konnte  mittelst  einer  Stellschraube  —  wie  bei  Nähkis- 
sen —  eine  Vorrichtung  an  den  Rahroschenkel  befestigt  werden, 
die  denselben  Arm  CD  träge.  Eine  Leiter,  die  man  auf  den  vor- 
handenen B<^den  oder  Ruhebänken  aufstellte  und  an  der  man  auf- 
und  absteigen  könnte,  wOrde  dazu  dienen,  die  Vorrichtung  an 
die  verschiedensten  Stellen  des  Bahmschenkels  hinzubringen. 
Ueberhaupt  aber  wird  die  Oertlicbkeit  dieses  Verfahren  immer- 
hiji  modificireu. 

d)  Bewegte  sich  die  Kugel  zu  nahe  an  einer  Wand,  welche 
der  in  Bewegung  gesetzten  Luftmasse  theilweise  ein  Hinderniss 
in  den  Weg  zu  legen  im  Stande  wäre,  so  mQs^te  dieser  Umstand 
ein  gutes  Resultat  in  Frage  stellen.  Am  schädlichsten  aber 
niQsste  der  Durcblass.  durch  ^inen  Boden  wirken,  wenn  die  Rän- 
der dieses  Durchlasses  nicht  weit  genug  zurückträten.  Ueber- 
haupt ist  ein  nach  unten  sich  erweiternder  und  in  seiner  Abgren- 
zung möglichst  glatter  Raum  am  günstigsten.  %9  fragt  sich  nun 
bloss,  ob  es  der  Kosten  nicht  werth  wäre,  eine  zu^eihundert  Fuss 
hohe  hölzerne  mit  Brettern  beschaalte  Pyramide  oder  Kegel  in 
der  Nähe  eines  Thurmes  oder  zwischen  hohen  Gebäuden  aufzu- 
führen, und  seine  Befestigung  durch  Verkettung  an  die  hohe  Um- 
gebung zu  bewerkstelligen!  Das  Auf-  und  Niedersteigen  könnte, 
vermittelst  Leitern  an  der  Aussenseite  geschehen  und  die  Ver- 
bindung mit  dem  Innern  durch  angebrachte  Oeffnungen  herbeige- 
führt werden. 

e)  Ohne  Zweifel  verhält  sich  der  Widerstand,  den  eine  Ku- 
gel erfährt,  direkt  wie  das  Quadrat  ihres  Owrcbmessers  und  um- 
gekehrt  wie  die  Masse  oder  das  Gewicht,  wie  diess  alle  Physiker 
beweisen.  Um  jedoch  auch  diesen  Satz  empirisch  zu  bestätigen 
und  überhaupt  über  eine  grössere  Anzahl  von  Beobachtungen  ge- 
bieten zu  können,  ist  es  gut,  die  Experimente  mit  zwei  Kugeln 
vorafunehmen,  und  zuletzt  die  Coefücienten  des  Widerstandes  mit 
einander  zu -vergleichen«  Gesetzt,  die  Coefficienten  der  zweiten 
Kngel  seien  A^^  Bi,  Ci, ....,  wetche  den  Coefficienten  A,  B,  C... 
der  ersten  entsprechen,  die  entsprechenden  Durchmesser  aber 
/>!  und  D,  die  Gewichte  G^  und  G,  so  müsste  sein : 

19* 
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AG 

BG 

CG 
Ifi 

•      • 

_C,G, 

—  A*  ■ 

woraus  noch  folgt 

wofern  die  Beobachtungen  unter  übrigens  gleichen  UrostSnden^ 
und  also  namentlich  bei  gleichem  Barometer-  und  Thermometer- 
stand  gemacht  worden  sind. 

« 

Die  Propurtionalit&t  der  obigen  Coef6cienten  wird  zugleich  die 
Schärfe  der  Beobachtungen  controliren.  Zeigen  sich  aber  Abwei- 
chungen von  solcher  Grosse,  dass  man  annehmen  darf,  sie  fallen 
ausserhalb  der  gewohnlichen  Beobachtungsfehler,  so  ist  zu  ver- 
muthen«  dass  sich  die  Kugeln  in  ihrem  Falle  zu  nahe  der  he- 
treffenden  Wandungen  befanden.  Ist  es  daher  nicht  mtiglich, 
diese  Entfernung  zu  Tergrossern,  oder  eine  besondere  Pyramide 
zu  erbauen,  so  suche  man  eine  andere  Oertliohkeit  auf»  oder  ver- 
kleinere man  die  Kugeln ,  so  dass  die  in  Bewegung  gesetzten 
Luftroassen  die  Wandungen  nicht  mehr  berOhren. 

Die  Gleichungen 

möchten  im  Stande  sein,  die  Aufsuchung  der  vielleicht  geschlos- 
senen Form  der  gesuchten  Funktion  zu  erleichtern.  Denn  daraus 
folgt,  dass  das  Gesetz  des  Luftwiderstandes  noch  dasselbe  blei- 
ben muss,  wenn  man  statt 


setzt : 


oder 


oder 


qp=l7  +  2«^    +2«^    +  2©*+.... 


oder 
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0  Das  Schwierigste  mochte  die  Anfertigung  sehr  genauer 
Kugeln  sein.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  es  nicht  als 
nothwendig  erscheint«  dass  Schwerpunkt  und  geometrischer  Mit- 
telpunkt vollkommen  genau  zusammentreffen.  Durch  Schwimmen- 
lassen der  Kugeln  im  Wasser  konnte  man  leicht  auf  der  Ober- 
fläcbe  einen  Punkt  bezeichnen,  welcher  mit  dem  Mittelpunkt  und 
Schwerpunkt  in  einer  geraden  Linie  liegt.  Bringt  man  hierauf 
den  bezeichneten  Punkt  der  Oberfläche  stets  oben  hin,  so  ist 
man  versichert,  dass  der  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt  und  dass 
beim  Fall  keine  Drebuhg  vorkommen  kann.  Und  gesetzt  sogar, 
die  Kugel  drehte  sich  und  wQrde  dadurch  von  ihrer^  Richtung 
etwas  abgelenkt,  so  würde  solche  Ablenkung  die  Fallzeit  ^  und 
Fallhöhe  um  eine  Grö.sse  ändern,  die  man  mit  dem  Wachsthum 
des  Cosinus  eines  sehr  kleinen  Winkels  vergleichen  konnte,  wo- 
fern dieser  kleine  Winkel  selbst  uro  eine  sehr  kleine  Grosse  ge- 
wachsen wäre. 

g)  Anlangend  die  Dimensionen  und  das  Gewicht  der  Kugeln, 
so  lässt  sich  hier  nichts  Bestimmtes  aufstellen.  Jedenfalls  soll- 
ten sich  die  Durchmesser  in  dem  Rahmen  von  Vj|  bis  1  Schuh 
bewegen  und  das  Gewicht  derartig  sein,  dass  durch  den  Luft- 
widerstand in  der  ersten  Secunde  eine  Retardation  von  1  bis  2 
Schuh  herbeigeführt  würde,  so  dass  statt  ISVs  Par.  F.  nur  deren 
13  oder  14  durchlaufen  würden.  Allein,  bevor  man  kostspielige 
Proben  anstellt,  könnte  man  etwa  durch  einen  Kupferschmied  eine 
ungefähre,  getriebene  Rupferkug^l  anfertigen  lassen,  versehen  mit 
einer  kleinen  verschliessbaren  Oeffnung.  Vermittelst  verschie- 
dener Gewichte,  die  man  durch  die  Oeffnung  in  die  Kugel  ein- 
legte, könnte  man  endlich  das  richtige  Gewicht  erfahren,  um '  nach 
demselben  die  Fallkugel  anfertigen  zu  lassen.  Gesetzt,  es.  sei 
dieses  Gewicht  :=  G  -Pfunde  und  es  wiege  ein  Cubikzoll  des  an- 
zuwendenden Metalls  g  Pfunde;  ferner  sei  der  äussere  Halbmes- 
ser der  Kugel  =:r  Zolle  und  der  innere  =ar,  so  ist 

J7r5r(r»-a;»)=6?, 
woraus  folgt 


V,      -AG 

b)  Man  könnte  vielleicht  die  Probe  machen  woMen,  vermittelst 
eines  am  Hebel  CG  angebrachten  Drathzuges  den  Gebrauch 
zweier  Chronometer  auf  den  eines  einzigen  zu  reduciren.  Allein 
hierauf  ist  nichts  zu  halten,  da  der  Anzug  des  Drathes  —  zumal 
wenn  er  lang  ist  —  kein  präcises  Abkommen  der  Kugel  herbei- 
flihren  kann.  Besser  ist  ein  Hammerschlag  an  C  aufwärts,  am 
besten  aber  ein  solcher  über  F  oder  G  abwärts. 
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Lehrsatz  über  den  Flächeninhalt  eines  geraden  Cyiin- 
dermantels ,  welcher  von  einem  andern  senkrecht  ge- 
schnitten wird. 

VOD 

Herrn  Eugen  Lommel 

in  HannheiiD. 


Wenn  die  Axen  zweier  ungleichen  geraden  Kreiscyltnder  sich 
rechtwinklig  durchschneiden ,  so  ist  der  im  dickeren  Cylinder  ein- 
gei^chlossene  Theil  der  Mantelfläche  des  dOnneren  Cylinders  gleich 
der  Mantelfläche  eines  schiefen  Cvlinders,  welcher 'den  kreisför- 
migen  Querschnitt  des  dünneren  Cylinders  zur  Basis,  den  Durch- 
messer des  dickeren  Cylinders  zur  Seitenlänge,  und  zur  Hohe  die 
Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  hat,  dessen  andere  Kathete 
und  Hypotenuse  beziehlich  die  Durchmesser  des  dfinneren  and 
dickeren  Cylinders  sind. 

Beweis.  Legt  man  durch  jede  der  heiden  in  O  (Taf.  IL  Fig. 2.) 
sich  rechtwinklig  durchkreuzenden  Cyiinderaxen  OZ  und  OX  eise 
Ebene  senkrecht  zur  andern,  so  werden  dieselben  sich  in  der  za 
OZ  und  OX  senkrechten  Geraden  OYV  durchschneiden  und  die 
kreisförmigen  Querschnitte  ZV  und  X¥  des  dickeren  und  dee 
dflnnereix  Cylinders  enthalten.  Durch  einen  beliebigen  Ponkt  M 
des  Kreises  XY  ziehe  man  JUP  parall«!  und  glciidi  dem  Halb- 
messer OX,  lege  durch  ihren  Eadf^unkt  PM'  parallel  xa  OZ  (als« 
senkrecht  sur  Ebene  XOY)  und  meche  MM'^=iOZi=s^  dem  Halb» 
messer  des  dickeren  Cylinders,  so  ist  PM*  die  Hohe  und  üfjf 
eine  Seitenlinie  des  oben  erwähnten  schiefen  Cylinders,  wShread 
der  bis  zur  Kreislinie  ZV  verlängerte  Dorcbschnitt  der  Ebene 
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M'MP  mit  der  Ebene  XÖV,  d.fa.  die  Gerade  NL,  der  Seiten« 
linie  des  dfinneren  Cy linders  gleich  ist»  «reiche  sich  im  Punkte  M 
seines  Querschnitts  bis  sur  Oberlache  des  diokeren  Gylinders 
erhebt.  Da  die  aus  P  auf  die  Tangente  MK  geiHIHe  Senkrechte 
dem  Radius  OM  parallel^  und . desswegen  Winkel  JfP£  gleich 
Winkel  OMN  ist»  so  sind  di^  bei  K  und  N  rechtwinkligen  Drei- 
ecke MKP  und  ONM  einander  congruent.  Folglich  ist  ilf  ATs  ON 
und  Dreieck  MKIU'  congruent  Dreieck  ONL,  j/veW  ihre  Winkel 
bei  K  und  N  Rechte ^  ihre  Hypotenusen  3/M*  und  OL,  und  ihre 
Katheten  3IK  und  OiV  einander  gleich  sind ;  also  ist  auch  KlIP 
=  NL.  Ist  aber  M  der  Mittelpunkt  eines  Bogens,  der  klein  genug 
ist,  um  als  geradlinig  betrachtet  werden  zu  kSnnen  (d.  h.  eines 
»^unendlich  kleinen '^  Bogens)  und  zieht  man  von  seinen  Endpunk- 
ten parallel  OZ  zwei  Seitenlinien  des  dünneren  Cyl^nders  bis  zur 
Oberfläche  des  dickeren,  so  enthalten  diese  zwischen  sich  einen 
'  schmalen  trapezförmigen  Streifen  der  MantelflSche»  dessen  Inhalt 
gleich  ist  demjenigen  eines  Rechtecks  aus  dem  kleinen  Bogen 
und  der  Mittellinie  NL  des  Trapezes;  zieht  man  ferner  durch 
die  Endpunkte  desselben  kleinen  Bogens  parallel  und  gleich  MJU' 
zwei  Seitenlinien  des  schiefen  Gylinders,  so  ist  das  zwischen  ihnen 
enthaltene  schmale  Parallelogramm,  welches  JH'K=NL  zur  Höhe 
und  den  kleinen  Bogen  zur  Grundlinie  hat,  dem  über  demselben 
Bogen  stehenden  Streifen  des  geraden  Cylinders  an  Inhalt  gleich. 
Dann  ist  aber  auch  die  Summe  aller  Streifen  des  geraden  Cylin- 
ders >  welche  einem  beliebig  grossen  Bog^n  des  Kreises  XY  an- 
gehören, d.  h.  das  auf  diesem  Bogen  stehende  Stfick  der  geraden 
Mantelfläche,  dem  entsprechenden  Stöcke  der  schiefen  Cylinder- 
fläche  gleich;  folglich  auch  der  vom  ganzen  Kreis  XT  bis  zur 
Oberfläche  des  dickeren  Cylinders  emporreichende  gerade  Cylin- 
derroantel  gleich  der  schiefen.  Ober  demselben  Kreis  sich  erhe- 
benden Cylinderfläche.  Da  nun  die  beiden  eben  genannten  Cylin- 
dermSntel  die  Hälften  derjenigen  sind,  von  welchen  der  Lehrsatz 
handelt,    so  Ist  die  Behauptung  desselben  vollkommen  erwiesen. 

Der  eben  bewiesene  Lehrsatz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  die 
beiden  sich  durchdringenden  Cylindef  einander  gleich  sind.  Der 
schiefe  Cyltnder  fflllt  jetzt  mit  seinen  beiden  kreisHirmigen  End- 
flächen und  allen  seinen  Seit^tinien  In  die  Ebene  XOT,  und 
seiue  Mantelflftehe  besteht  jc^zt  aus  tvtei  ebenen,  von  geraden 
Linien  und  Halbkreisen  begrenzten  Figuren,  deren  jede  dem  Qua- 
drate des  Durchmessers  an  Inhalt  gleich  ist. 

Wendet  man  auf  den  schiefen  Cylinder  unseres  Lehrsatzes  ein 

von  Brinkley  (Irish  transact  IX.  1803.    A  theorem  for  fin- 

*  ding  the  surface  of  an  oblique  cylinder)  aufgestelltes  und 
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leicht  za  beweisendes  Theorem*)  an,  wodurch  die  Manteifliche  eines 
schiefen  Cylinders  mit  kreisförmiger  Basis  aof  die  Mantelfläche 
eines  geraden  Cylinders  zurOcIcgefiibrt  wird,  welcher  den  Dorch- 
messer  jenes  Kreises  zur  Hohe,  und  dessen  elliptische  Basis  die 
Seitenlänge  und  die  Hohe  des  schiefen  Cylinders  zu  Axen  bat; 
so  erkennt  man  unmittelbar  die  Wahrheit  des  folgenden 

Zusatzes.  Wenn  die  Axen  zweier  ungleichen  geraden  Kreis- 
A  cylinder  sich  rechtwinklig  durchschneiden,  so  ist  der  Im  dickeren 
Cyiinder  eingeschlossene  Theil  der  Mantelfläche  des  dünneren  Cylin- 
ders gleich  der  Mantelfläche  eines  geraden  Cylinders ,  der  den 
Durchmesser  des  dünneren  Cylinders  zur  Hohe,  und  dessen  ellip- 
tische Basis  den  Radius  des  dickeren  Cylinders  zur  grossen  Halbaxe 
und  den  Radius  des  dünneren  Cylinders  zur  Excentricität  bat. 


Zur  Theorie  der  Gleichungen. 

Von 

Herrn  Johann  Karl  Becker, 
Privatlehrer  In  Zörich. 


Herr  Baurath  Dr.  Scheffler  hat  die  Algebra  unter  anderm 
um  eine  einfache  Formel  bereichert  **),  vermittelst  der  man,  wenn 
eine  Wurzel  einer  Gleichung  vom  dritten  Grade  gefunden ,  sofort 
auch  die  beiden  andern  erbalten  kann. 

Heisst  nämlich  die  Gleichung,  deren  eine  Worzel  r  gefanden, 


*)  Mit  teineni  Beweite  mitgetheilt  Ton  mir  im  Archin  Theil  IL. 
Seite  222.  G. 

*')  Die  Auflösung  der  algebrait chen  und  transzendenten 
Gleichungen  etc.  Ton  Dr.Hermann  Scheffler.    Braanschweig  . 
1859.    Siehe  pag.  92.  nnd  93. 
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■  «•+aiÄ^+aj|a?  +  O8==0,  .  - (1) 


80  hat  man  für  die  beiden  andern: 


^=-^Y^T\  (^^-^  +^-     .    .    .     (2) 

Da  diese  Formel  sowohl  von  praktischem  Werthe»  indem  sie 
schneller  zum  Ziele  fuhrt»  als  die  Division  durch  x — r  nach  der 
gewöhnlichen  Methode,  als  auch  von  wissenschaftlichem  Interesse  ist, 
so  mochte  auch  die  folgende  höchst  einfache  Herleitung  derselben 
einiger  Beachtung  werth  sein,,  uro  so  mehr,  da  Herr  Dr.  Scheff- 
ier  sie  auf  grossem  Umwege  gefunden  hat,  während  der  näher- 
liegende, viel  kürzere  Weg  ihm  entgangen  zu  sein  scheint 

I 

Wird  ar3+aiJ?*  +  <i2d:+fl3  durch  x — r  dividirt,  so  erhält  man 
einen  Quotienten  von  der  Form:  x^-{-px-\rfl*  in  welchem  p  und 
q  zu  bestimmen  sind.  Da  nun  — p  die  Summe  und  q  das  Pro- 
duct  der  Wuraieln  der  Gleichung  ^r^-t-^^-f  9  =  0,  also  der  zu 
suchenden  der  Gleichung  (1),  so  hat  man  unmittelbar.: 

«7r  =  — «»; 
also : 

^  r 

Setzt  man  diese  Wertbe  in  die  Gleichung 

0?'  +  p^  +  jr  =  0 

ein,  so  erhält  man  als  deren  Auflösung  die  Formel  (2),  so  dass 
dieselbe  nun,  ohne  zu  weit  zn  ßlhren,  in  die  Elemente  der  Alge- 
bra aufgenommen  werden  kann. 

n. 

Wenn  man  von  der  Gleichung  vom  4ten  Grade 

a:*-fai«'  +  iiia:*+aja: -1-04  =  0    ....    (3) 

zwei  Wurzeln  r^  und  r^,  die  entweder  reelle  oder  conjngürte  com- 
plexe  Wurzeln  sein  kOnnen,  kennt,  so  ergeben  sich  die  beiden 
andern  aus  der  Formel: 


., «1  +  n  +  <^  .  i/Tä,  +ri  +  r»V      «7 


(4) 
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Zur  BestimmuDg  der  Co^fficientdii  p  und  q  der  Gleichung 

deren  Worzeln  die  Formel  (4)  darstellt,  gibt  oSmlich  wieder  die 
Theorie  der  Gleichungen : 

-  «1=  — P  +  n  4-r^j, 
also : 


i 

I 


Man  kann  leicht  ähnliche  Formeln  für  die  beiden  letsten  Wur- 
zeln jeder  beliebigen  Gieichnng  höheren  Grades  herleiten,  dereo 
übrige  Wurzeln  bekannt  sind.  Wenn  fi,  r^,  r9  9....r»— 2  die  be- 
kannten Wurzeln  der  Gleichung  vom  uten  Grade 

a:»+aia:»-*  +  a8a:"-*  +  .... +  a«=:0 (5) 

sind,   80  erhfilt  man  die  beiden  andern  ans  der  Formel : 

^= (6) 

2  —^  V  2  /  "'rir^3....r«-f* 

r 

Von  dem  doppelten  Zeichen  innerhalb  des  Wurz'elausdracb 
gilt  das  ober^  oder  das  untere,  je  nachdem  n  mgcntide  oder  gerade. 


Schlechter:  Oe^mtttiereZahiunffeierminemU  ein  fach,  Zinsen^HSH 


Ueber  mittlere  Zahlungstermiiie  mit  einfachen  Zinsen. 

Von 
Herrn  Doctor  Schlechter, 

Lehrer  am   GyoiBatiniii  sn  BroohtnI. 


kt  man  ein  Kapital  von  k  fl.  Dach  n  Jabreo  aDyerzioalich  zu 
zahlen  schuldig  uod  es  wird  die  jährliche  Vergfitnug  f&r's  Hun- 
dert zu  p  Proceot  und  der  gegenwärtige  Werth  zu  x  angenom- 
inen,  so  ist  k  zu  zerschlagen  in  den  haaren»  gegenwärtigen  Werth 
X  und  den  Abzug,  Rabatt»  Disconto  D;  somit  Ist  kss%+D.  D 
drückt  nun  offenbar  die  Benutzung  des  Kapitals  %  za  p  Proesttt 

für  n  Jahre  aus»  so  dass  dann  ^=  jqq    gefi^etzt  werden   kann. 
Hieraus  folgt: 

somit' 

_     100* 
^^'    *- 100 +  |m" 

TKiTi fl-  werden  zum  Zinsfuss  p  in  n  Jahren  zu  k  fl.   wieder 

lOO  +  pn  '^      j^^ 

anwachsen.    Der  Disconto  />==*  — |qq^^^»  also 


2\    />-    J^ 


Sind  folglich  k^,  k^,  A^»....  kr  nach  a,  b,  c»....y  Jahren  unverzins- 
lich zu  entrichten»  so  Uit  ihr  gegenwärtiger  IVerth  FF: 

100*1     ,    100*1    ,       ,    ioo*r 

*)     ^  — 100+ of»      lOO-fAp  ■•"•••  "•"lOO+sp' 


2S2  schleckten    Veöer  rnUitere  ZaMlunffUermiMe 

der  Disconto:  # 

^^    ^""100  +  ap  +  JOO  +  Ä/I+     • '"100+^; 

Wird  nun  die  Aufgabe  so  gestellt,  dass  die  Kapitalien  ki,  k^, ....  Av, 
welche  man  nach  a,  b,  c,  ....^  Jahren  unverzinslich  schuldig  ist, 
an  einem  und  demselben  Tage  bezahlt  werden  sollen ,  so  wird 
also  der  Schuldner  bei  baarer  Zahlung  aller  Kapitalien  den  Werth 


entrichten;    der  fdinderbetrag,  Disconto,  D  wftre: 
')    ^  —  TÄÄ~m;  +  i7örT~Äi: +  ••••  + 


Es  muss  daher  dem  Schuldner  der  Werth  W  so  lange  in  Hän- 
den gelassen  werden,  bis  durch  Verzinsung  desselben  zu  p  Pro- 
cent der  Disconto  D  erzielt  worden  ist.  Nennt  man  diese  Zeit 
Xi  so  ist: 


oder 


^^    ^-    100 
ON  *00/) 


also  nach  6)  und  7): 


«^1 ,       ^K       .         .       y^r 

10)    ^^100  +  flp  "^  100  +  6/1  "*•  ""^  1004- y/i 

lÖÖT^"'^T00  +  6p"'^  ••"'^iOO+yp      - 

Oder,  was  offenbar  dasselbe  ist,  der  haare  Werth  W  und  der 
Zins  aus  TF  zum  Zinsfusse  p  muss  gleich  sein  der  Summe  der 
in  den  einzelnen  Terminen  zu  zahlenden  Kapitalien.    Somit: 

11)      W^+^  =  Al  +  Ä«+....+*r, 

woraus  man  ffir  x  den  Werth  in  Gleichung  10)  erhält.  Es  kann 
somit  dieser  Aufl5sungsweise  die  Richtigkeit  nicht  abgesprochen 
werden,  um  so  mehr,  wenn  man  sich  überzeugt,  dass,  wenn  der 
Werth  von  x  aus  10)  in  11)  eingesetzt  wird, 

*i +*«  + *8 +  ••••  + ^  =  *i +*«+*s +  ••••  + ^ 

sich  ergibt.  Schafft  man  in  Gleichung  10)  die  Nenner  aller  Brfiche 
im  Zähler  und  Nenner  weg,  und  führt  die  dann  angezeigten  Multipli- 


mit  ein/'aeken  Ztaten. 
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cationen  aua,  so'  erhält  der  Nenoer  ond  Zähler  Poeten  mit  ond  ohne 
den  Factor  y,  so  daes  j?=^  ,  y^  gesetzt  werden  kann.  Führt  man 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  die  Division  aus,  so  erhält  man : 

BC 


12)  ar=^  + 


A- 


D 


D  '   C^Dp 

Bei  Betrachtung  dieser  Gleichung  wird  in  die  Augen  fallen,  dass 
die  Zeit  x  von  p  in  der  Weise  abhängt,  dass,  wenn  p  abnimmt, 
die  Zeit  x  xunimmt  und  umgekehrt.    y=0  gesetzt  gibt: 

den  grusstroogiichsten  Werth  ffir  j?.  p=z(x>  genommen,  gibt  den 
kleinsten : 


14)    x= 


D 


Die  gemeinschaftliche  Verfallzeit  aller  Kapitalien  wird  also  um 
so  frOher  fallen,  je  grusser  der  Zinsfuss  genommen  wird,  und  um- 
gekehrt. Man  erkennt  also  aus  dieser  Entwickelung,  dass  der 
mittlere  Zahlungstermin  nicht  allein  von  der  Zelt,  nach  welcher 
die  Kapitalien  zu  entrichten  sind,  und  von  ihrer  Gr5sse,  sondern 
auch  vom  Zinsfuss  abhängt.  Die  gestellte  Aufgabe  ist  daher  so 
lange'  eine  vullig  unbestimmte,  so  lange  nicht  der  Werth  p  gege- 
ben und  durch  Vereinbarung  festgestellt  ist.  Die  Richtigkeit  die- 
ser Behauptung  kann  unniuglich  bestritten  werden.  Gegen  diese 
Wahrheit  werden  Verstösse  gemacht  in  allen  mir  hierüber  bekann- 
ten Schriften.     (Meier  Hirsch,  Oettinger  u.  s.  w.) 

Es  soll  nun  der  innere  Grund,  wie  man  zu  dieser  falschen  Auf- 
gabenstellung und  natürlich  dann  auch  zur  .falschen  LOsung  kam, 
näher  erläutert  werden. 

Wir  steilen  zu  diesem  Behufe  die  Aufgabe,  wie  sie  gewöhn- 
lich gestellt  und  gelost  wird : 

Man  habe  ki,  k%,..,.kr  fl*  nach  n,  6,  Cy....y  Jahren  unver- 
zinslich zu  bezahlen ; ''welches  ist  die  mittlere  Verfallzeit? 

Auflosung  1.  Zahlt  der  Schuldner  alle  Kapitalien  statt  nach 
seinen  vorgeschriebenen  Terminen  haar  und  man  nimmt  im  Allge- 
meinen an,  die  Verzinsung  der  Kapitalien  könne  nach  dem  Zins- 
fuss p  stattBnden,  so  sind  die  Verluste  des  Schuldners: 

14)    D= jöö  • 
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Die  Kapitalien  ii,  k^,...,  Ar  mUsseii  dem  Schuldner  so  lange 

gelassen  werden,  bis  er  zum  Zinsfuase  p  den  Disconto  D  gewon- 
nen bat.    Es  ist  also: 

^^/  !öo  —  iöö  ' 

,ß        _  aki  +tk^  +  ....'i'ykr 

^     ^^      k,+J^  +  ....  +  kr~' 

Auflösung  2.  Entrichtet  der  Nutzniesser  diese  Kapitalien 
haar,  so  verliert  er  die  Benutzung  von  ki  a  Jahre,  also  von 
aki  1  Jahr;   ebenso  von  bk^,  von  bk^  u.  s.  w.  1  Jahr. 

Es  müssen  ihm  also  sämmtliche  Kapitalien  so  lange  gelasseo 
werden,  bis  er  die  Benutzung  von  (ßki -{  bk^ -{■..,.•{■  ykr)  für 
1  Jahr  genossen  hat.  '  Nennen  wir  diese  Zeit  Xy  so  ist 

]7)    ^_.  «*!+**«+  >"'-[■  ykr 

Es  ist  also  nach  diesen  Auflösungen  der  mittlere  Zahltag 
vom  ZInsfusse  unabhängig. 

Schon  darin  liegt  offenbar  ein  Widerspruch,  dass  man  einen 
Zinsfuss  annimmt,,  durch  die  Art  und  Weise  der  Auflösung  der 
Aufgabe  aber  erkennt,  dass  er  gar  nicht  in  Anschlag  gebracht 
werden  kann.  Diess  tritt  noch  klarer  hervor,  wenn  man  in  Glei- 
chung 10)  /9=^0  setzt,  d.  h.  gar  keine  Nutzniessuug  fuVs  Hun- 
dert, also  auch  fllr  alle  Kapitalien  nimmt.  Zugleich  wird  klar 
sein,  dass  auf  diese  Weise  die  Zeit  immer  die  grusstmoglichste 
und  der  Nutzniesser  immer  im  Vortheil  ist. 

Es  soll  die  Unrichtigkeit  noch  mehr  beleuchtet  werden.  Der 
auf  diese  Weise  berechnete  Disconto  beträgt 

18)    /)= jQg 1 

daher  der  baare  Werth    W  aller  Kapitalien : 

19)     H.=  *,  +  *,  +  ....  +  A.-?2*i+^e^^ 

20)      W=Aj(l-^)  +  ^2(l-.^  +  ....+Är(l-^. 

Da  aber  a,  6,  Cy.,y  und  p  alle  möglichen  positiven  Werthe  anneb* 
men  kunnen,  so  wird,  wenn  opmlOO,  bp=}00,  u. s.w.,  3fp=100 
gesetzt  wird, 
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81)  •  »Fr=a 

Der  Schuldner  oder  Nutzniesser  bat  also  gar  kein  Kapital  mehr 
in  Händen,  um  seineo  Verlust  durch  Umsetzung  zu  decken.  Dass 
der  Schuldner  aus  den  Kapitalien  Jc^  k^,  U^,....  kr  den  Verlust 
in  zu  bestimmender  Zeit  wieder  gewinne,  \st  eine  beliebige  An- 
nahme und  entbehrt  jeden  Grundes,  da  die  Abzflge  so  beschaf- 
fen sein  müssen,  dass  die  Reste,  die  baaren  Werthe  der  Kapi- 
talien, zur  Versinsung  ausgeliehen,  zur  urspriinglicbeD  Summe 
wieder  anwachsen  mdssen.    Es.musste 

sein,  was  unmöglich  ist.  Diese  Lo^ungsweise  ist  durch  die 
Pinckard'sche  oder  Carpzov'sche  Berechnung  des Interuseriums 
hervorgerufen  worden»  und  Oettinger  sagt  mit  Recht  Seite  III. 
seiner  politischen  Arithmetik,  dass  dieser  Methode  schon 
längst  kein  Denkender  mehr  beipflichte.  Er  selbst  lost  zwar 
sonderbarer  Weise  die  Aufgaben  über  mittlere  Zahlungstermine 
ebenso,  während  dem  der  Herr  Verfasser  Seite  13.  den  Wider- 
spruch der  Gleichung  20)  nachzuweijsen  sucht  und  mit  Anwendung 
der  Zinseszinsen  ganz  analog  verfahrt. 


Einiges  über  Trisection  des  Winkels. 

Von 

Herrn  Franz  ff^ alter, 

m 

Cadet  d«r  k«k*  Geole-Trnppe  im  Militär-geographischen  Institute  zu  Wien. 


I. 


Es  sei  (Taf.  U.  Fig.  3.)  AB  eine  bekannte  Gerade,  C  deren 
Mittelpunkt  und  ^GH  senkrecht  auf  AB,  Beschreibt  man  aus 
einem  beliebigen,   in    der   GH  liegenden  Punkte  D   den   Bogen 
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BEFA  mit  dem  Halbmesser  DB  =  DA,  tbeilt  diesen  Bogeo  bei 
F  und  E  in  drei  gleiche  Theile,  und  verfahrt  ebenso  mit  mehre- 
ren, aus  den  in  der  GH  liegenden  Mittelpunkten  Z>',  D"  u.8.  w. 
beschriebenen  Bugen,  so  liegen  alle,  auf  der  einen  Seite  befind- 
lichen Theilungspunkte  E' ,  E,  £"  u.  s.  w.,  dann  P,  F,  F"  o.  s.  w. 
in  einer  krummen  Linie,  deren  nähere  Untersuchung  unsere  Auf- 
gabe sein  soll. 

Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  O,  wenn 
OC=zlAC,  die  Abscissenaxe  in  XOX' ,  die  Ordinateuaze in  YOT 
parallel  zu  GH,  verbindet  man  ferner  die  Punkte  B  und  E,  E 
und  F,  zieht  JE  senkrecht  auf  AB,  und  bezeichnet  endlich  die 
Länge  CB  mit  a,  so  ist: 

OJ-x,    EJz=zy,    FE-EB, 

JB^  +  J&-BE^=FE^; 

da  nun 

F£=2.£;/f=2.C/=2(OJ— 0C)  =  2(ar-.|) 
und 

JB=OB—OJ=^a'^a: 

9 

QÜ* — 5aa:  +  a!*  +  y*=4a;' — s<M:  +  go*; 
tvird  jdiese  Gleichung  geordnet,  so  hat  man: 

^a«  =  3a;«-y« (I) 

als  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  £.  In  dieser  Gleichang 
erkennt  man  eine  Hyperbel,   deren   halbe  grosse  Axe  =  ^  und 

deren  halbe  kleine  Axe  =770  leicht  zu  bestimmen  sind.  Ferner 
findet  man  die  Durchschnitte  der  Hyperbel  mit  der  Abscissenaxei 
d.i.  deren  Scheitel,  in  L  und  A,  weil  A0:=20Lz=-^,  Es  ent- 
spricht demnach  die  Curve,  welche  F",  F,  F'  u.  s.  w.  verbindet, 
nicht  der  Gleichung  (1),  sondern  einer  anderen  Hyperbel,  deren 
Dimensionen  zwar  dieselben  sind^  deren  Scheitel  sieb  jedoch  in 
O  und  B  befinden. 


ist,  so  ist 
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Die  GleichaDg  (I)  enthält  fc^roer  nur  die  Constaqfe  AB7=z2a, 
die  Hyperbel  wird  deniDach  blos  darch  diese.  Grosse,  die  Sehne 
des  getheilteo  Bogens,  bestimmt»  npd  ist  von  dem  Bogen  selbst 
ganz  unabhängig.  Aus  der  JNatur  der  Ableitung  geht  ferner  die 
Giftigkeit  der  Gleichung  fOr  die  Theilungspunktö  aller  über  Aß 
beschriebenen  Bogen  hervo^^ 

Auf  diese  Betrachtung  gestfitzt  lässt  sich  ein  Instrument  von 
der  in  Taf.  II.  Fig.  4.  dargestellten  Form  construiren»  mit  welchen^ 
man  jeden  Winkel  in  drei  gleiche  Thelfe  theilen  kanli. 

Es  ist  nämlich  Aß  die  Sehne  des  zu  theilenden  Bogens>  CH 
senkrecht  auf  AB,  AC=Cß  und  LC=iCB,  ferner  LE  ein 
Theil  eines  Astes  der  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmten  Hyperbel» 
in  der  man  a  i=  CB  setzt. .  Die  Punkte  A  und  B  sind  durch 
einen  Strich  auf  den  Kanten  Ln  und  Cm  markirt. 

Ist  nun  MNO  (Taf.  11.  Fig.  5.)  der  zu  theilende  Winkel»  so 
legt  man  das  Instrument  dergestalt  auf  denselben»  dass  die  Punkte 
A  und  B  in  seinen  Schenkein  fiegen  und  die  Kante  CH  durch 
seinen  Scheitel  geht.  Wird  nun  das  Hyperbelstfick  LE  auf  das 
Papier  übertragen»  ferner  der  Punkt  B  auf  NO  markirt  und  nach 
Wegnahme  des  Instrumentes  der  Bogen  BRA  aus  dem  Mittel 
punkte  N  beschriejben »  so  ist  der  Durchschnitt  B  dieses  Bogens 
mit  dem  Hyperbelstücke  der  gesuchte  Theillmgspunkt  desselben» 
daher  Z  BNR = l^  MNO.  Die  Richtigkeit  des  Vorganges  erbellet 
aus  der  Vergleichung  der  Figuren  5.  und  3.  auf  Taf.  II. 

Der  genaben  Ausführung  dieser  Theilung»  itelche  itn  Allge* 
meinen  kdnem  Anstände  unterliegt»  treten  in  einzelnen  Fällen 
Schwierigkeiten  entgegen.  Bei  Winkeln  nämlich  nahe  an  180<^ 
treffen  die  Kanten  Ln  und  Cm  die  Schenkel  des  Winkels  in  sehr 
schiefer  Richtung»  es  wird  daher  die  Beurtheilung»  ob  die  Punkte 
A  und  B  in  diesen  Schenkeln  liegen»  und  die  Bestimmung  des 
Punktes  B  auf  NO  sehr  unsicher»  daher  das  Resultat  mit  einem 
bedeutenden  Fehler  behaftet  sein»  -=-  det  grosste  mit  Sicherheit 
zu  theilende  Winkel  dürfte  l40^  nicht  fibersteigen.  Ist  der  zu 
theilende  Winkel  sehr  spitz»  so  ist  das  Instrument  ebenfalls  nicht 
mit  Vortheil  anzuwenden»  denn  je  spitzer  der  Winkel  wird,  desto 
grosser  werden  dessen  Schenkel  und  der  Theil  CH  des  Instru- 
mentes (bei  gleicher  Sehne  Aß),  so  dass  diese  Stücke  bei  nur 
massig  kleinen  Winkeln  schon  Dimensionen  annehmen,  welche 
die  Grenzen  gewöhnlicher  Zeichenflächen  überschreiten»  wenn  nicht 
schon  ursprünglich  die  Sehne  AB  sehr  klein  gemacht  worden 
ist»  was  aber  wieder  bei  grösseren  Winkeln  der  Genauigkeit 
Eintrag  thun  würde.     Es  ist  aus  diesem  Grunde  der  Winkel  von 

Theil  XXXIV,  20  * 
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aO""  al*  der.  kleinste  aiii  tbeileitdc)  Winfcel  AnsDiiehnieB,  fii#  wel- 
oben  F*H  CBnz^AB  genOgf.  Ebenea  ist  e»  flBr  den  griiseten 
wM  theile»deo  Whik^l  roii  140^  binf eichend  ^  wenn  dae  Hyperbel- 
Stück  LE  no  lang  gemacht  wird^  dase  die  Entfenning  BE  =s  CB 
bt  Sind  Winkel  su  tbeilen,  wekhe  140^  fiberschreiten  oder  30* 
nicht  erreichen,  so  vollfuhrt  man  die  Tbeilang  an  dem  halben 
oder  doppelten  y  überhaupt  an  einem  ^  in  einfacher  Beziebang  za 
dem  gegebenen  stehenden  und  innerhalb  der  gegebenen  Grenzes 
liegenden  Winkel^  ^on  dem  sich  dann  leicht  die  Theilung  auf 
den  ursprunglichen  Winkel  übertragen  lässt. 


II. 

Das  Stück  des  Hyperbelastes,  welches  zur  Tbeilang  der  Win- 
kel benütiet  wird,  lässt  sich  annähernd  durch  einen  Kreisbogea 
ersetzen,  und  es  soll  hier  untersucht  werden,  inwiefern  dies  ge* 
stattet  sein  kann. 

Za  diesem  Ende  herzieht  man  die  für  den  Anfangspunkt  O 
giltige  Gleichung  der  Hsrperbel  3x* — 4-r-=^  auf  deren  Schei- 
tel A,'  und  man  erhält  als  neue  Gleichung: 

y^  =t3a:^  +  inx. (1) 

Nun  beschreibt  man  aus  dem  beliebig  in  der  Abscissenaxe  gewähl- 
ten Punkte  B  (Taf.  IL  Fig.  6.)  mit  dem  Halbmesser  BA  den  Kreis- 
bogen ACD^),  bezeichnet  das  Stück  AB  mit  /,  verbindet  ferner 
einen  beliebigen  Punkt  der  Hyperbel  E  mit  B  und  bezeichnet  die 
Gerade  EB  durch  ^. 

.  Es  ist  nun  der  Unterschied  zwischen  /|  und  /  zu  finden ,  wenn 
E  innerhalb  der  angedeuteten  Grenzen  liegt,  zu  welchem  Zwecke 
bemerkt  wird,  dass  für  den  ganzen  Lauf  dieser  Untersuebng 
nctr  der  halbe  Hyperbelast  von  A  aufwärts  in  Rechnung  gezogen, 
tnitfain  die  untere  Hälfte  desselben  und  der  andere  Ast  nieht  be- 
rücksichtigt wird. 

Es  ist  EB^  =  EF^  +  FB^  oder  ^«  =  (/-a:)«-fy«,  und  nach 
Gleichung  (1); 

t  /i*  =  P-2to  +  4ar«  +  4cia:, (2) 


.Jk_M^>«*M 


*)  Es  ttff  In  der  Fi^iir  sowohl  dieser  Bogen,  als  aneh  die  Hyperbel 
etwas  oiiüatärlkh  gezeichnet,  nm  ihren  Unterschied  deutlicher  berror- 
tretend  za  machen. 
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und  wenn  man  hier  4^'^4ad;-^3/!ir:3m  setxt: 

/i«=/»  +  fii. 

Es  wird  der  Unterschied  zwischen  /|  und  /  blos  von  m  abhSngeD, 
^so  dass  li  für  ein  pocHtiTe«  m  gr<$8ser  als  /,  fOr  ein  negatives  m 
kleiner  als  l  lat,  und  für  m=0  die  Geraden  /  und  /]  einander  gleich 
werden ;  in  diesem  letzteren  Falle  wird  der  Kreisbogen  die  Hyper- 
bel schneiden. 

m  wird  aber  positiv ,  wenn 

es  wird  negativ  y  wenn 

2a:<r— 2a, 
und  z=:0,  wenn 

2a;  =  /-2a, 

so  dass 

-2~ '• (3) 

Qie  Abscisse  des  Dlirchsehnitfspunktes  ist. 

Das  Zeichen  von  m  wird  fiar  jedes  a  dasiseibe  bleiben ,  wird 
«ich  aber  fflr .  verschiedene  Werthe  von  t  SnAem«  lif  ottmlieh 
/<2a,  z.B.  ^2a  — r,  so  wird  m  nie  negativ  werden  kcHmen^  denn 
es  kann  nicht  2d7<  — t,  sondern  nur  22r> — v,  daher 'm  positiv 
sein.  FOr  2= 2a  wird  >  m  .entweder  positiv  oder  =0^  aber  nie 
uegativ,  und  nur  fOr  />2a  können  alle  drei  Fälle  eintreten. 

Fasst  man  die  erhaltenen  Resultate  zusammen«  sA  sieht  man, 
dass  wenn  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  Bogens  vom 
Scheitel  der  Hyperbel  grösser  ist  als  2a,  so  wird  der  Bogen 
auirser  der  Hyperbel  bis  zu  ihrem  Durehsehnitfspuitkte  fortlaufen, 
sodann  aber  iniierhalb  derselben  bleiben. 

Wenn  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel  ^2a 
ist,  so  liegt  der  ganse  Kreis  im  Innern  der  Hyperbel. 

Hieraus  lässt  sich  leicht  scbliessen,  dass  im  ersten  Falle, 
wenn  nämlich  der  Bogen  mit  der  Hyperbel  zwei  Punkte  gemein 
hat,  die  grusste  Differenz  zwischen  ^  und  /  jedenfalls  kleiner 
ausfallen  wird,  als  im  zweiten  Falle,  da  der  Kreisbogen  nebe  der 
H3rperbel  bis  zum,  Durchschnitte  mit  derselben  fortläuft,  während 
er  sich  im  zweiten  Falle  sogleich  von  ihr  entfernt. 

Es  wird  aber  die  gross te  DiiFerenz  zwischen  ly  und  /  offen - 

»)• 


f 
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*bar  daöD  eintreten,  wenn  ^  ein  Minimum  wird;   um  nun  dieaes 
Minimum  zu  bestimmen ,  löst  man  die  Gleichung  (2)  nach  x  aof: 


Man  siebt,   dass  /j  unmöglich  kleiner  werden  kann  als 

"3^  + 4a/— 4a« 


V 


da  sonst  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ,  niitfain 
X  imaginär  werden  wGrde.  Bezeichnet  man  den  kleinstmögiicbeD 
Werth  von  4  mit  l^,   so  ist  v 

ij=iV'3/»  +  4a/-4^=iV^(3/— 2a)(/  +  2a). 
Fjir  diesen  Fall  wird  der  Ausdruck  in  (4)  unter  dem  Wurzelzei- 
chen =0  und  a:=: — j — =i.    — 5 — ,  d.  h.  die  Abscisse  desjcDi- 

gen  Punktes,  fOr  welchen  /|  ein  Minimum  wird,  ist  gleicfa  der 
halben  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  der  Hyperbel  mit  dem 
Kreisbogen.    [Vergl.  Gleich.  (3)  u.  (4).] 

Will  man  das  Hyperbelstück  AC  durch  einen  Kreisbogen  er- 
setzen, so  ist,  wenn  derselbe  durch  C  gehen  soll,  dessen  Radius 
^jB  =  2a  >|- 2i4(?,    die    grösste    Abweichung    von   der    Hyperbel 

=  /—  4  V  (3/— 2a)  (/  +  2a),  und  die  Abscisse  fiir  den  Punkt  der 
grössten  Abweichung  AFz=z\AG. ^ 

Da  es  für  sich  einleuchtend  ist,  dass,  je  grösser  /,  also  je 
grösser  das  Uyperbelstiick,  auch  die  Abweichung  des  so  gefno- 
denen  Kreisbogens  grösser  sein  wird,  so  wird  man  desto  annähern- 
der das  Hyperbelstück  ersetzen  können,  je  kleiner  dasselbe  Ut 
Nimmt  man  daa  Hyperbelstück,  welches  zur  Theilung  von  Win 
kein  bis  zu  180"  ausreicht,  so  erhält  man  die  Abweichung  =O.006.a* 
eine  Grösse,  welche  sehr  föhlbar  und  für  die  wirkliche  Ausfuh- 
rung zu  bedeutend  ist.  Dagegen  erhält  man  einen,  für  diesen 
Zweck  vollkommen  tauglichen  Bogen ^  wenn  man  als  Grenze  der 
zu  theilenden  Winkel  90**  annimmt. 

Es  wird  für  diesen  Fall: 
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wenn  JHzur  ist    Da  aber  r=zHJz=zaV^9  so  ist 

* 

a;=a(V2.8inl5«~.0.33)=0,0326M0.a, 


daher 


/  =2.0653840.0, 

i,=  iV:(3/-2a)(/  +  2a) 

=  |V4.]961ö20x  4.0653840 
=2.065115. a. 


mitbin 


l^i;^  =  0.000269.0. 

Da  die  Unterschiede  zwischen  /  und  ^  jedenfalls  kleiner  sind 
als  die  entsprechenden  Unterschiede  zwischen  den,  durch  den 
Kreisbogen  und  durch  die  Hyperbel  abgeschnittenen  Bögen,  so 
ist  der  grusste  Fehler,  den  man  begehen  kann,  0.0002.a. 

Nimmt  man  als  die,  im  gunstigsten  Falle  zu  erreichende 
•Strichdicke  0.001  Wr.  Zoll,  so  wirä  man  für  a=:4  Zoll,  d.  i.  die 
ganze  Sehne  =8  Zoll,  höchstens  um  die  Dicke  des  feinsten  Striches 
fehlen  können,  und  es  wird  dieser  Fehler  eintreten,  wenn  der  zu 
theilende  Winkel  85»  53'....  beträgt,  da  für  diesen  Fall  li  ein 
Minironm  wird. 

Die  folgende  Constrnction  ist  hierauf  gestützt. 

Sei  MON  (Taf.  IL  Fig.  7.)  der  zu  theilende  Winkel,  so  be- 
schreibt man  den  Bogen  MFN  mit  einem  beliebigen  Halbmesser, 
zieht  die  Sehne  ilfiV  und  macht  AN=z\]UN.  Theilt  man  nun 
j^MON  durch  die  Gerade  OP  in  zwei  gleiche  Theile,  macht 
CE=CN,  beschreibt  aus  E  den  Bogen  MBN  und  trägt 
cbord^^  =  i:iRf  auf,  so  ist  arc B2V^=  Jarc ilfiV;  da  ^ifEiV^=90« 
ist.  Ziehtman  nmBD\^MN,  trägt  DG  ==CiV=a  und  GH—GA 
auf,  so  wird  der  aus  H  beschriebene  Bogen  AB  den  Bogen  MN 
in  F  schneiden  und  dieser  Punkt  der  Theilungspunkt  sein. 

Ist  ein  stumpfer  Winkel  MOQ  zu  theilen,  so  theilt  man 
jlf02Vbet  Fund  trägt  chord  F/r  =  chord  JrL=:OiV^  auf,  so  wird 
arc  QL  =  \  arc  MQ  sein. 

Da  diese  Construction  f(ir  den  gewöhnlichen  Gebrauch  viel 
zu  umständlich  ist,  so  wird  man  statt  des  Halbmessers  AH  den 
Halbmesser  2a  nehmen  können  und  hiebei,  besonders  wenn  CN 
nicht  sehr  gross  und  ^MON  spitz  ist,  keinen  bedeutenden  Feh- 
ler begehen,  da  für  JfOiV=90%  1-^1^=0.00100  wird,  und  sich 
dieser  Fehler  desto  mehr  verringert,  je  kleiner  ^MON  ist. 
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XTIII, 

Beitrag  zur  Theorie  der  Tangeotep  an  die  krummen 

Idoien  der  zweiten  Ordnung. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  K.  Sieezkowäki 

an  der  UnlT«r«it6t  tu  Crar.au. 


Aus  sinem«  ausserhalb  eines  Kegelschnitts  gegebenem  Punkte 
eine  Tangeote  an  diesen  Kegelschnitt  zu  ziehen,  sind  zwar  etliche 
und  ganz  einfache  Methoden  bekannt,  doch  will  ich  hier  noch 
eine  nicht  minder  einfaehe  zeigen,  weide  wiewohl  schon  iSiigst, 
jedoch  nicht  allgemein  bekannt  sein  dürfte,  weil  ich  sie  bis  jetzt 
in  keiner  analytischen  Geometrie  angetroffen  habe ;  ich  erinnere  «ich 
nur,  dass  mein  seliger  Professor  Fratiz  Sapalski  in  der  descrip* 
tiven  Geometrie  uns  diese  Methode  fiSr  die  Ellipse  als  eine  eis- 
fache  und  praktische,  aber  ohne  Beweis  gezeigt  hat. 

Das  Wesen  dieser  Methode  beruht  auf  Folgendem*  Nianst 
rann  d«n  Kreis  als  Beispiel  vor,  desses  Mittelpunkt  S  (Tau  II. 
Fig.  8.).  Sei  ausserhaUb  dieses  Kreises  der  gegebese  Punkt  P, 
aus  welchem  wir  die  Tangente  ziehen  wollen.  Man  ziehe  ans 
diesem  gegeboneo  Punkte  P  wie  immer  drei  Sekanten,  welche 
die  Peripherie  des  Kreises  in  den  Punkten  A^  B,  C,  D,  B,  F 
schneiden  sollen.  Verbindet  man  kreuzweise  die  Durchschnftts- 
punkte  der  Sekanten  mit  der  Peripherie  mit  Geraden  BC,  AD^ 
BEf  CF,  so  schneiden  sich  diese  Geraden  in  zwei  PmUen  O 
und  O',  durch  welche  die  Gerade  gezogen  und  bis  an  die  Pen- 
pherie  verlängert,  uns  die  Berührungspunkte  T  und  P  der  swei 
aus  dem  Punkte  P  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  ansagen 
wird.  Dasselbe  gilt  auch  fSr  die  anderen  Kegelschnitte.*  Um  aber 
diese  Methode   zu  begrflnden,   muss  vorerst  beitiesen  werden. 
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dfwi4  die  Punkte  Ound  O'  sich  nrirklicb  auf  de^  ^le  BerjIbifuiggpttQkto 
▼erbindeDdea  Geraden  TT*  befiqdexi.  Dieses  bat  Tftcquiet  in  sei» 
ner  i^Synopßis  sectionum  conicarum»  Venetüs  AlDCCti^U}'' 
syotbetisph  bewiesen»  .  sieb  auf  den  iSatz  s^ütipend,  d^uss  bei 
jedem  Kegelscbnittf «  wenn  man  aus  einem  aqsserbalb  liegendem 
Punkte  eine  Seksnte  dieses  Ke|(elscbnitts  ^eht,  dieselbe  fs  zwei 
Punkten,  wo  sie  den  Kegelsebnitt»  und  im  dritten  Punkte»  wo 
sie  die  Gerade»  welche  die  Berührungspunkte  zweier  aus  dem- 
selben an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  verbindet»  schul- 
det» in  einer  harmonischen  Proportion  getheHt  wird.  Diese  zwei 
Sätze  habe  ich  In  keinem  der  jetzigen  Lehrbfieher  gefunden»  des* 
wegen  werde  ich  Ihre  Begründung  hier  folgen  lassen » .  Indem  ich 
mit  dem  zweiten  beginne. 

Far  den  Kreis  ist  dieser  Satz  äusserst  leicht  zu  heimreisen. 
Seien  nemlich  aus  dem  Punkte  P  (Taf.  IL  Fig.  &)  zwei  Tai>g^nten 
gezogen  und  die»  die  Berührungspunkte  verbindende (»er^de  7*7*»  so 
wie  die  Sekante  PB^  welche  die  Peripherie  des  Kreises  In  den 
Punkten  Ä  und  B  und  die  Gerade  TT  im  Punkte  C  schneidet 
Zu  beweisen  Ist»  dass 

PBiPA-BCiAC. 

f 

Dur^b  die  Punkte  A  und  J?  zieht  man  die  Geraden  FJ)  und  GE 
parallel  zu  TT' ,  bis  sie  sich  mit  der  Peripherie  i|nd  der  einen 
der  Tangenten  schneiden»  wie  hieV  in  F»  G  und  Dy  E.    Aus  einem 

bekannten  Satze  der  elementaren  Geometrie  hat  ncian  DT^^zFD.AD 

dnd  ET^=EG.EB;  zieht  man  noch  durch  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  die  Gerade  PQ,  weichte  die  Gerade  77*  und  folglich  auch 
die  Iht  parallelen  FA  und  GB  halbiren  wird»  so  ist 

QE:QD=QB:OA  oder  el»:QB«=;=  55«:03«, 

und  daraua: 

oder 

(QJS+ QÄ){QJB  -  QÄ) :  {(>Z>+ 0.<)  (OD- 0^)  =  g^:  SB«, 
oder»  da  QB^QG  und  OA=OF; 

BG.BE:DF,D4^QS^;ÜS^. 

Setzt  man  hier  die  obigen  Werthe  Ar  die  Rechtecke»  so  erhal- 
ten wir: 

e£«:Ö^?=S7*:2Jf«   oder  QE:OD=iET:DT. 
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Da  aber  QEiODzs: PEiPD,  so  ist  PE.PD=ETiDT^  d.  b. 

die  Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  P,  Dy  T,  E  in  einer  bar- 
monischen  Proportion  getfaeilt»  deswegen  ist  derselbe  Fall  mit 
der  Sekante  PB ,  dass  sie  in  den  Punkten  P,  Ay  C,  B  durch 
die  Parallelen  in  der  nemlichen  Proportion  getbeilt  wird,  d.  h.  es 
vTird  PBiPA^^BCiAC  seiUp  wie  behauptet  v^^urde. 

Um  diesen  Satz  fiir  andere  Kegelschnitte  zu  beweisen,  werde 
ich  nur  die  Ellipse  vornehmen;  ^lles  aber^  was  ich  fQr  diese  be* 
weisen  werde,  wird  für  die  zwei  anderen  Kegelschnitte«  d.  h.  Hyper- 
bel und  Parabel«  gelten.  Ich  nehme  die  allgeipeioe  Gleichuag 
der  Kegelschnitte  vor: 

I 

in  welcher  ich  o;  und  y  als  schfefwinlclicbte  Coordinaten  ansehe» 
deren  Anfangspunkt  Ö  ist  (Taf.  I|.  Fig.  I0.)>  und  setze  voraus» 
flass  diese  Gleichung  die  Ellipse  bedeutet. 

Ordne  ich  diese  Gleichung  nach  y,  so  wird 


y«  +  — ^y  + — -=o 


sein.     Wird  hier  ;fi^=zOP  gesetzt,  so  erhSIt  man  zwei  Wurzeln 
fOr  yy    nemlicb  PM  und  PN.     Da  aber  nach   der  Theorie  der 

Gleichungen  ~  das  Product  dieser  Wqrzeln  ist.  so  ist 

a 

Diese  Wurzeln  kOnnen  aber  entweder  beide  reell»  beide  imagioir 

oder  beide  gleich  sein,  je  nachdem  die  zwei  Wurzeln   der  Glei- 

e        f 

chung  o:^  -f-  -or  -f    =0  reell,  imaginär  oder  unter  einander  gleich 
c       c 

sind.  Lassen  wir  die  imaginären  Wurzeln  ausser  Acht.  Wird 
.  in  der  ursprunglichen  Gleichung  y=0  gesetzt«  so  erhalten  wir 
die  Abscissen  der  Pqnkte,  in  welchen  die  Ellipse  die  Abscissen- 
axe  schneidet,  d.  h.  wir  erhalten  OA  und  OB.  Für  diesen  Fall 
haben  wir ; 


oder 


c        c 


^  =c  -(a?—  OA)(x'-'OB), 
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Da  wir  aber  vorher  a  =  OP  gesetzt  haben ,   so  wird  auch : 
ca^  +  ex+f^  ^(OP—  OA)  (OP-^Oß)  =  ^.PA.Pß, 

d.  h.  nach  dem  Obigen  PM.PN^  -.PA.PB,  woraus  p^no  =-■ 

Aus  dieser  Gleichung  lesen  wir  die  Wahrheit,  dass  das  Verhält- 
niss  der  Rechtecke  PM.PN  und  PA.PB  fOr  jeden  Kegelschnitt 
coustaut  ist.    Setzt  man  also  orsOP',  so  werden  wir  auf  dem 

nemlichen   Wege     ly  j  piß  =  J  """  folglich 

PN.PM       P'N'.P'M' 


PB.PA"^    P'B.PA 

erhalten»  d.  h.  zwei  Sekanten  aus  dem  nemlichen  Punkte  P  ge- 
zogen geben  dasselbe  Verhältniss  der  Rechtecke  aus  den  ganzen 
Sekanten  in  ihre  Theile  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wie  zwei 
andere  den  ersten  parallele  Sekanten  aus  einem  anderen  Punkte 
an  denselben  Kegelschnitt  gezogen. 

Nehmen  wir  jetzt  die.  Abscissenaxe  (yX'  zur  Tangente  an, 

oder,    was  dasselbe  ist,  setzen  wir  voraus,  dass  zwei  Wurzeln 

e       f 
der  Gleichung  ^^ -|- -ar-(-^  =  0  unter  einander  gleich  sind,    so 

c        c 

kommen  die  Punkte  A  und  B  in  einen  Punkt  D  zusammen,  d.h. 
es  wird  PB^PA—QD,  so  wie  P'B^P'A  —  QfD\  deswegen 
erhalten  wir  aus  dem  nemlichen  Grunde; 

QN.QMQ'IS'.Q'M'     ,        QN.QM  _QD^ 

d.  h»  wenn  man  aus  zwei  verschiedenen  Punkten  ausserhalb  eines 
Kegelschnitts  zwei  parallele  Sekanten  und  Tangenten  an  den 
nemlichen  Kegelschnitt  zieht,  so  verhalten  sich  die  Rechtecke  aus 
den  Sekanten  in  ihre  Theile  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wie 
die  Quadrate  der  Tangenten. 

Auf  diese  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  gestutzt,  können  wir 
jetzt  beweisen,  dass  die  Sekante  PB  eines  Kegelschnitts,  gezo- 
gen aus  dem  Punkte  P,  wo  die  beiden  Tangenten  zusammen- 
kommen, in  den  Punkten  A,  B,  wo  sie  den  Kegelschnitt,  und 
im  Punkte  C,  wo  sie  die,  die  Beröhrungspunkte  der  zwei  aus 
demselben  Punkte  P  gezogenen  Tangenten  verbindende  Gerade 
schneidet,  in  einer  harmonischen  Proportion  getheilt  wird.  Wir 
wollen  nemlich  beweisen,  dass 
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PBxPAssBCiAC 

t 

iHt  (Taf.  U.  Fig.  11.).  In  dieser  Absicht  ^ieht  roao  4urcb  P  oud 
den  Mittelpunkt  der  ENip«e  die  Gerade  PQ,  und  dann  darch  die 
Punkte  A  und  B,  wo  die  Sekante  die  Ellipse  schneidet^  Paral- 
letliniep  zu  TT' ,  bis  sie  sieh  mit  ipf  EUipse  UQcimuU^  nod  lait 
der  Tangente  PT  in  den  Punkten  F,  G,  />>  E  schneiden. 

Ich  halte  m  nicht  filr  nothig,  tu  beweisen,  dass  die  Gerade 
'  PQ  die  TT'  im  Punkte  I,  also  auch  4je  ihr  parallelen  Sehnen  AF 
und  BG  in  den  Punkten  O  und  Q  halbirt.    Wenn  ich  also  die- 
ses  voraussetze,  so  ist  nach  deoi  Vofhef gehenden : 


DF.DAxEG.EB=:DT^iBT*. 

Im  Dreiecke  QPE  haben  wir: 

QEi  OD  ^  PQ:PO;=  QB:  OA, 

d.  b. 


QE^^QB^^OIPiOJß, 


woraus 


oder 

(QE  +  QB)(QE-QB):(OD  +  OA)(OD'^  OA)  =  QP:  UÜ^. 
Da  aber  QBzsQG  und  OA=OF,  so  is(t 

EG.ßE:DF.DA=:Q&;Ol^. 

Setzen  wir  hier  f3r  das  Verhältniss  der  Rechtecke  das  obige  ihm 
gleiche  der  Quadrate,  so  erhalten  wir: 

QE»iÖ&=:Ef^:DT^  oder   QE:QD  =  ET:DT. 

Aber  QE;OD=:sPE.PJD,  folglieb  PEiPD^ETiDT,  d.h.  die 
Tangente  PE  iBi  in  den  Punkten  P,  D.  T,  E  Ä9  einer  harw»- 
nischen  Proportion  getheilt,  deswegen  wird  aiie|i  die  Selcaoto  PB 
durch  die  Parallellinien  in  den  Punkten  P,  A,  C,  B  in  einer  har- 
monisc!hen  Proportion  getfaetit»  nemlieh  es  wird 

PBiPA:^BCiAC 

sein,  was  zu  beweisen  war. 

Das  heUtß,  wan  uns  ««  bfgr4kiden  bleibt«  die  auf  der  imten 
Figur  ßlr  einen  Kreis  gezeigte  Methode »  mitteM  dreier  Sefaütrii 
die  Tangente  eines  Kegelschnittes  zu  «ieben,  zu  rechtfertigen»  ist 
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der  Beweis^  dass  die  Geraden  AD,  BC  (Taf.ll.  Fig.  12.)  sich  auf 
der  die  Berfibrungspunicte  verbindenden  (Geraden  TT  schneiden. 
Diesen  Beweis  werde  ich  fast  mit  Tacquets  Worten  fuhren.. 

Es  seien  PT  und  PT'  zwei  aus  dem  Punkte  P  an  eine  Ellipse 
gesogene  Tangenten  und  TT'  die,  die  Berührungspunkte  verbin- 
dende Gerade^;  dann  seien  PB  und  PD  die  zwei  aus  demselben 
Punkte  gezogenen  Sekanten,  welche  die  Ellipse  in  den  Punkten  A,  B, 
C,  D  und  die  Gerade  TT  in  E  und  F  schneiden.   Die  Gerade  AD 
schneide  die  Linie  TT  im  Punkte  O;  d^irch  Pund  O  ziehen  wir  wieder 
eine  Gerade,  und  durch  die  Punkte  B  und  CParallellinien  zu  AD, 
bis  sie  sich  mit  der  TP  nnd  der  verlängerten  PO  in  den  Punk- 
ten H,  K  und  G^  I  schneiden;   zpletzt  ziehen  wir  J?0  und  CQ. 
In  dem  Dreiecke  Z>OR  haben  wir  DO:CI=PD:PC.    Da  aber 
nach    dem    Vorhergehenden    PD:PCz=:DF:CF,    so    ist    auch 
DO:CI  =  DF:CF.    Die  Dreiecke  DOF  und  FCC  sind  ähnlich, 
deswegen  DF:CFz=:DO:GC,   folglich  DO:CI=DOiGC,  also 
C/=  GC.     Ebenso  hat  man  im  Dreiecke  BPK  die   Proportion 
BK'.AO  =  PßiPA.    Da  aber  PBiPA  =  BE:AE,   so  ist  auch 
BK'.AO  =  BExAE.    Die  Dreiecke  BEH  und  AEO  sind  wieder 
ähnlich,  also  BE:AE  =  BH:AO\  folglich  BK:AO=z  BHiAO, 
woraus  BK^BH.    Endlich  sind  die  Dreiecke  BOK  mid  lOG 
ähnlich,  haben  überdies  die  Seiten  BKutkü  Cr/ parallel,  die  sw/bI 
anderen   Seiten  des  einen   sind  Verlängerungen  der  Seiten   des 
anderen  Dreiecks;    wenn  also  die  Gerade  BO  die  eine  der  paral- 
lelen Seiten  HK  in  B  balbirt,  so  muss  sie  verlängert  die  andere, 
d.  |i.  Gl,  auch  halbiren,  oder  sie  muss  auf  den  Punkt  C  treffen; 
mit  anderen  Worten,  die  drei  Punkte  B,  O,  C  müssen  in  einer 
und  derselben  Geraden  liegen. 

Auf  diese  Art  haben  wir  bewiesen,  dass  die  Geraden'  AD, 
BC  sich  auf  der  Geraden  TT'  durchschneiden.  Da  man  aber 
keine  besondere  Lage  für  die  ;Bwei  Sekanten  angenommen  tiat, 
*so  gilt  der  Satz  fOr  je  zwei  aus  dem  nemlichen  Punkte  P  ge- 
sogene. Zieht  man  also  dr^  solche  Sekanten^  so  werden  «vir 
zwei  Durchscbnittspunkte  erhalten,  welche  uns  die  Richtung  der 
Geraden  77*  und  dseiie  Gerade  4Ke  Berfihning»p«nfcte  T  und  T 
besfimmeii  werden. 


306  S$€C%kow9ki:    BeUraff  %ur  Theorie 

PBxPAvs^BCxAC 

iHt  (TaCII.  Flg.  11.).  In  diet^er  Absicht  ^leht  man  dorcb  P  uud 
den  Mutelpunkt  der  BHip«e  die  Gerade  PQ,  und  dann  durch  die 
Punkte  A  und  B^  wo  die  Sekante  die  Ellipse  schneidet^  Paral- 
lefliiiiep  zu  TT'  ^  his  $te  sieh  mit  d#r  ElUpse  uopimato  und  »it 
der  Tangente  PT  in  d^n  Punkten  F,  Cr,  />»  £  schoeiden. 

Ich  halte  ^  nicht  fflr  nOthig,  tVL  beweisen,  dass  die  Gerade 
'  PQ  die  TT  im  Punkte  /,  also  auch  4je  ihr  parallelen  Sehnen  Af 
und  BG  in  den  Punkten  O  uud  Q  halbirt.    Wenn  ich  also  die- 
ses  voraussetze,  so  ist  nach  dem  Vocherg<shenden : 

DF.DAiEG.EBsijDf^iEf^. 
Im  Dreiecke  QPE  haben  wir; 

QE:  OD  s:  PQiPO—  QB:  OA, 


a.  h. 


woraus 


QE^tQB^^OD^iOA^, 


Q&^^S^:QE^:=^Ö&^Ol^:ÜI!^ 

oder 

(QE  +  QB)iQE^QB):(OD+OA)(OD'-OA)=:QE*.UI)l'. 
Da  aber  QBzsQG  und  OA  =  OF,  so  i^ 

EG.BEiDF.DA  =  §&:  OB«. 

Setzen  wir  hier  ßir  das  Verhältniss  der  Rechtecke  das  obige  ihm 
gleiche  der  Quadrate,  so  erhalten  wir: 

.      QE^iO&  =  WniDT^  oder   QE:QD=i  ETiDT. 

Aber  QEiOD^PE.PD,  foiglicb  PEiPD^ETiDT,  iLb.  die 
Tangente  PE  Ut  in  den  Punkten  P,  D,  T,  E  l»  einer  harmo- 
nischen Proportion  getheilt,  deswegen  wird  apeji  die  Sefcwte  PB 
durch  die  Parallellinlen  in  den  Punkten  P,  A,  C,  B  in  einer  iiar- 
monisdien  Proportion  getfaeilt,  nemßeh  es  wird 

PBtPA^BCiAC 

sein,  was  zu  beweisen  war. 

Pss  Letzte»  «^«H  ui»s  ««  bfgrjtaden  bleibt«  die  Aof  (tor  wsten 
Figur  ßir  einen  Kreis  gezeigte  Methode  i  nnittelet  dreier  Sefamiea 
die  Tangente  eines  Kegelschnittes  zn  hieben»  zu  rechtfertigen»  ist 


der  Tmgenten  uh  die  krummen  Unit»  der  t^eUen  Ordnung.  SfjfJ  > 

der  Beweis,  dass  die  Geraden  AD,  BC  (Taf.ll.  Fig.  12.)  eich  auf 
der  die  Berfibrungspunkte  verbindenden  (Seraden  TT  scbneiden. 
Diesen  Beweis  werde  icb  fast  mit  Tacqaets  Worten  Tübren. . 

Es  seien  PT  und  PT'  zwei  aus  dem  Punkte  P  an  eine  Ellipse 
gesogene  Tangenten  und  TT'  die^  die  Berübrungspunkte  verbin- 
dende Gerade^;  dann  seien  PB  und  PD  die  swei  aus  demselben 
Punkte  gezogenen  Sekanten,  welcbe  die  Ellipse  in  den  Punkten  A,  B, 
C,  D  und  die  Gerade  TP  in  E  und  F  schneiden.   Die  Gerade  AD 
schneide  die  Linie  77' im  Punkte  O;  durch  Pund  O  ziehen  wir  wieder 
eine  Gerade,  und  durch  die  Punkte  B  und  CParallellinien  zu  AD, 
bis  sie  sich  mit  der  TT  und  der  verlängerten  PO  in  den  Punk- 
ten JO,  K  und  G,  l  schneiden;   zpletzt  ziehen  wir  iBO  und  CQ. 
In  dem  Dreiecke  Z>OR  haben  wir  DO:CI=:PD:PC.    Da  aber 
nach    dem    Vorhergehenden    PD:PC=zDF:CF,    so    tst    auch 
DO:CI=DF:CF.    Die  Dreiecke  DOF  und  FCC  sind  ähnlich, 
deswegen  DF:CF=:DO:GC,   folglich  DOiCI=DOiGCy  also 
CI=  GC.     Ebenso  hat  man  im  Dreiecke  BPK  die   Proportion 
BK:AO=:PB:PA.    Da  aber  PB:PA  =  BE:AE,   so  ist  auch 
BKiAO  =  BEiAE.    Die  Dreiecke  BEB  und  AEO  sind  wieder 
ähnlich,  also  BE:AE  =  BHiAO\  folglich  BKiAO^BHiAO, 
woraus  BK^BH.    Endlich  sind  die  Dreiecke  BOK  imd  lOG 
ähnlich,  haben  überdies  die  Seiten  HKmad  6/ parallel,  die  «wei 
anderen  Seiten  des  einen  sind  Verlängerungen  der  Seiten   des 
anderen  Dreiecks;    wenn  also  die  Gerade  BO  die  eine  der  paral- 
lelen Seiten  HK  in  B  halbirt,  so  muss  sie  verlängert  die  andere, 
d.  )i.  Gl,  auch  halbiren,  oder  sie  muss  uif  den  Punkt  Cireffen; 
mit  anderen  Worten,  die  drei  Punkte  B,  O^  C  mfissen  in  einer 
und  derselben  Geraden  liegen. 

Auf  diese  Art  haben  wir  bewiesen,  dass  die  Geraden'  AD, 
BC  sich  auf  der  Geraden  TT*  durchschneiden.  Da  man  aber 
keine  besondere  Lage  für  die  ^wei  Sekanten  an|;enomnien  tiotf 
so  gilt  der  Satz  für  je  zwei  aus  dem  nemlichen  Punkte  P  ge- 
zogene. Zieht  man  also  drei  solche  Sekanten^  so  werden  #vir 
zwei  Durchschnittspunkte  erhalten,  welche  uns  die  Richtung  der 
Geraden  TP  und  iKe/^e  Gerade  iKe  BerOhrangspvnkte  T  und  T 
beefimmeii  werd«». 


mmm 


3Q(  SUc%kow9ki:    BeUrag  %ur  Thewie 

PB\PAus;BCiAC 

\Hi  (Taf.  1|.  Flg.  1].).  In  dieser  Absicht  ^ieht  man  «lurcb  P  und 
den  Mittelpunkt  der  Ellipse  die  Gerade  PQ,  und  dann  durch  die 
Punkte  A  und  B^  wo  die  Sekante  die  Ellipae  schneidet^  Paral- 
Idlioiep  zu  TT'  t  his  «ie  4eh  mit  d^r  EUipae  uoelmial^  und  mi 
der  Tangente  PT  in  d^n  Puiikten  F,  G,  D,  E  acbneiden. 

Ich  halte  ßß  nicht  für  nothig,  t\k  beweisen »  dass  die  Gerade 
'  PQ  die  TT  im  Punkte  /,  also  auch  die  ihr  parallelen  Sehnen  AF 
und  BG  in  den  Punkten  Ü  und  Q  halbirt    Wenn  ich  also  die- 
ses  voraussetze,  so  ist  nach  dem  Voiliergeheiiden : 

DF.DAxEG.EB=DT^iEf^, 

Im  Dreiecke  QPE  haben  wir: 

QEi  OD  ^  PQ:PO;=  QB:  OA, 

d.  b. 


QE^iQB^zxiOD^.OA^, 


woraus 


oder 

(QE  +  QB){QE-'QB):(OD+OA)(OD'^OA)=:QP.ÜI)i'. 
Da  aber  QBzsQG  und  OA=OF,  so  i^ 

EG.ßE:DF.DA==Q&:0&^. 

Setzen  wir  Mer  för  das  Verhältniss  der  Rechtecke  das  obige  ihm 
gleiche  der  Quadrate,  so  erhalten  wir: 

QE»:0D^=:ET^:DT*  oder   QE:QD==  ETiDT. 

Aber  QEiOD^PE.PP,  folglicb  PEiPD^ET.DT,  4Lh.  «e 
Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  P,  D,  T,  E  l^  einer  harmo- 
nischen Proportion  getheilt,  deswegen  wird  a^eli  die  Sekioite  PB 
durch  die  Parallellinien  in  den  Punkten  P^  A,  C»  B  in  einer  liar- 
moniscfhen  Proportion  getfaeilt,  nemßeh  es  wird 

PßiPA^BCiAC 

sein,  was  zu  beweisen  war. 

Das  Letat«»  ^9m  u«s  ««  bfgrteden  bleibt^  die  «nf  der  f»wten 
Figur  ffir  einen  Kreis  gezeigte  Methodoi  mitfeelet  dreier  SWhwilfn 
die  Tangente  eines  Kegelschnittes  zu  «leben»  zu  rechtfertigen,  ist 


der  Tangenten  ßn  die  krummen  Unfern  der  treuen  Ordnung.  307  ^ 

der  Beweis,  dass  die  Geraden  AD,  BC  (Taf.II.  Fig.  12.)  sich  auf 
der  die  BerfihruDgspunkte  verbindenden  (Beradeu  TT  schneiden. 
Diesen  Beweis  werde  ich  fast  mit  Tacqaets  Worten  fuhren.. 

Es  seien  PT  und  PT'  zwei  aus  dem  Punkte  P  an  eine  Ellipse 
gezogene  Tangenten  und  TT'  die^  die  Berührungspunkte  TerbiD- 
dende  Gerade^,  dann  seien  PB  und  PD  die  zwei  aus  demselben 
Punkte  gezogenen  Sekanten»  welche  die  Ellipse  in  den  Punkten  A,  B, 
C,  D  und  die  Gerade  TT*  in  E  und  F  schneiden.   Die  Gerade  AD 
schneide  die  Linie  77"  im  Punkte  O;  d^irch  Puni  O  ziehen  wir  wieder 
eine  Gerade,  und  durch  die  Punkte  B  und  C  Parallellinien  zu  AD, 
bis  sie  sich  mit  der  TT  und  der  verlängerten  PO  in  den  Punk- 
ten Bf  K  und  G,  I  schneiden;   zpletzt  ziehen  wir  BO^\k^  CO, 
In  dem  Dreiecke  Z>OR haben  wir  DO:Cl=:PDiPC.    Da  aber 
nach    dem    Vorhergehenden    PD:PC:=iDF:CF,    so    Ist    auch 
DO:CI  =  DF:CF.    Die  Dreiecke  DOF  und  FCC  sind  ähnlich, 
deswegen  DFiCF=DO:GC,   folglich  DO:CI=DO:GC,  also 
Cl=  GC.     Ebenso  hat  man  im  Dreiecke  BPK  die   Proportion 
BK:AO  =  PB:PA.    Da  aber  PB i PA ^BEiAE,   so  ist  auch 
BK:AO  =  B£iAE.    Die  Dreiecke  BEB  und  AEO  sind  wieder 
ähnlich,  also  BE:AE  =  BB:AO\  folglich  BK:AO=zBH:AOy 
woraus  BK^BH.    Endlich  sind  die  Dreiecke  BOK  imd  lOG 
ähnlich»  haben  liberdies  die  Seiten  BK  j^nd  6/ parallel»  die  «w/rf 
anderen   Seiten  des  einen  sind  Verlängerungen  der  Seiten   des 
anderen  Dreiecks;    wenn  also  die  Gerade  ßO  die  eine  der  paral- 
lelen Seiten  HK  in  B  halbirt,  so  muss  sie  verlängert  die  andere» 
d.  )i.  Gl,  auch  halbiren,  oder  sie  muss  imf  den  Punkt  Cireffen; 
mit  anderen  Worten»  die  drei  Punkte  B,  O,  C  miiaseB  in  einer 
und  derselben  Geraden  liegen. 

Auf  diese  Art  haben  wir  bewiesen»  dass  die  Geraden'  AD, 
BC  sich  auf  der  Geraden  TT'  durchschneiden.  Da  man  aber 
keine  besondere  Lage  für  die  ^wei  Sekanten  an|^enoinmen  bot» 
so  gilt  der  Satz  für  je  zwei  aus  dem  nemlichen  Punkte  P  ge- 
zogene. Zieht  man  also  dr^  solche  Sekanten^  so  werden  «vir 
zwei  Durchschnittspunkte  erhalten»  welche  uns  die  Richtung  der 
Geraden  TT  und  diei^e  Gerade  die  Berfihrangspmkte  T  und  T 
beettmmefi  werd«». 


ÜPWP»»*«'*— — 


äQS  Siec%kow$ki:    Beiirag  %ur  Tkearie 

PBiPAvzBCiAC 

wt  (Taf.  I|.  Fig.  1].).  In  dieser  Absicht  ;Kieht  man  tlitrcb  P  und 
den  Mittelpunkt  der  ENip6e  die  Gerade  PQ,  und  dann  durcb  die 
Punkte  A  und  B,  wo  die  Sekante  die  Ellipse  schneidet^  Paral- 
letlioieo  zu  TT' ,  bis  sie  sieh  mit  iß?  Ellipse  uoishiMl^  «md  »U 
der  Tangente  PT  in  den  Pujikt^n  F,  G,  />,  E  schneiden. 

Ich  halte  ßß  nicht  ffir  nuthig,  tu  beweisen,  dass  die  Gerade 
*  PQ  die  TT*  im  Punkte  I,  also  auch  i^e  ihr  parallelen  Sehnen  AF 
und  BG  in  den  Punkten  O  und  Q  halbirt    Wenn  ich  also  die- 
ses  voraussetze,  so  ist  nach  dem  Voilierg^henden : 

DF.DAiEQ.EB^iDf^iSf*. 

Im  Dreiecke  QPE  haben  wir: 

QEi  OD  ^  PQ.PO^  QB:  OA, 

d.  b. 


QE^^QB^^OD^tOA^, 


woraus 


oder  . 

(©£  +  QB) (QE -  OÄ) :(Ofl  +  O^)  (OD- OJ)  =  Qfi«:  ÖZ>«. 
Da  aber  QBzsQG  und  OA:=zOF,  so  i^t 

EG.BEiDF.DA^Q&iOS^. 

Setzen  wir  hier  ßir  das  VerhSltniss  der  Rechtecke  das  obige  ihm 
gleiche  der  Quadrate,  so  erhalten  wir: 

QE»:Ö&  =  ET*:Df^  oder   QEiQD^ETiDT. 

Aber  QEiOD^PEiPJO,  folglich  PE:PD=zET:DT,  d.h.  «e 
Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  P,  D,  T,  E  iM  einer  hariw- 
niscben  Proportion  getheilt,  deswegen  wird  aiieh  die  Sekante  PB 
durch  die  Parallellinien  in  den  Punkten  P,  A,  C»  B  In  einer  har- 
monisdien  Proportion  getheHt,  nemücb  es  wird 

Pß^P4^BC:AC 

sein,  was  zu  beweisen  war. 

Das  Lotste»  wim  uns  9«  begi^toden  bleibt^  die  auf  dier  ^rjtten 
Figur  ßbr  einen  Kreis  gezeigte  Netbodei  0iitl»let  dreier  SefaüMka 
die  Tangente  eines  Kegelschnittes  zu  ziehen,  zu  rechtfertigen*  ist 
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der  Beweis,  dass  die  Geraden  AD,  BC  (Taf.ll.  Fig.  12.)  sich  auf 
der  die  Berfihrungspunkte  verbindenden  (Geraden  TV  schneiden. 
Diesen  Beweis  werde  ich  fast  mit  Tacqaets  Worten  führen.. 

Es  seien  PT  und  PT'  zwei  aus  dem  Punkte  P  an  eine  Ellipse 
gesogene  Tangenten  und  TT'  die,  die  BerOhrungspunkte  yerbin- 
dende  Gerade^  dann  seien  PB  und  PD  die  zwei  aus  demselben 
Punkte  gezogenen  Sekanten»  welche  die  Ellipse  in  den  Punkten  A,  B, 
C,  D  und  die  Gerade  TT  in  £  und  F  schneiden.   Die  Gerade  AD 
schneide  die  Linie  TT*  im  Punkte  O;  durch  /^und  O  ziehen  wir  wieder 
eine  Gerade,  und  durch  die  Punkte  B  und  C Parallellinien  zu  AD, 
bis  sie  sich  mit  der  TV  und  der  verlängerten  PO  in  den  Punk- 
ten Hy  K  und  €r,  /  schneiden;   zuletzt  ziehen  wir  jBO  und  CQ, 
In  dem  Dreiecke  ^OR  haben  wir  DO'.CI=PD:PC.    Da  aber 
nach    dem    Vorhergebenden    PD:PC=zDF:CF,    so    ist    auch 
DOiCl=DF\CF.    Die  Dreiecke  DOF  und  FCC  sind  ähnlich, 
deswegen  DFiCF=DO.GC,   folglich  DO:CI=DO:GC,  also 
CI=GC.     Ebenso  hat  man  im  Dreiecke  BPK  die   Proportion 
BK:AO  =  PB:PA.    Da  aber  PBxPA^  BE :  AB,   so  ist  auch 
BKiAOzizBEiAE.    Die  Dreiecke  BEB  und  AEO  sind  wieder 
ähnlich,  also  BE'.AE  =  BHiAO\  folglich  BKiAO^BHiAO, 
woraus  BK^BH.    Endlich  sind  die  Dreiecke  BOK  und  lOG 
ähnlich,  haben  überdies  die  Seiten  BK  ^ni  Cr/ parallel»  die  sw^bI 
anderen  Seiten  des  einen   sind  Verlängerungen   der  Seiten   des 
anderen  Dreiecks;    wenn  also  die  Gerade  BO  die  eine  der  paral- 
lelen Seiten  HK  in  B  halbirt,  so  muss  sie  verlängert  die  andere, 
d.  )i.  67,  auch  halbiren,  oder  sie  muss  uif  den  Punkt  Cireffen; 
mit  anderen  Worten,  die  drei  Punkte  i?,  O^  C  müssen  in  einer 
und  derselben  Geraden  liegen. 

Auf  diese  Art  haben  wir  bewiesen,  dass  die  Geraden'  AD, 
BC  sich  auf  der  Geraden  TT'  durchschneiden.  Da  man  aber 
keine  besondere  Lage  für  die  zwei  Sekanten  angenommen  tiol, 
iso  gilt  der  Satz  für  je  zwei  aus  dem  nemlichen  Punkte  P  ge- 
sogene. Zieht  man  i^lso  dr^  solche  Sekenten,  so  werden  iwir 
zwei  Durchschnittspunkte  erhalten,  welche  uns  die  Richtung  der 
Geraden  TP  und  diei^e  Getwie  «e  BerOhrangep«iifcte  T  und  V 
besfimmeii  weriam. 


mmm 


3Q(  SieczkowsMi:    BeUrag  %ur  ThearU 

> 

PBxPAveiBCiAC 

\»i  (Taf.  1|.  Flg.  II.).  In  dieiter  Absicht  ^xehi  man  ilnrch  P  uud 
den  Mittelpunkt  der  EHip«e  die  Gerade  PQ,  und  dann  durch  die 
Punkte  A  und  B,  wo  die  Sekante  die  Ellipse  schneidet^  Paral- 
lelliiiieii  zu  TT' »  bis  eie  «leli  mit  d^r  jEllipae  uopiinal^  nad  mit 
der  Tangente  PT  in  d^n  Pupkt^n  F^  G,  />>  E  scboeideB. 

leb  balte  j^  nicht  rOr  nuthig,  Zjn  beweisen»  dass  die  Gerade 
'  PQ  die  Tr  im  Punkte  I,  also  auch  4;e  ihr  parallelen  Sehnen  AF 
und  BG  in  den  Punkten  O  und  Q  halbirt.    Wenn  ich  also  die- 
SM  voraueeetze,  so  ist  nach  deoi  Vocbergehenden : 

DF.DAxE€.EB=:fff*tBf'. 

Im  Dreiecke  QPE  haben  wir: 

QE:  OD  ^  PQ'.PO^  QB:  OA, 
A.h. 


QE*iQB*^  OD^tOA*, 


woraus 


$E»~«?B«:<?JS«=  OB«— 53«:  Ö2^ 

oder 

(QE  +  QB)(QE-QB):(ODi-OA)(OD—OA)  =  QE':UZf. 
Da  aber  QBzsQG  und  OA=OF,  so  i^ 

EG.ßE:DF.DA=:Q&:OS(^. 

Setzen  wir  hier  ffir  das  VerhäJtniss  der  Rechtecke  das  obige  ihm 
gleiche  der  Quadrate,  so  erhalten  wir: 


eJ5*:0/)*  =  £T*:/>3r»  oder   QEiQD^ETiDT. 

Aber  QE;OD=:PEiPD,  foiglicb  PE:PDz=:ET:DT,  d.fa.  4ie 
Tangente  PE  ist  in  den  Punkten  P,  D,  T,  E  i»  einer  harmo- 
nischen  Proportion  getheilt,  deswegen  wird  aneb  die  Sekimte  PB 
durch  die  Parallellinien  in  den  Punkten  P,  A,  C^  B  In  einer  har- 
monisdheB  Proportion  gethetit»  nemlich  es  wkd 

PBiPA^BCiAC 

sein»  was  zu  beweisen  war. 

Das  Letzte*  ^»ß  uns  w  bfgrfladen  bleibt«  die  wf  der  Msten 
Figur  Ur  einen  Kreis  gezeigte  Methode»  mittetet  dreier  iSdhjfftrn 
die  Tangente  eines  Kegelschnittes  zu  iiieben»  zu  rechtfertigen»  i^ 


der  Timgenten  oh  äfe  knmmen  Unfern  der  ^»Hien  Ordnung.  fXfl  > 

der  Beweis,  dass  die  Geraden  ÄD,  BC  (Taf.IL  Fig.  12.)  sich  auf 
der  die  Berfibrungspunkte  verbindeodeo  Geraden  TT'  sebneiden. 
Diesen  Beweis  werde  ich  fast  mit  Tacqaets  Worten  fübren. . 

Es  seien  PT  und  PT'  zwei  aus  dem  Punkte  P  an  eine  Ellipse 
gezogene  Tangenten  und  TT'  die^  die  Berübrungspunkte  verbin- 
dende Gerade^  dann  seien  PB  und  PD  die  zwei  aus  demselben 
Punkte  gezogenen  Sekanten,  welcbe  die  Ellipse  in  den  Punkten  A,  B, 
Cy  D  und  die  Gerade  TT  in  E  und  F  sebneiden.   Die  Gerade  AD 
schneide  die  Linie  TT*  im  Punkte  O;  «Uircb  /^und  O  ziehen  wir  wieder 
eine  Gerade,  und  durch  die  Punkte  B  und  C  Parallellinien  zu  ADy 
bis  sie  sieb  mit  der  TV  und  der  verlängerten  PO  in  den  .Punk- 
ten Hi  K  und  Gi  I  schneiden;   zpletzt  ziehen  wir  JBO  und  CQ. 
In  dem  Dreiecke  />0R  haben  wir  DO:CI=PDiPC.    Da  aber 
nach    dem    Vorhergebenden    PDiPC=zDF:CF,    so    ist    auch 
DO:CI  =  DF:CF.    Die  Dreiecke  DOF  und  FGCsind  ähnlich» 
deswegen  DFiCF=DO.GC,   folglich  DO:CI=DOiGC,  also 
C/=  GC.     Ebenso   hat  man  im  Dreiecke  BPK  die   Proportion 
BK:AO=:PB:PA.    Dtt  aber  PB:PA=:BE;AE,   so  ist  auch 
BKiAO  =  BE%AE.    Die  Dreiecke  BEB  und  AEO  sind  wieder 
ähnlich,  also  BEiAE  =  BHzAO,  folglich  BK:AO=z  BHiAO, 
woraus  BKi=iBH.    endlich  sind  die  Dreiecke  BOK  und  iOG 
ähnlicht  haben  überdies  die  Seiten  HKMni  6/ parallel»  die  «wüi 
anderen   Seiten  des  einen  sind  Verlängerungen  der  Seiten   des 
anderen  Dreiecks;    wenn  also  di«  Gerade  BO  die  eine  der  paral- 
lelen Seiten  NK  in  B  halbirt,  so  muss  sie  verlängert  die  andere, 
d.\k.  Gi,  auch  halbiren,  oder  sie  muss  auf  den  Punkt  Clreffen; 
mit  anderen  Worten,  die  drei  Punkte  B,  O,  C  luflssen  in  einer 
und  derselben  Geraden  liegen. 

Auf  diese  Art  haben  wir  bewiesen,  dass  die  Geraden'  AD, 
BC  sich  auf  der  Geraden  TT'  durchschneiden.  Da  man  aber 
keine  besondere  Lage  für  die  ?Bwei  Sekanten  angenommen  liat, 
'so  gilt  der  Satz  fSr  je  zwei  aus  dem  nemlichen  Punkte  P  ge- 
sogene. Zieht  man  iilso  drei  solche  Sekanten^  so  werden  «vir 
zwei  Durchschnittspunkte  erhalten,  welche  uns  die  Richtung  der 
Geraden  TP  and  die^e  Gerade  iKe  Berabmngspvnkte  T  und  T 
besfimme«  werdra. 
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Bökteu:    Otter  elUpUtche  Coordtnatm». 


Ueber  elliptische  Coordinaten. 

(Man  sehe  die  frühere  Abhandlung  in  diesem  Theile:     ,, Ueber 
krummlinige  Coordinaten."    Nr.  V.  S.  26.) 

V 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böklen 

zu  Suis  a.  N.  im  Königreich  Wnrtemberg, 


~     Aus  den  Gleichungen  des  Ellipsoids  (q)  und  der  homofokalen 
Hyperboloide  (fA)  und  (v): 


(1) 


!-.  4. 2 J Z 1 


o?' 


=  1 


folgt : 
(2) bcx  =  ^fiv^ 

(3)  .  .  .  6Vc«^6«.y==V^«-6«V7*^Ä«V^Ä^»=^ 

(4)  .  .  .  cVc«— 6«.«  =  Vp«— c«Vc«— fi*Vc«— V« 

Diese  Relationen  bilden  die  Grundlage  ffir  die  Theorie  der  cen- 
frischen  homofokalen  Flächen ,  oder  der  elliptischen  Coordinaten. 
Es  sei  ABCD  ein  Krfimmungslinien- Viereck  auf  (p);  Xa,  scb»  Xe»  Xd 
sind  die  Abscissen  der  Eckpunkte»  welche  durch  die  elliptischen 
Coordinaten  (p,  ^,  v);  (p,  /*,  v');  (^,  ^',  v');  (p»  #*'.  v)  bestimmt 
sind;  so  folgt  aus  (2): 

(5) Xa-Xe==Xb»Xd; 

ebenso  findet  man  aus  (3)  und  (4) : 
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Die  Abscissen  der  Ecken  eines  Krüromongslinien' 
Vierecks  sind  proportionirt  Hieraas  ergibt  sieb  weiter^ 
dass  die  Gegenecken  solcher  Vierecke  die  correspondirenden  Punkte 
des  Ivory  sind.  (Chasies»  sur  l'attraction  des  ellipsoi- 
des.  Institut  de  France,  tonie  IX.)-    Aus  (2)  folgt: 

Bewegt  sit^b  ein  Punkt  in  einer  Ebene  senkrecht 
zur  X'AlXV.9  so  ist  das  Produkt  der  grossen  Halbaxen 
der  drei, durch  ihn  gehenden  homofokalen  Flächen 
konstant. 

Wir  betrachten  ein  von  sechs  homofokalen  Flächen  eingeschlosse- 
nes Patallelepiped.  Die  Punkte  (p,  ^,  v)  und  {Q^d^»  f^-f^l^»  "^-^idv) 
sind  zwei  Gegenecken  desselben;  in  dem  ersten  dieser  Punkte 
stossen  die  drei  Kanten  <b',  cb^,  dJ'  zusammen;  di  ist  die  Ver- 
bindungslinie beider  Punkte  oder  die  Diagonale  des  Parallelepi- 
peds.  Betrachten  wir  in  (2),  (3)  und  (4)  x^  y,  z  und  q  als  varia- 
bel >  so  erhalten  wir: 

(6)    .   .  \ b€dx  =  (ivdQ, 


(7)  A'=  Vifa;«  +  %«+&'=^--^^_dg. 

Ebenso  findet  man*  wenn  in  (2),  (3)  und  (4)  x»  y,  z  und  fi,  hier- 
auf Xp  y^  z  und  v  als  veränderlich  angesehen  werden: 

(8)  dt"  =  %.!— £=r^A_L  du , 

(9)  &^=:;/       "^   ^^gL_ldv. 

Es  seien  a»  a',  a^;  n^  c/ ^  of'\  a,  aS  a'^  die  Cosinus  der  Win- 
kel,   welche  die  Linien  d$' ,  df  ^  dJ"  mit  den  Axen  der  x^  y,  z 

d/X  dt/ 

bilden,  so   findet  man  aus  (6)  und  (7),   da  a=Sj-,,    a'  =  -p> 

"  —ds'   '"• 
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Aehnllebe  Werthe   ergeben  8ich  fiir  die  andereo  Cosimie.    Aes 
(10)  folgt: 

Id  einen  Kranimungsllnieo  -  Vierecic  auf  einem 
Eliiptoid  eder  Hyperboloid  sied  die  Cosinus  der  Win* 
kel,  trelebe  die  Normelen  der  Fläcbe  mit  einer  der 
Azen   bilden,  proportionirt. 

In  einem  frfiberen  Aufsatze  (Ueber  einige  Sätze  der  hohe- 
reo  Geometrie,  Arcbi?.  Tbl.  XXXIILS.lll.)  habe icb folgendes 
Theorem  von  Cbasles  aus  den  Formeln  (1)  abgeleitet.  Wenn  man 
durch  einen  Punkt  A  oder  (^,  (i,  v)  drei  Normalen  der  Flächen  (p),  {^),  (y) 
zieht  und  auf  demselben  StGcke  abschneidet  =z  ^»  f*  und  v,  so  sind 
diese  dieHalbaxen  eines  Bilipsoids  E,  «reiches  die  ^2- Ebene  im  Ur- 
sprung O  berührt,  und  dessen  parallel  mit  dieser  Eben^  gelegter  Dia- 
metralschnitt die  Constanten  Halbaxen  b  und  c  hat.  Wenn  sich 
nun  der  Punkt  (q,  fi,  v)  auf  einer  Ebene  L  bevvegt,  welche  mit 
den  Normalen  q^  ft  und  v  die  Winkel  i,  »',  t^  bildet,  so  sind 
die  Perpendikel,  deiche  Tön  den  Endpunkten  dieser  Normalen 
auf  L  herabgelasssen  vrerclen,  gleich  ^sint\  ftsint',  vsini^,  und 
da  die  Quadratsumroe  der  von  den  Endpunkten  dreier  konjugirten 
Semidiameter  eines  Ellipsoids  auf  eine  Diametral- Ebene  geÖlllten 
Perpendikel  konstant  ist,  so  haben  wir: 

(11)   ....    p*sin*i+f»«8inV  +  i/«8iöV'«=«« 

Hier  bedeutet  o^  die  Quadratsurome  der  Ton  den  [Endpunkten  der 
konjugirten  Semidiameter  ÖA,  b  nnd  c  auf  L  gefüllten  Perpen- 
dikel. Bewegt  sich  A  auf  L,  so  Ist  e*  koftattot ;  kommt  der  Pnakt 
A  in  eine  solche  Lage,  dass  eine  der  drei  durch  ihn  gebenden 
homofokalen  Flächen  L  tangirt,  so  verwandelt  sich  die  linke  Seite 
von  (11)  in  das  Quadrat  der  grossen  Halbaxe  dieser  tangirenden 
Fläche,  also  ist  diese  Halbaxe  =e.  Die  Fläche  selbst  nennen 
wir  (a).  Wenn  in  (11)  der  Punkt  (p,  (»,  v)  als  fest  angenoamien 
wird  und  die  Fläche  (a)  als  gegeben,  so  ist  (11)  die  Gleichung 
des  Kegels  4  dessen  Spitze  {g,  ft,  v)  ist  und  welche«  («)  tangirt. 
Die  Variabelen  sind  die  Winkel  t,  i' ,  f.  Wir  betraohten  die 
Normalen  der  in  (p,  fi,  v)  zusammenstossenden  Flächen  (q),  (ß) 
und  (v)  als  Coordinatenaien ,  und  twäf  sollen  die  Nonttaltili  vee 
(g),  (fi)  und  (v)  die  Axen  der  |,  17  nnd  {  sein.  Für  irgend  dnen 
Punkt  (I,  17,  £),   der  auf  der  Normale  von  L  liegt»  ist: 
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nach  (11)  ist: 

Dless  ist  die  Gleichung  des  firgäDzuogskegels  von  demjenigen« 
welchen  die  Ebenen  L  einhüllen;  der  Kegel  selbst  b^t  also  die 
Cilelchnng: 

die  Cleichttligen  der  Pokd-Ltnieti  sind: 

da  ^»  f»  und  V  konstant  sind»  so  folgt  hieraas: 

Alle  konzentrischen  Beruhrangskegel  homorokafer 
ißnipsoide  oder  Hyperboloide  sind  homofokal  (hab^n 
dieselben  Fokal- Linien) »  welchen  $atz  Ch^sles  (Apercu  histo- 
riqne)  und  Jacobi  (Crelle*s  Journal)  angegeben  haben. 

Die  Gleichung  des  Beruhrungskegels  einer  zweiten  homofo- 
kalen Fläche  (ß)y  dessen  Spitze  auchi(^^  fi,  v)  ist»  heisst: 

(12)  und  (13)  sind  die  Gleichungen  einer  gemeinsamen  Tan- 
gente der  homofokalen  Flächen  {»)  und  (ß),  ba  nun  zwei  homo- 
fokale Kegel  sich  senkrecht  schneiden«  so  folgt  hieraus«  dass 
sieb  durch  die  gelMSlnsehnfttiehe  Tangente  zwei  Ebenen  legen 
lassen»  wovon  die  eMe  (a)  berührt  und  auf  (/3) senkrecht  steht;  die 
andere  berührt  iß)  and  steht  auf  («)  senkrecht ;  mit  anderen  Wortei : 

Die  scheinbaren  Umrisse  zweier  homofokalen  Fli- 
ehen verschiedener  Art  stehen  aufeinander  senkrecht» 
TOn  welchem  Punkt  aus  sie  auch  betrachtet  werden 
indgeni 

Sefeh«  Flicfaen  ktfnoen  also  die  Krfimmuftgstnittelpttnkte  Einer 
dritten  fläch«  (1)  enthalten;  diese  hat  die  Eigenschaft«  dass  die 
Normalen«  deren  Fusspunkte  eine  Krümmbngstinie  auf  ihr  bilden« 
(a)  (oder  (/?))'  in  einer  geodätischen  Linie  berühren.  (Monge, 
analyse  appllqu^e  ä  la  g^ometrie«  5"*«  ^d.,  pag.  136.«  137.) 
Die  Berührungspunkte  derselben  Normalen  mit  (ß)  (oder  (a))  bil- 
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den  eine  andere  Linie,  deren  Natur  mit  derjenigen  der  geodfiti- 
schen  Linie  auf  (a)  (oder  (j3))  eng  zusammenhängt»  und  die  ich 
dessbalb  Iconjugirte  geoditieebe  Linie  nenne;  denn  ihre  koo- 
jugirten  Tangenten  sind  Tangenten  der  geodätischen  Linie.  Die 
Gleichangen  beider  Arten  von  Linien  lassen  sich  aas  (11)  unmit- 
telbar ableiten  mit  Hölfe  der  so  eben  angeführten  Betrachtungen, 
wie  diess  Chasies  zuerst  gethan  hat.    Man  findet  nämlich: 

(14) fi«cos*t  +  v«sin«i=:c«, 

(16) ^^•cos*t;  +  v,*sin*t,  =:j5*. 

(14)  ist  die  Liouville'sche  Gleichung  flir  geodätische  Linien 
auf  dem  EUipsoid  (ß) ,  deren  Tangenten  die  homofokale  Fläche  (a) 
berühren.  Im  Punkte  (ß,  (i,  v)  bildet  diese  Tangente  mit  der 
KrOmmungslinie  ß:^const,  ^==  (fönst,  den  Winkel  t.  Alle  Tan- 
genten der  Linie  (14)  berubren  die  homofokale  Fläche  (a)  in  einer 
konjugirten  geodätischen  Liole^  deren  Gleichung  in  (15)  entbalten 
ist.  Im  Punkte  (a,  fi',  v')  auf  (a)  bildet  die  konjugirte  Tangente 
der  letzteren  Linie  mit  der  Krümmungslinie  a  =  const;,  f&'  =  const 
den  Winkel  %'.  Wir  können  aus  (1^)  einige  Eigenschaften  konju- 
girter  geodätischer  Lioiem  ableiten. 

Wenn  in  einem  Punkte  auf  (a)  ztvei  Linien  zusammentreffen, 
fQr  welche  ß  denselben  Werth  hat»  so  ist 

fA^*cos*i,  +  v,*sin*t,=  fi^*cos*i^  + i/^*sin*i^, 

(16) i/  =  V 

Solche  Linien  stehen  gehörig  verlängert  auf  der  Krilmmungslioie 
^=const.  von  (a)  senkrecht.   Di6  F^ormel  (16)  enthält  also  den  Satz: 

Zwei  konjugirte  geodätische  Linien  eines  Eliip- 
soids  oder  Hyperboloids,  weiche  auf  Einer  Krflmmangs* 
linie  der  Fläche  senkrecht  stehen^  bilden  In  ihrem 
gemeinschaftlichen  Durchschnitt  mit  einer  zweiten 
KrümmuDgslinie  gleiche  Winkel  mit  derselben. 

t,  und  i„  sind  die  Winkel,  welche  dici  conjugirten  Tangenten 
beider  Linien  im  Durchschnittspunkt  mit  der  Krummungslinie 
fi^  =  const.  bilden,  und  da  diese  Winkel  nach  (16)  gleich  sind»  so 
sind  es  auch  die  Winkel,  welche  die  Linien  selbst  mit  dieser 
Krfimmuogslinie  bilden.    Aus  (15)  folgt: 


8mt,=— :■  ,    COSt.= 


V« 


Vf*,a~v«'  '      Vfi,«-v,* 
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In  A  schneideD  sieb  zwei  konjagirte  geodätische  Linieo^  deren 
konjugirte  Tangenten  anf  einander  senkrecht  stehen,    also  ist 


sini,  =  ces,,    oder   \  ^:riZ^^^\  '^;^Zr^^^ 

(17)    ....     fi^a  +  v,«  =  /J«+ß,a=const. 

Non  ist  der  vom  Mittelpunkt  nach>  A  gezogene  Halbmesser 
=a*+fi^*+ V,* — 6* — c*,  also  auch  konstant;  hierauf  beruht  der 
Satz : 

Wenn  sich  in  einem  Pupkte  zwei  konjugirte  geo* 
dätische  Linien  treffen»  welche  auf  zwei  bestimmten 
KrGmmangslinieh  senl^recht  stehen,  und  die  sich  so 
schneiden,  dass  ihre  konjugirten  Tangenten  einen 
rechten  Winkel  mit  einander  bilden,  so  bewegt  sich 
der  Punkt  auf  dem  Durchschnitt  der  Fläche  mit  einer 
concentrisc'hen  Kugel. 

Nach  dem  Theorem  von  Euler  besteht  die  Gleichung: 

11  l 

-=^C0S*l+  jr,B\nH. 

Wenden  wir  dieselbe  auf  die  geodätischen  und  konjugirten  geo- 
dätischen Linien  der  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  an. 
R  und  R'  sind  die  HauptkrGmmungsbalbmesser  des  Ellipsoids  {q) 
In  dem  Punkte,  wo  es  von  den  homofokalen  Hyperboloiden  (fi) 
und  (v)  geschnitten  wird;   also: 

i  ist  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  geodätischen  Linie 
mit  der  Krömmungslinie  ffts=const.  macht,  r  ist  der  KrOmmungs- 
balbmesser  der  geodätischen  Linie  und  also  zugleich  des  durch 
die  Tangente  gehenden  Normalschnitts  der  Fläche.  Durch  Sub- 
stitution der  Werthe  von  R  und  R'  in  die  obige  Gleichung  erhal- 
ten wir: 

Da  nun  nach  dem  Satze  von  Liouville  fi^cos^t-|vv^sin^'=  const 
ist  längs  aller  geodätischen  Linien,  welche  Eine  KrQmmungslinie 
▼on  {q)  tangiren  oder  durch  einen  Nabelpunkt  der  Fläche  gehen, 
so  ist  auch: 

'1  heil  XXIIY.  21 
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— 1 ! — =con8t.    oder =  coDat. 

IT  r 

D  lind  ly  sind  die  Halbaxen  desjenigen  Diametralschnitfs  der 
Fläche,  vrelcber  der  Tangential -Ebene  im  Punkt  {q^  (jl,  v)  paral- 
lel ist.  D,D*.n  ist  der  Inhalt  dieses  Diametralscbnitts,  somit 
haben   wir: 

Längs  aller  geodätischen  Linien  anf  einem  Eliip- 
seid  oder  Hyperboloid,  welche  Eine  KrOromungsiiDi« 
der  Fläche  tangiren  oder  darch  einen  Nabelpuokt 
gehen,  ist  das  Verhältniss  der  dritten  Potenz  des  In- 
halts von  dem  der  Tangential-Ebene  parallelen  Dia- 
metralschnitte zum  Krümmungshalbmesser  der  Linie 
konstant.  * 

Die  ganze  Beweisführung  lässt  sich  auch  auf  die  konjogirten 
geodätischen  Linien  übertragen ,  wenn  man  in  (18)  unter  r  dei 
Kriimmungshalbmesser  des  der  konjugirten  Tangente  der  Linie 
entsprechenden  Normalschnitts  der  Fläche  versteht,  und  unter  i 
den  Winkel  begreift,  welchen  diese  Tangente  mit  der Krummuogs- 
linie  fi=const.  bildet. 

m  und  mf  sind  die  Endpunkte  eines  Linienelements  auf  einer 
Fläche;  mq  und  m'q'  sind  die  Normalen  der  Fläche,  und  zwai 
sind  qq'  diejenigen  Punkte,  welche  die  kleinste  Entfernung  zwischen 
beiden  Normalen  angeben,  aber  die  Linie  qq'  ist  senkrecht  anf 
jeder  Normale.  Joachimsthal  nennt  mq  die  Poldistaos  des 
Elements  mm'  und  findet  dafiir  den  Werth: 

j2  cos  *»  +  oi  s>n  ** 

^=T 1 ' 

^cos«/+^sin*i 

t  ist  der  Winkel  zwischen  mm'  und  der  durch  m  gehenden  KrSn- 
mungslinie.  Es  mag  hier  erwähnt  werden,  dass  Poisson  znerst 
den  Gedanken  hatte,  die  kfirzeste  Entfernung  zwischen  zwei  no- 
endlich  nahen  Flächen -NoYmalen  zu  berechnen  (Journal  de 
Tecole  polytechnique,  sur  la  courbure  des  surfaces, 
cahier  21,  page  205.).  Setzen  wir  nun  in  diese  Gleichung  die 
oben  angegebenen  Werthe  von  R  und  W  für  das  ElUpsoid  (^) 
ein,  50  erhalten  wir  nacb  einigen  Reduktionen: 

In  demjentgen  Diametralschnitte  von  (p),  welcher  der  Tangentiat- 
Ebene  des  Elements  mm'  parallel  ist,   ziehe  man  einen  Semidii- 
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meter  parallel  mm'  und  fölle  vom  Mittelpunkte  auf  die  durch  den 
Endpunkt  dieses  Semidiameters  gebende  Tangente  de«  Schnitts 
ein  Perpendikel,  so  bedeutet  in  (19)  jp  die  Grösse  dieses  Perpendikels. 

Das  vom  IVlittetpunkte  auf  die  Tangential  -  Ebene  gelallte  Per- 
pendikel sei  P,  so  hat  man  dafiir  den  Werth  in  elliptischen  Coor- 
dinaten : 


also 
(20) 


Jz=: 


P' 


Hierin  ist  folgendes  Theorem  enthalten : 

Auf  einer  centrischen  Fläche  avreiten  Grades  ist 
ein  Linieneleinent  gegeben;  ma,n  ziehe  in  dem  Diame- 
tralschnitte der  Fläche,  welcher  der  durch  dieses  Ele- 
ment gehenden  Tangential- Ebene  parallel  ist,  einen  Se- 
midiameter  parallel  dem  Elemente,  so  ist  das  Quadrat 
des  Perpendikels,  welches  vom  Mittelpunkte  auf  die 
durch  den  Endpunkt  dieses  Semidiameters  gehende 
Tangente  des  Schnitts  gefällt  wird,  gleich  der  Pol- 
distanz  des  Elements  multiplizirt  mit  dem  v'om  Mittel- 
punkte auf  die  Tangential-Ebene  herabgelassenen  Per- 
pendikel. 

Dieser  Satz  gilt  allgemein  fQr  irgend  eine  Linie  auf  der  Fläche. 
Bei  den  Krümmungeilinien  nird  die  Poldistanz  gleich  dem  Haupt- 
krömroungs -Halbmesser  der  Fläch«,  und  p  fällt  zusammen  mit  einer 
Ualbaxe  D  oder  D'  des  der  Tangential -Ebene  parallelen  Diame- 
tralschnitts, also  ist: 


(2J) 


R=z 


P' 


Ä'  = 


/y« 


RiR':=LDiiy, 


vreiches  der  Satz  von  Dapio  ist. 


Jede  Linie  auf  einer  centrischen   Fläche  zweiten  Grades  ist 
charakterisirt  durch  die  Formel 


(22) 


P.  tf .  j' .  sin  a  =  const. 


6  ist  der  SmidnunMler  d«ff  Fläeh>e)  welehet*  parallel  der  Tangente 
<ier  Llore  ist,  ^  der  konjugirt^  Serikidiameler  in  dem  Drametral« 
schnitte,  der  parallel  der  Tangential -Eben«  ist;  «  der  Winkel 
swischen  beide».  Bei  den  geodfitisckieiv  Linien  ist  P.^rtrconsf« 
(Joachimrtiha;l)^   also  auch  s 


21* 
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(23) d'.8iDB=:con8t 

Bei  den  koujogirten  geodätischen  Linien  ist  P.6'  =  coii8t 
(Chasles),   mithin  auch: 

(24) d.8ina  =  const 

((.sina  ist  nach  der  obigen  Erklärung  offenbar  =p»  also  haben 
wir  nach  (20): 

(25)     ......     ^.P=con6t. 

Hierin  ist  dieser  Satz  ausgedrückt: 

Längs  einer  conjugirten  geodätischen  Linie  auf 
einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  ist  das  Pro- 
dukt der  Poldistanz  eines  Linienelements  und  des  Tom 
Mittelpunkte  auf  die  TangentiaUEbene  gefällten  Per- 
pendikels konstant 


Interessante  Abänderung  des  Ausspruchs  des  Gesetzes 

der  gewöhnlichen  Lichtbrechung. 

■ 

Von 

Herrn  Dr.  ff^ilh.  Matzka^ 

Profestor  der  Mathematik  an  der  Hochechnle  sn  Prag. 


Die  folgende  Umstaltung  des  bekannten  Lehrsatzes  fiber  die 
gewöhnliche  Brechung  des  Lichtes  beim,  üebergange  ans  einem 
Mittel  in  ein  anderes  angrenzendes,  von  welchem  jener  über  die 
Zurückwerfung  des  Lichtes  nur  eine  Besonderheit  ist»  eotsprai^ 
aus  meiner  (im  Januar  1857  stattgefundenen)  genaueren  Erwfigong 
eines  in  meinen  wiederholten  Vorträgen  über  die  gegenseitige 
Stellung  von  Geraden  und  Ebenen  Im  Räume  behandelten»  so  wie 
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auch  iD  manche  LehrbQcber  der  Geometrie  (z.  B.  in  L.  Schulz 
von  Strassnicki's  Elemente  der  reinen  Mathematik, 
2.  Theil,  Geometrie.  Wien  1835«  S.  196.)  aufgenommenen  Lehr- 
satzes über  den  Zusammenhang  der  Winkel  einer  geraden  Linie 
mit  den  in  einer,  r^on  ihr  durchstochenen  Ebene  enthaltenen  Oe- 
raden.,  Sie  dürfte  einer  weiteren  Bekanntmachung  im  Kreise  der 
mathematischen  Physiker  wohl  sicher  för  würdig  erachtet  werden. 


1.  Wenn  ein  Lichtstrahl  durch  eine  Trennungsebene  zweier 
Mittel  hindurchgeht»  wird  er  an  ihr  gewChnlich  dergestalt  gebro- 
chen» dass^  das  Yerhältniss  des  Sinus  des  Einfallswinkels  • 
zum  Sinus  des  Refractions-  oder  Brechungswinkels  q  von 
der  Grosse  dieser  Winkel  unabhängig  und  dem  in  dieser  Hinsicht 
bestindigeh  Verl^ltnisse  nv\  gleich  ausAllt»  wo  n  der  Brecbungs- 
index  oder  Brechungsexponent  genannt  zu. werden  pflegt; 
also  dass  sich  verhält 

jsin8:sin9  =  it:l. 

%  Man  weiss,  dass  der  Neigungswinkel*)  einer  geraden 
Linie  a  (Taf.  lil.  Fig.  L)  gegen  jede  Normale  oder  jedes  Loth  p 
einer  Ebene  Ü  sich  mit  ihrem  Neigungswinkel  gegen  diese  Ebene, 
oder  eigentlich  gegen  ihre  Projection  a'  in  dieselbe  Ebene,  zu 
einem  rechten  Winkel  ergänzt,  nemlich  dasö 

,  A        A         A        A 

ist.  Sonach  ist  der  Sinus  jenes  ersteren  Winkels  der  Cosinus 
dieses  letzteren,  und  man  kann  deswegen  die  Sinus  der  obigen 
zwei  Winkel  c,  ^  durch  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  e%  ^'  des 
einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  gegen  die  Trennungsebene 
ü  ersetzen,  so' dass  sich  auch  verhält 

cos8':cos9'=n:L 
3.    Der  Cosinus  des  Winkels  einer  in  eine  Ebene  Ü 


*)  Unter  NeigiingswlDkel  Bveier  unbegrenzter  oder  voller  Gera- 
den begreife  ich  immer  den  klein« ten  Winkel  der  Richtungen  dieeer 
beiden  Geraden ;  weshalb  dereelbe  nie  etumpf  und  intbeeondere  bei  gleich- 
laufenden Geraden  Kall,  bei  schiefen  Geraden  spiin,  bei  senkrechten 
über  recht  ist,  oder  kurz  immer  im  ersten  Winkelqnadranten  liegt,  von 
O^  bis  90^  sich  erstreckt. 
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eioscbnerdendeii  Gernden  a  mit  einer  keliebigen  Ge- 
rade» d  der  Ebene  gleicht  dem  Produete  aus  dem  Co* 
Sinus  des  Neigangsninkels  jener  Geraden  a  gegen  diese 
Ebene  oder  gegen  ihre  Projection  o'  iu  die  Eben«  und 
aus  dem  Cosinus  des  Winkeis  dieser  Projeetien  nit 
jener  willkürlichen  Geraden«  yorausgeaetst ,  dass  jede  Ge 
rade  nach  einer  gewissen  ihrer  beiderlei  RichtnngeD  genonmeD 
werde;  nerolich  es  ist: 

A/ 
cos {a,d)'=. COR a^a  •  cos (a! . d). 

Denn  projicirt  man  von  der  Geraden  a  irgend  eine  Strecke  OA^i 
Buvurderst  mittelbar  auf  die  Gerade  dy  d.  I.  Buerst  in  die  Ebene 
J  nach  OA'  und  dann  noch  diese  Projection  auf  die  beliebige 
Gerade  d  nach  OZ>;  so  bildet  dort  OA  mit  Ihrer  ProjeeüoB  Oi 
immer  den  Neigungswinkel  der  a  mit  ihrer  Projection  a* ,  folglich  ist: 

0-4' =  r  cos  a.a', 

und  dabei  eben  so  wie  dieser  Cosinus  jedesnial  positif ;  hier  aber  ist 

ODz=:OA'.C0bA'OD. 

* 

Nun  ist  entweder  (wie  in  TaLIIl.  Fig.  1.)  der  Winkel  (a'.d)  spitzig, 
also  A'OD^ia'.d),  oder  es  ist  (wie  in  TaCIU.  Fig. 2.)  der  Wir 
kel  (a'.d)  «itumpf,  also  A'OD=zlS(P^(a\d).  Dort  liegt  />  und 
OD  auf  der  Ualbaxe  d  selbst»  hier  aber  auf  der  ikr  eetgegeoge- 

setzten  Halbaze  d,  oder  die  dortige  Strecke  OD  ist  positit,  die 
hiesige  dagegen  negativ;  und  somit  findet  man: 

A  , 
OD=  Jircos a>a  cos (a'.cf). 

4 

Projicirt  man  nunmehr  noch  die  Strecke  OA:=sir  direet  (geradezu) 
auf  die  Gerade  d  auf  OD,  so  ist  jedeDfalln 

OD  =  r  cos  AOD; 

allein  jenachdem  (a',d)  spitz  oder  stumpf  ist,  folglich  OD  waii 

oder  d  föllt^  muss  auch  der  Winkel  (a.d)  spitz  oder  stumpf,  da* 
her  eutweder  40D=^{a*d)  oder  s:l^«-^(a.d)  sein,  und  hier- 
nach ist : 

OD=z±_r  cos  (a.d)'y 

folglich  gibt  die  Gteicbstellong  der  beiden  ftir  OD  geAmdeneo 
iknsdrticke  die  behauptete  Gleichheit: 

A 
cos  (tt .  c2)  =  cos  a .  a' .  cos  (a' .  </j. 
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'  Sollte  Insbesoodere  d  auf  o!  senkrecht  stehen^  so  ist  die 
Projection  OD  der  OA'  auf  die  d  NuH,  oder  der  Punkt  D  fällt 
aaf  O;  mithin  muss,  weil  D  oder  O  auch  die  directe  Projection 
des  Punktes  A  der  er  auf  die  d  ist«  die  a  ebenfalls  auf  c^ 
senkrecht  sein.  In  diesem  Falle  verschwinden  die  cos(ri'.<2) 
und  cos(ei.rZ)  zugleich«  also  auch  beide  Ausdrücke  der  Projection 
OD^  und  sohio  gilt  die  gefundene  Endgieichung  auch  noch  in 
diesem  Sonderfalle.  —  Diese  Gleichung  behält  endlich  ihre  Gil- 
tigkeit  auch  dann  noch«  weun  die  Gerade  a  die  Ebene  it 
nicht  schneidet«  sondern  zu  ihr  gleichläuft.  Denn  da  ist  sie 
auch  zu  ihrer  Projection  a'  gleichläufig«  mithin  sind  diese  beiden 
Geraden  a  und  a'  gegen  jede  dritte  Gerade«  also  auch  gegen  jede 
in  der  Ebene  il  liegende  Gerade  d  gleich  geneigt.     Sonaeb  ist 

a.a'===0  und  (/i.cQ  =  (a'.cQ,  folglich  gilt  auch  da  noch  diese  all- 
gemeine Gleichung. 

4.  Als  Winkel  zweier  geraden  Linien  überhaupt« 
welche  entweder  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Erstreckuog  nir- 
gends zusammentreffen«  wie  gleichlaufende  und  gekreuzte  (nicht 
In  einerlei  Ebene  gelegene)  Geraden«  oder  deren  Treffpunkt  nicht 
geradehin  vorliegt«  pflegt  man  die  Winkel  anzusehen«  welche 
eine  der  beiden  Geraden  mit  einer«  durch  irgend  einen  ihrer 
Punkte  zur  anderen  parallel  geführten  Geraden  einschliesst«  oder 
auch  welche  zwei  durch  einen  beliebigen  Punkt  zu  ihnen  gleich- 
laufend gezogene  Geraden  mit  einander  .machen.  Mithin  kann 
man  anstatt  der  so  eben  betrachteten  in  der  Ebene  ü  liegenden 
und  durch  den  Einschnitt  O  der  Geraden  a  gehenden  beliebigen 
Geraden  d  nicht  allein  jede  irgendwo  in  dieser  Ebene«  sondern 
auch  jegliche  wo  immer  ausserhalb  derselben  Ebene  zu  ihr 
parallel  gezogene  Gerade  gy  daher  kurz  jede  zur  Ebene  Ü  gleich- 
laufende oder  gegen  die  Normale  p  der  Ebene  senkrechte  gerade 
Linie«;  wählen.  Für  sie  ist  nemlicb  (a.d)i=(a.ff)  und  (a'.<i)=(a'.<Qf), 
mithin  auch: 

A 
cos (a .g)  •=  cos a.a' , cos (a' . g). 


II. 

Seien  nun  zwei  das  Licht  durchlassende  Mittel  an  einer  Grenz- 
oder  UebergangssteUe  durch  eine  Ebene  ü  von  einander  getrennt 
(Taf.UI.  Fig.3.)«  der  einfallende  Lichtstrahl  a,  welcher  im  Ein« 
fallspunkte  O  mit  dem  Einfallslotbe  p  den  spitzigen  Einfallswin- 
kel €  macht«  werde  auf  der  Kehrseite  der  Ebene  vom  zweiten 
Mittel  nach  der  Richtung  b  gebrochen«    welche  mit  dem>  neuen 
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Eiofaiislothe  p^   der  entgegengesetzten  Richtung  des  ersten,  dea 

spitzen  Brechungsivinkel  q  :=:(p.b)  bildet*).  Dann  liegt  bekannt- 
lich der  gebrochene  Strahl  b  auch  in  der  Einfallsebene  ap,  weiche, 

weil  sie  das  Einfallsloth  pp  enthält,  auf  der  Trennungsebene  4 
nothwendig  senkrecht  steht  und  somit  auf  ihren  (geraden)  Ein- 
schnitt a'b'  in  die  Trennungsebene  den  ganzen  Strahl  projicirt; 
wobei  zugleich  die  Projectionen  a'  und  6'  beider  Strahlbälften  a 
und  6  gleich  gerichtet  ausfallen.  Sonach  sind  die  Neigungswin- 
kel b'  und  q'   der  beiden    Strahlen  gegen  die    Scheidnngsebeoe 

A  ^  A 

a.a'  und. b.b',   und  das  Brechungsverhältniss  ist: 

A  A 

ml  =  cos  a,a'  icoab.b'. 

Nunmehr  sei  g  eine  wo  immer  zur  Scbeidungsebene  J  der 

zwei  Mittel  gleichlaufend  oder  auf  ihre  Norroallinie  pp  senkrecht 
gefahrte  Gerade;  dann  bestehen  Rir  die  Halbaxen  a  und  6,  zu- 
folge der  Sätze  3.  und  4.  in  I.,  die  beiden  Beziehungsgleicbungen : 

A 

cos(a.jir)  =:cosa.a'.cos(a'.^), 

A 
cos  (6.^)  =cos6.6\cos(6'.^), 

und,  weil  a'  und  b'  einerlei  Richtung  haben,  ist  («'•^)=(6'«^). 
Demnach  ist  das  Verhältnias 

A^  A 

cos(a.^):cos(6.^)  =cosa.ii  :co86.6\ 

oder  dem  Vorigen  gemäss: 

cos  (a.  g) :  cos(b.g)  ±=nil. 

Sohin  erhalten  wir  folgenden ,  bisher  in  keinem  physikaliacbea 
Handbnche  verzeichneten,  allgemeinen  und  beachtungswertben  Satz: 


*)  Bei  diesbr  Mestongsweice  des  Einfall«-  und  Brechungswiakelt 
besteht,  weil  man  beide  stets  als  spitz  darzustellen  beabsichtigt,  bei 
den  Physikern  die  bekannte  Gepflogenheit,  alle  vier  Richtnngea,  der 
beiderlei  Einfallslothe  und  beider  Strahlhalften ,  vom  Einfallspunk Ce  aas, 
theils  ins  erste  Mittel  curöck,  theils  ins  zweite  Torw&rU,  sa  erfuoca, 
mithin  den  einfallenden  Lichtstrahl  in  seiner  entgegengesetztea  Ridi- 

tang  SU  nehmen,  so  dass  der  Einfallswinkel  s=(a.p)=180® — iß-P} 
ist.  Eigentlich  Tersteht  man  unter  Einfalls-  und  Brechongs winke!  kurz 
den  Neigungswinkel  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  g^ogca 
da«  Einfallsloth  oder  die  Normallinle  der  Trennuagsehene  der  Mitlei. 
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Bei  der  (einfachen  oder  gewöhnlichen)  Brechang  des 
Lichtes  an  einer^  zwei  Mittel  scheidenden.  Ebene  ist  das 
beständige  sogenannte  BrechungsverhSltniss-  (des  Bre-  . 
cfaungsexponenten  n  znr  Eins)  auch  gleich  dem  Verhältnisse 
der  Cosinus  der  Winkel,  welche  der  einfallende  und 
gebrochene  Lichtstrahl,  nach  der  Richtung  ihrer  Fort- 
pflanzung genommen,  mit  was  immer  für  einer  zur 
Trennungsebene  gleichlaufenden  oder  zu  ihrem  Lothe 
senlirechten  Richtung  bilden« 

Der  Satz  schliesst  schon  die  wichtige  Bedingung  in  sich, 
dass  die  Verlängerung  des  einfallenden  Lichtstrahls  über  den 
Einfallspunkt  hinaus  mit  dem  gebrochenen  Strahle  auf  einerlei 
Seite  des  Einfallslothes,  nemlich  auf  dessen  Rückseite, 
falle;  weil  ja  der  Bedingung  (a\g)^(b'.g)  gemäss  die  Projee- 
tionen  jener  zwei  Richtungen  auf  die  Trennungsebene  genau  die- 
selben sein  müssen. 


III. 

Die  Brechung  des  Lichtes  übergeht  in  Zurück  werfung 
(Reflexion),  wenn  die  Neigungswinkel  des  einfallenden  und  gebroche- 
nen Lichtstrahles  gegen  das  Einfallsioth  gleich  ausfallen,  also 
Q=:8  wird,  ohne  dass  beide  Strahlen  in  einerlei  Geraden  bleiben. 
In  diesem  Falle  bildet  nemlich  die  Richtung  des  zurückgeworfe- 
nen Strahles  b  (Taf.  Itl.  Fig.  4.)  mit  dem  Einfallslothe  p  auf  des- 
sen Kehrseite  einen  eben  so  grosseh  spitzen  Winkel ,  als  welchen 
die  entgegengesetzte  Richtung  des  einfallenden  Lichtstrahls  a  mit 
demselben  Lothe  auf  dessen  Vorderseite  macht ;  jener  Reflexions- 
winkel ist  also  diesem  Einfallswinkel  gleich. 

Da  wird  demnach  der  Brechungsindex  »=],  folglich  GOs(a.^) 
=  cos(ö.j^),  also  auch  der  Winkel  (a.g)^s(b*g)* 

Dies  ist  in  der  That  richtig,  wie  man  sich  fiberzeugt,  wenn 
man  die  Richtung  a  des  einfallenden  Strahles  jenseits  der  zurück- 
werfenden Ebene  il  nach  a  verlängert  nnd  durch  den  Einfallspiinkt 
O  nnd  die  Gerade  g  die  Ebene  legt,  welche  die  Ebene  Ü  in  der 

zur  g  parallelen  geradeii  Linie  schneidet.  Denn  so  wie  aa  und  b 
gegen  das  Einfallsioth  p  gleich  geneigt  sind,  eben  so  sind  sie  auch 
geg^n  die  Ebene  Ü  oder  gegen  ihre  gemeinschaftliche  Projection 

^       A         A 
a'b'  in  diese  Ebene  gleich  geneigt,  nemlich  es  ist  a.b'=^.b'=b.b'. 

Allein  die  Reflexionsebene,  welche  die  Geraden  aa,  p,  b  und  b' 
enthält,  steht  auf  der  Rfickstrablungsebene  M  senkrecht;   mithin 
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macht  jede  io  dieser  Ebene  4  gezegene  Riehtang  d  mit  den  beiden 
Geraden  a  und  b  gleiche  Winkel ,  nemlich  es  ist  (ii.<f)=:(a.<Q=(6.d). 
Da  endlich  d\lff  ist^  muss  auch  (a,g):=:(b.g)  sein. 

Weil  man  in  den  analytischen  Rechnungen  über  den  Gang 
der  Lichtstrahlen  den  Winkel  q  als  den  Winkel  des  zvfeiten  Ein- 

fallslotbesp  mit  dem  gebrochenen  Strahle  ansieht,  nemlich  p=(p.6) 
setzt 9  und  weil  für  n  =  l  der  sin ^=: sine  wird»  so  kann  mao 
entweder 

Qz=e    oder    |)  =  180'  — f 
setzen.    Die  Satzung 

findet  bei  der  Brechung  des  Lichtes  statte  wenn  in  einer  Reibe 
av9  Paaren  von  Mitteln  der  Index  n  der  Grenze  1  zustrebt  Die 
Satzung 

dagegen  findet  erst  fiirdie  Zurflckwerfung  des  Lichtes  statt 

Hieraus  folgt,  dass  der  in  IL  für  die  Brechung  des  Lichtes 
erwiesene  Lehrsatz  auch  für  dessen  Zurückwerfung  gilt,  weao 
man  nur  den  Brechungsezponenten  n  =  I  und  den  Brechungs- 
winkel c  =  180<'  — e  sein  iässt. 


IV, 

Werden  die  beiden  das  Licht  durchfassenden  Mittel  durch 
eine  krumme  Fläche  geschieden  oder  wird  das  Licht  in  einen 
und  demselben  Mittel  von  einer  krummen  Spie  gel  fliehe  zu- 
rfickgeworfen ,  so  kann,  weil  der  einfallende  Lichtstrahl  jederzeit 
einfach  vorauegesetzt  wird  und  er  somit  diese  Trennungs*  oder 
Spiegelfläche  b(os  in  einem. einzigen  Punkte  trifft,  die  an  die- 
sem Einfolkpunkte  zur  Fläche  iegbare  Berübrungs ebene  die 
Fläche  selbst  ersetzen.  Somit  kommt  dieser  Fall  der  krummen 
Scbeidjingsflächen  auf  jenen  der  vorbin  betrachteten  ebenen  zu- 
rück, oder  man  hat  bei  ihnen  als  Einfallslotb  blos  die  Normale 
der  krummen  TrennuogsOache  im  Einfallspunkte  anzusehen. 

Die  Hauptvortbeile  bietet  der  ven  mir  aufgestellte  Ausspruch 
des  Licbtbrechungsgpsetzeis  bei  analytischer  Behandlung  der  auf 
Brechung  oder  Zurückwerfung  des  Lichtes  Bezug  habenden  Auf- 
gadbcn  mittels  recktwisheliger  Coordioaten;  weil  hierbei  leicht 
die  Coskms  der  Winkelt  geriMlei!  Linien  aus  Ihres  Rlchteosisiss 
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berechnet  werden  können.    Die  Aufldsang^der  nachfolgenden  swei 
Aufgaben  wird  dies  ersichtlich  machen. 


VSrste  Aufgrabe.  Die  Trennangeebene  sweier 
Mittel  nnd  der  einfallende  Lichtstrahl  seien  gegeben^ 
man  sucht  a.  den  gebrochenen  und  b.  den  zuröckgewor- 
fenen  Lichtstrahl. 

1.  Zur  positiven  (oder  Vorder-)  Seite  der  Trennungsebene  4 
wählen  wir  diejenige,  auf  wekher  der  Anfang  der  rechtwinkligen 
Coordinatenaxen  der  x,  y^  x  liegt;  und  positiv  lassen  wir  dieje- 
nige Richtung  ihrer  Normale  oder  des  Einfallslothes  sein,  welche 
von  der  Trennungsebene  aus  auf  die  positive  Seite  derselben  geht 
Die  Cosinus  der  Richtwinkel*)  dieser  Normale  seien  a,  b,  c\ 
der  (senkrechte)  Abstand  der  Trennuogs-  oder  brechenden  Ebene 
ü  vom  Coordinatenanfange,  im  positiven  Sinne  von  jener  Ebene 
SU  diesem  Punkte  gesäblt,  sei  d\  und  die  Coordinaten  eines  laa* 
fendeu  (wandelbaren)  Punktes  derselben  Ebene  seien  x,  y^  z; 
dann  ist  die  Gleichung  dieser  Ebene 

(1)  aa?  +  6y +  C2=:d. 

Denken  wir  uns  einen  Punkt  li^S  im  Räume  auf  der  Vorder- 
seite der  brechenden  Ebene  M»  durch  ihn  zu  dieser  Ebene  eine 
andere  parallel  gelegt ,  nnd  diese  stehe  um  ö  vom'  Coordinaten- 
urspronge  ab',  so  ist  in  gleicherweise  dieser  (gleichfalls  von  der 
Ebene  aus  zum  Punkte  hin  gezählte  oder  an  der  Ebene  anfan- 
gende) Abstand 

(2)  ak  +  bfi  +  ct^d. 

Auf  dass  nun*  dieser  Punkt  ^t  auf  der  Vorderseite  der  Ebene  4 
liege,  muss  die  Entfernung  der  durch  ihn  parallel  gelegten  Hilfs- 
ebene  von  der  Ü,  nemiicfa  der  Unterschied  i^d,  positiv  aus^ 
faUoD« 

Aus  einem  solchen  vorderen  Punkte  ^fji  gehe  nun  ein  Licht^ 
strahl  aus,  positiv  Im  Sinne  seines  Fortschrittes  gerichtet,  habe 
die  Richtcosinus  a,  ß,  y  und  einen  laufenden  von  ^rjf^  um  r  ab- 
stehenden Punkt  X,  yy  t\  dann  sind  seine  Gleichungen: 


*)  RichtiriniLel  einec  Geraden  heisien  hier  die  hohlen  Winkel,  veUbe 
die  poeiiive  Richtung  dieser  Geraden  mit  den  posiiiven  Richtungen  der 
drei  winkolrechten  Coordinatenaxen  der  X,  y,  %  bildet.  Ihre  Cotinoa 
nenne  ich  später  Icurs   di«  Rieht  cot  Inno  jener  Ckraden. 
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(3)  ?=I=.JLZ5=?:^£=,. 

a  ß  y 

Dieser  einfallende  Lichtstrahl  treffe  die  Scheidangsebeoe  J  in 
einem  Punkte  i'fi'Ü  (dem  Einiallspunkte)  im  Abstände  k  von  ^ 
so  liefern  diese  Gleichungen  (3)  in  Verbindung  mit  der  (1)  die 
Bestimmungsgleichungen 

(4')  S'  =  S  +  «Ä,    r^'  =  ri^-ßk,    C^S+yk, 

Pie  entgegengesetzte  Richtung  dieses  Lichtstrahls»  deren  Riebt* 
Cosinus  — a,  — ß,  —  /  sind,  macht  mit  dem  Einfallslothe  (a,  6,  e) 
den  (spitzigen)  Einfallswinkel  $,  mithin  findet  sieh  dieser  Uilfs- 
Winkel  aus  der  Bestimmungsgleichung 

(5)  cos€=—  {aa  +  bß+cy), 

wofern  der  dem  Gleichheitszeichen  folgende  Ausdruck  sich  posi- 
tiv ausweist.  Multiplicirt  man  nun  die  drei  ersten  GleichuDgen  (4) 
mit  a,  b,  c,  so  gibt  ihre  Summe  nach  geringen  Cmstaltungen : 

(6)  -        *='^-* 


cose  ' 


wonach  die  Gleichungen  (4')  sofort  die  Coordinaten  l'fi'H  des 
Einfallspunktes  vollstSndig  bestimmen. 

2.  Von  ihm  geht  der  geh r'o ebene  Lichtstrahl  aus  auf  die 
negative  oder  Kehrseite  der  Trennungsebeoe  ins  zweite  Mittel; 
positiv  gerichtet  im  Sinne  seiner  Fortpflanzung  habe  er  die  frag- 
liehen  Richtcosinus  a'ß'y'  und  mache  mit  der  entgegengesetzteo 
Richtung  ( — a,' — b,  — c)  des  Einfallslothes  den  spitzen  Brechungs- 
winkel Qs  dann  muss  der  Ausdruck 

(7)  cos  ^ = — (aa'  +  bß'  +  cy') 

entschieden  positiv  ausfallen.  Zur  Bestimmung  dieser  Richteosi- 
ous  a'ß'y'  benOtzen  wir  eine  beliebige,  auf  dem  Einfallslotbe 
(a,  b,  c)  senkrechte  Richtung,  d^ren  Richtcosinus  zu  den  Zahlen 
A9  Bf  C  proportionirt  sein  mögen  und  Rir  die  demnach  die  Be- 
dingung 

aA  +  bß  +  cC:=:0 

besteht  Dann  sind  die  Cosinus,  der  Winkel  dieser  Hilfsrichtung 
mit  den  Richtungen  (a,  ß^  y)  und  (a',  ß' ,  y')  des  einfallenden  aod 
gebrochenen  Strahles  proportionirt  zu  den  Summen 

«il-f^fi  +  yC   und    a'A  +  ß'B-i-y'C, 
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und  gemäss  DDseres  Ansspniches  des  Brechnngsgesetzes  (in  Art  11.) 
ihr  Verhältniss  gleich  dem  BrechuogsTerhältnisse,  das  wir,  zur 
Erzielong  von  Symmetrie  in  unseren  späteren  Rechnungsformen, 

durch   ~:-7  darstellen  wollen.    Sohin  ist: 
n  ft' 

und  danach 

(n'«' ««a)^^  +  (n'ß'— itjJ)Ä  + (ny -fiy)  C=0. 

Diese  und  die  vorige  Gleichung  können  bei  der  WillkOr  der 
Zahlen  A,  ß,  C  mitsammen  bekanntlich  nur  dann  bestehen,  wenn 
die  Coefficienten  dieser  Zahlen  in  einerlei  Verhältniss  zu  einan- 
der stehen,  also  wenn  sich  verhält: 

nV — WC n'ß' — nß n^ — wy m^ 

a  b  c  1  * 

wenn  die  Hilfszahl  m  der  Bedingung 

genOgt.  Würden  wir  selbe  bereits  kennen,  so  hätten  wir  für  die 
gesuchten  Richtcosinus  a*,  ß',  y'  die  Bestimmung^gleichungen : 

(8)  {  n^ß'=znß  +  mb, 

n'y'  =  ny  +  tnc. 

Erheben  wir  diese  zur  zweiten  Potenz,  zählen  sie  zusammen  und 
beachten  die  Gleichung  (5)  mit  den  bekannten  Beziehungsglei- 
chungen 

a«  +  6«  +  c*  =  l, 

««+^  +  y«  =  l, 

so  erfolgt: 

in*— 2n  cos«.  !»  =  «'■ — n*, 

und  daher  die  fragliche  Hllfszabl: 

m^ssn  cos  e  ±  Vw'* — ft'slne*. 

Um  über  das  Doppelzeicben  zu  entscheiden,  multipliciren  wir  die 
Gleichungen  (8)  mit  —  a,  — 6,  — c,  addfa'en  sie  und  berücksich- 
tigen die  Ausdrücke  (6)  und  (7),  so  erhalten  wir: 
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n'  cos  9  =:n  CO«  £  —  Hl  =  f  V^n'*  —  n*  sin  A 

Uierau»  erseben  wir  nun,  weil  n,  n*  als  abciolate  Zahlen  aiH 
gesehen  werden  und  cos^  positiv  sein  muss,  dass  obiger  Wurzel 
das  untere  Zeichen  zugeschrieben  werden  muss,  folglich 

(9)  m  s  n  cos  <  -*  Vn'*—  ««  sin  f* 

zu  setzen  ist.    Noch  finden  wir  eben  daraus  ganz  leicht: 

n*  sin  «•  =  n'*  sin  ^* 

oder,  weil  alle  vier  Potentiande  positiv  sein  müssen,  die  Worzel- 
glelchung : 

(10)  nsint=:  n'sin^   oder   sins:Bin^=-s— j» 

welche  Proportion,  da  sie  uns  ohnehin  bekannt  ist,  uns  hier  nur 
die  Versicherung  gewährt,  dass  wir  auf  der  rechten  Bahn  uns 
bewegen. 

3.  Bezüglich  der  Berechnung  der  Hilfszahl  m  Hesse  sich  noch 
die  Bemerkung  beifügen,  dass  man  den  positiven  cose  aus  (5), 
und  aus  ihm  oder  nach  dem  aus  ihm  leicht  abzuleitenden  Ausdrucke 

(11)  sin««  =  (by—cß)^  +  (ixt-^ay)^  +  (aß-^buf 

auch  noch  den  positiven  sins  berechnen  und  dann  sogleich  für  q 
aus  obiger  Proportion  den  positiven 

(12)  sin  1^  =  -^  sine 

anflinden  könne»  mit  dessen  Hitfe  man  endlich  die  vermittelnde 
Zahl  »1  aus  dem  in  der  Form  (9)  begründeten  Ausdrucke 

(13)  m=nco8f  — n'cos^ 

ausrechnen  kann. 

Sobald  der  Zahlwerth  von  tn  bekannt  ist,  lassen  sich  sofort 
gemäss  der  Gleichungen  (8)  die  allein  noch  unbekannten  Richt- 
cosinus  ofßY  des  gebrochenen  Lichtstrahls  ausmittein  und  da« 
durch  dieser  Strahl  voUkorame»  bestimmen. 

Zieht  man  es  vor,  die  Gleithnngen  desiielben  msanlBtena«- 
stellen,  so  erhält  man,  wenn  {x'y'z*)  einen  auf  ihm  wandelnden 
und  vom  Einfallspunkte  (IVSO  um  den  positiven  Fahrstrahl  r'  ab- 
stehenden Punkt  bezeichnet,  selbe  in  der  Gestalt: 


(14)    ,  ^^=^^=-^=j-. 
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Nach  EinstelioBg  der  Ar  |^  nf,  tf^  tt*,  ß',  y'  gefandeiien  Aus- 
drficke  indet  mao  endlich  die  Gleichungen  des  gebroche- 
nen Lichtstrahls  in  der  Gestall 

^  na-^ma  nß  +  mo  ny  +  mc       n' 

worin  nur  noch  k  und  m  durch  ihre,  gemSss  den  AusdrOcken  (6) 
und  (9)  oder  (13)  zu  berechnenden  Zahlwerlhe  zu  ersetsen  kämmen. 

4.  Der  senkrechte  Absfand  d'  der  durch  den  laufenden  Punkt 
{a^y'i')  zur  brechenden  Ebene  Ü  parallel  gelegten  Ebene  vom 
Coordinatenursprunge  ist,  dem  Ausdrucke  (1)  nachgebildet, 

daher  auch 

=  a(S'  +  aV)  +  6(1^'  +  /JV)  +  cß'  +  y'r') 
=  €i — r'cosp; 

mithin  ist  die  Entfernung  des  Punktes  {pc'y'%')  des  gebrochenen 
Lichtstrahles  von  der  Trennungsebeoe  Ü  selbst: 

i/'—- c2ss— r'cosp, 

und  sohin,  weil  r'  und  cos^  positiv  sind,  sicher  negativ;  zur 
Bestätigung,  dass  jeder  Punkt  des  gebrochenen  Licht- 
strahles auf  der  Kehrseite  der  die  beiden  Mittel  scheiden- 
den Ebene  Ü  liegt. 

5.  Noch  wollen  wir  uns  die  Ueberzeugung  verschaffen»  dass, 
wie  am  Schlüsse  des  Art.  IL  angeffihrt  wurde,  die  Yerlänge- 
rnng  des  einfallenden  Lichtstrahls  Ober  den  Einfalls- 
punkt  hinaus  wirklich  mit  dem  gebrochenes  Strahle» 
in  der  Einfallsebeoe,  auf  die  Rückseite  des  vollständigen 
Einfallslothes   falle. 

Der  fär  die  Gleichungen  (3)  des  einfallenden  Lichtstrahles  vor- 
ausgesetzte laufende  Punkt  (^,  y,  z)  liege  über  den  Einfallspunkt 
(SVS')  hinaus,  also  um  die  positive  Strecke  r— A  vor  ihm,  weil 
jener  Punkt  um  r,  dieser  um  k  von  dem  Ausgangspunkte  ($);£)  die- 
ses Strahles  absteht.    Dann  ist  denselben  Gleichungen  entsprechend : 

Mit  dieser  Strecke  r  — JS:  des  einfallenden  Strah[es  liegt  die  eben- 
falls vom  Einfallslothe  ausgebende  und  im  wandelbaren  Punkte 
(x'jf'i')  endende  Strecke  i^  des  gebrochenen  Lichtstrahles  in  dem- 


/ 


'i^ 


'/ 


^  '-^^ 
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also  in  IVirklicbkeit  die  so  eben  bedacgeneo  Proportionen 

üb'  —  ^_y'-^^ »' —  «_  »wr' 

a  6     ""     c  n' 

%w  VergewissertiDg  von  der  Richtigkeit  unserer  Bebaaptung. 

6.  '  Um  aas  diesen  ßir  die  Licbtbrechang  gefundenen  Formeln 
sofort  jene  fär  die  Zurfickprailung  des  Lichtes  zu  erhalten, 
braucht  man«  dem  Art.  III.  gemäss«  blos  den  Brechungsexponen- 
ten n'tnz=I^  also  n' z^n^  und  atugleicb  ^  =  180^.— e,  also 
cos ^=— cos e  zu  setzen. 

Für  den^  auffallen  den  Lichtstrahl  verbleiben  natürlich  die 
Gleichungen  (1)  bis  (6)  in  ihrer  Giltigkeit,  dagegen  findet  man 
ffir  den  zurückgeworfenen  Lichtstrahl  zuVurderst  vermOge 
(13)  die  Hilfszahl 

fit  =  n .  2  cos  c« 

sonach  zufolge  (8)  dieses  Strahles  Richtcosinus  i 

1a's=a-t-2acos(> 
/5'  =  /J  +  26co8e, 
y'=y  +  2cco8s; 
und  gemäss  (15)  seine  Gleichungen  t 

^  ^         a+2acos£""  /3  +  2Äcosf""y+2ccos€""''  ' 

wozu  die  Ausdrücke  von  k  und  cos;  aus  (6)  und  (5)  zu  entneh- 
men kommen. 

Der  laufende  Punkt  (a',y',x';  r')  dieses  zurückgeworfenen 
Lichtstrahls,  steht  von  der  Trennungfit-  oder  Spiegel -Ebene  Ü 
zufolge  Früherem  um  die  positive  Länge 

d'  —  rf=r'cos^ 

ab,  folglich  liegt  er  und  mit  ihm  dieser  ganze  Strahl  auf  der  Vor- 
derseite der  spiegelnden  Ebene  oder  er  geht  ins  erste  .Mittel 
wieder  zurück. 

Derselbe  Punkt  erhält  mit  demjenigen  Punkte  (x,y,  z;  r  —  k) 
der  Verlängerung  des  auffallenden  Lichtstrahles  einerlei  Projection 
in  der  Spiegel -Ebene,  für  welchen  r — k=iT'  ist,  der  nemlich 
mit  ihm  gleichweit  vom  Einfallspunkte  absteht,  was  auch  aus  ande- 
ren einfachen  fi^ttachtungen  einleuchtet. 

Thcil  XXXIV.  2-2 
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VI. 

Sweite  Auffpabe.    Wenn  die  krumme  Trennungs 
fläche  sweier  Mittel  und  der  einfalleDde  Llclitstralii 
(dorch  ihre  Gleichangen)  gegeben  sind,    soll  a.  der  gebro- 
chene   und    b.   der    zurückgeworfene    Strahl    gesucht 
\verdeu. 

1.    Ffir  rechtvfinkcAge  Coordlnaten  x^  y,  t  sei  die  Gleichens 
der  trennenden  Fläche  zweier  Mittel: 

(1)  fi^.y.  i)=0, 

und  die  Gleichungeu  des  einfallenden  Lichtstrahles  seien,  wie  in 
der  ersten  Aufgabe : 

^  '  u  p  Y 

Der  Einschnitt  dieser  Geraden  in  jene  Fläche  —  der  Einfallsponkt 
(x,  gy  x;  R)  —  ergibt  sich  aus  diesen  vier  Gleichungen,  und  zwar 
vielleicht  am  einfachsten,  wenn  man  in  (I)  für  x,  y,  z  Ihre  Aus- 
drücke aus  (2) : 

(3)  x^i  +  aR,    y  =  iy  +  /JÄ,    i  =  t+yÄ 

einstellt,  aus  der  so  entstehenden  Gleichung  den  Fahrstrahl  A* 
sucht  und  seinen  Ausdruck  wieder  in  <3)  einsetzt,  um  o:,  9,  : 
zu  erhalten. 

Set  nun  die  Dlffereotialgleichung  der  Fläche 

(4)  df{x,  y,  t)=:pdx+gdy  +  rdz^O, 

und  seien  die  dreierlei  partiellen  Differentialquotienten  p^  q,r 
auf  den  Einfallsputakt  bezogen ;  so  findet  man  die  Richtcosinus 
it,  6,  c  des  Einfallslothes,  d.  i.  derjenigen  Hälfte  (oder  Richtung) 
der  Normale  zur  Trennungsfläche  am  Einfallspunkte,  welche  auf 
jene  Seite  der  Fläche  hingeht,  von  welcher  der  einfallende  Licht- 
strahl zur  TrennungsSäche  gelangt;  aus  den  Proportionen: 

a      b       c       \ 
(6)  -=-  =  -  =  -. 

wofern 

(6)  p«+9*  +  r*  =  *« 

gesetzt  und  von  den   beiden   entgegengesetzt  gleichen    Werthen 
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der  Hilfszahl  $  deijeoige  geirlblt  nHfi,   dordr  ditii  iU  AvfvHcben 
Ricbtcosinus  ibre  rechten  QoalitfitsseicheD  empfangen. 

Da  im  vorliegenden  Falle  die  kfimm^»  Scbeidongsfläcbtf  der 
Mittel,  zafolge  des  Art.  \»,  dqrcb  ibre  BerSbrungsebene  am  Ein- 
fallspankte  vertreten  werden  kann,  so  dörfen  wir  sogleicb  die  in 
der  ersten  Aufgabe  anfgefundedefi  acblieaslieben  Recbnnngsvor- 
ginge  io  Anwendung  bringen, 

Demgemfisa  sucben  wir  vor  Allem  den  apilMn  EHifarNawmkd 
B,  nacb  V.  (6),  ans  dem  positiven  Anadmcke 

(7)  ,o«=-ei^±*^. 

dann  wie  früher  die  Uilfazabf 

(8)  ffi  =  nco8e  —  Vn'*— n^sin«*, 
oder  aocb  vorerst  den  spitzen  Brechungswinkel  g  aus 

(9)  sinöt^^sint, 

ti    » 

und  nachher  erst  diese  Hllfszabl 

(10)  m^tsn  ces  i-^n'  cos  q. 

Sonach  erhalten  ifir^   zulbige  V.  (B),   lies  giebr#cbeilen  Strables 
Richtcosinus  af,  ß' ,  /  aus 

Hl 


nVz^fia 


+7>' 


(")  \  n'ß'i^nß+i^i. 


m 


und  endlich  die  in  Frage  gestellten  Gleichungen  des  gebrc 
ebenen  Strables: 

^    '  nsa  +  mp  nsß  +  mg  Ji*y  + mr 

2.  F'lr  d«D  van  d^raetben  t\ftch%  ekk  nentlicberi  BtnfkHsfmnkte 
zurückgeworfenen  Strahl  erhalten  wir,  gemSss  V.  (17)  und 
(18),  seine  Ricbtcoainus  aus 

(13)  «'««44700»«,    /J'=i845i*cosf,    y'=±y+4-eosf, 

9  M  9 

22* 
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(14) 


S€t +2p  cos  s  "^  sß+2q  cos  £     $yi-2rcoss' 


VII. 


Beispiel.  Die  brechende  oder  zuräckwerfende 
krumme   Fläche   sei   ein    Blllpsold. 

Versetzen  wir  die  Coordinatenaxen  in  die  Axen  des  Ellip- 
soids  selbst»  deren  Längen  2A9  2B,  2C  sein  sollen,  so  ist  seine 
Gleichung : 

(1)  JÄ"^  B^^  C^^   * 

m 

und  wir  erhalten  fSr  den  Einfallspunkt  die  Coordinaten 

und  den  Fahrstriihl  R  aus 

oder  wenn  wir  abkürzend  setzen: 

ß«  Ä2  y» 

aus 

Sonach  ist 

(ER  +  F)«,=  H*. 
wofern  man  setzt: 

oder 

(4) 
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und  daher  erhSIt  man  R  ausgedrückt  mittels 

(5)  Ä  =  =^- 

DiffereDzirt  man  die  Gleichung  (l),  so  gibt  sie 


^i*»  +  ]^«^y  +  ;pä&=0. 


folglich  ist: 


(6) 


'      X       g-f-afi 

and 
(7)  «» = iÄ«  -f  >2  ATA  +  JT, 

tveon  man  akkSrzend  setzt: 

Danach  findet  man  s  aus 

(9)  C0S6= ==  — — 

und  die  Hilfszahl  m  aus: 


(10)  m 


=  -(n7)-Vn'«-n»+(«7)*. 


Zu  allen  diesen  vorbereiteten  Werthen  bieten  die  Gleichun- 
gen (12)  und  (14)  in  TL  sofort  die  fraglichen  Gleichungen  des 
gebrochenen  und  des  sorilckgeworfenen  Lichtstrahles. 
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Allgemeinere  Bestimmiqg  der  Länge  von  Nonien  an 

Maassstäben. 

Von 

Herrn  Dr.  fVilK  Mattka, 

Professor  der  Mathematik  an  «Uur  Hochschule  in  Prag. 


An  gerad-  und  kretslinigen  MaMMtäben  pflegt  man,  zor  Ht«- 
sung  von  aliquoten  Theilen  oder  von  Brüchen  der  auf  dem  Maas«- 
atabe  selbst  noch  aufgetragenen  kleinsten  Theilchen  (Strecken  oder 
Bogen),  oft  ein  kleines  Hilfsraanssstfibcheii,  Nonius  oder  Ver- 
nier  genannt,  daran  entlang  schleifbar,  anzubringen.  Die  Be- 
stimmung der  Länge  und  der  Gleichtheilung  dieses  Nonius  wird 
in  den  Lehrbüchern  der  angev^andt^  Geometrie  und  der  Physik 
immer  nur  in  beschränkter  Weise  gelehrt.  Gleichwohl  ist  noch 
eine  allgemeinere  solche  liängf^nbestimmung  der  Nonien, 
wenigstens  in  der  Lehre  (Theorie),  nidgUch,  .welche  unter  gewis- 
sen Umständen  dennoch  auch  zur  wirklichen  AusfOhrung  und 
Anwendung  (Praxis)  geeignet  sein  dOrfte  *). 


Sei  überhaupt  die  kleinste  auf  einem  solchen  Maassstabe 
noch  aufgetragene  Länge  =  ft,  ^ier  d^r  auf  dem  Nonius  befind* 


*)  Ihre  Grundlinien  and  ihr  Hanptergebniss  hatte  ich  bereits  in 
Juni  194S  in  m  einen  Vorlesangen  iMbar  fnhtttcihe  QaMaatrte  wm  kfoigL 
bdhiniseban  stAadkchaa  IMytechaNciim  hier,  ao  wm  ^odi  am  14-  «N* 
nnar  1A56  in  Att>tfil»aag  4flr  aalstwIaagmifc^Wicben  oa4  piathamsliaHfc<i 
Section  der  hiesigen  königl.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wiaaeaachaf- 
ten  Torgctragen,  wie  in  den  „ Abband longen  dieser  GeseUschafl'* ,  &tc 
Folge,  9ter  Band,  Prag  1857,  auf  Seite  51.  der  ,, Geschichte  der  Ge- 
sellschaff berichtet  wird. 
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liehen  gleichen  Theile  =  Vy  und  denke  man  sich  den  Anfangs- 
oder  Nullstrich  des  Nonius  in  der  Verlängerung  eines  Theilstrichs 
des  Maassstabes,  welchen  Theilstrich  wir  hier  kurz  auch  als  den 
nullten  des  M»assstab«s  zählen  woHen«  so  ist  der  Unterschied 
zwischen  einem  Noniustheil  v  und  einem  Maassstabtheil  ^,  oder 
der  Abstand  des  ersten  Noniusstriches  vom  ersten  Maassstabstriche 

entweder  v — p,   oder   ^i — v, 
je  nachdem  v  >  fi    oder  v  <  ^    ist. 

Soll  dieser  Unterschied   oder  Zwischenraum  etliche  aliquote, 
etwa  t  der  itten  Theile  des  Maassstabtheilchens  fi  betragen,  folglich 

u  u 

V  —  tt  =  i-  oder    u — v=i- 

^       n  ^  n 


sein,  so  muss 


hier   v=x— — fi,    da  1/  =  --— fi, 

71  Tl 


also  wenn  man 
setzt , 


7/rfc 
n 


gemacht  werden,  nemlich  es  muss  eine  gewisse  Anzahl  (m)  Maass- 
stabtheilchen  (fft)  auf  den  Nonius  übertragen  und  sohin  dessen 
Länge  fitf»  in  n  gleiche  Theilchen  (v)  getheilt  werden.  Hiernach 
Trägt  es  sich  also  um  jene  Anzahl  m  auf  den  Nonius  zu  fiber- 
setzender Maassstabtheilchen ,  insofern  der  Nenner  oder  die  An- 
zahl n  der  Gleichtheile  des  Nonius  wie  fast  immer  als  ang^eben 
vorausgesetzt  wird« 

Derogemäss  ist  der  Abstand  des  pten  Theilstrichs  des  Nonius 
vom  pitvk  Theilstriche  des  Maassstabes  oder  der  Unterschied  der 
Längen  pv  und  p^  entweder 

oder 

nemUch   immer    das  pfochc   des    Zwfecbenraaros  ihrer  ^beiderlei 
ersten  Theilstriche. 
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Nun  gebe  das  Product  pi  dnrch  n  getheiit  zum  Qootus  q  und 
,zuni  gewobnlicheo^   stets  unter  dem  Tbeiler  n  bleibenden  positi- 
ven Reste  t,  nemlieb 

so  wird 

1.    im  ersten  Falle,  wo  v>fft  ist,  der  Zwischenraum 


/       • 


und  biernacb 


pv— W  =  yf*  +  f^ 


pv  — (p  +  9')f*  =  r^  =  «p, 


d.  h.  der  Abstand  ep  des  pten  Tbeiistriebes  des  Nonius  vor  dem 
(p4-9)ten  Theilstricbe  des  Maassstabes  betrfigtr  der  nten  Theiie 
des  Maassstabtbeilchens  fi. 

Steht  nemlich  in  der  Ursteilung  (Taf.  III.  Fig.  5.)  mit  dem  Oten 
Theilstricbe  a  des  Maassstabes  M  der  Ote  Theilstrich  h  des  No- 
nius  N  Gberein,  so  ist  am  pten  Theilstricbe  d  des  Nonius  die 
bd:=zpv,  dagegen  am  (p-{-q)ten  Theilstricbe  c  des  Maassstabes 
die  ac=^(p  +  q)^;  mitbin  steht  der  Moniusstrich  d  vor  dem 
Maassstabstriche  e  um  die  Lange 

^       n 

und  man  sieht  sich  demgemäss  aufgefordert,  an  den  pten  Theil- 
strich d  des  Nonius  den  Zähler  r  der  nten  Theiie  von  f&,  folglich 
an  den  Oten-  Theilstrich  b  desselben  den  Zähler  0  zu  setzen. 

IL    Im  zweiten  Falle,  wo  v<fi  ist,  wird  die  Zwischeoweite 

pt^  —  pv  =  q(t,  +  r^ 
und  hiernach 

d.  i.  der  pie  Theilstrich  des  Nonius  steht  hinter  dem  (p^g)teü 
Theilstricbe  des  Maasstabes  um  r  der  nten  Theiie  des  f*. 

Steht   nemlich   in   der   Crstellung  (Taf.  UL  Fig.  6.)   mit  dem 
Oten    Theilstricbe  a  des  Maassstabes  M  der  Ote  Theilstrich  b  des 
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NoDins  N  10  gerader  Linie  ^  so  ist  am  pten  Theiktricbe  d  des 
NoDias  wieder  die  bd=^pv,  dagegen  am  (p — q)ieB  Theilstriche 
c  des  Maaasetabes  die  ac=s(p  —  f)ft;  mithin  steht  dcfr  Nonias- 
strich  d  hinter  dem  Maassstabstriche  c  am  die  Länge 

cd  =:  ac — 6d=  ep=:r  - » 

und  man  ineht  sich  auch  hier  veranlasst,  com  pten  Theilstriche  d 
des  Nonlus  den  Zähler  r  der  nten  Theile  des  fi  za  schreiben. 


Wenn  demnach  bei  dem  Abmessen  einer  bestimmten 
Länge  fb  der  pie  Theilstrich  d  del  Nonius  N  mit  einem  ge%vis- 
sen  Theilstriche  des  Maassstabes«  nameDtlich 

L  d^,  wo  v^ii  tat,  mit  dem  (p  +  g)ten  Theilstriche  c  des 
Maassstabes  JU  (Taf.  111.  Fig.  7.)  in  einerlei  Gerade  föllt;  so  ist 
von  den  in  Taf.  111.  Fig.  5.  äbereingefallenen  zwei  Nullstrichen  der 
mit  b  bezeichnete  Nullstrich  des  Nonius  hinter  den  Nullstrich  a 
des  Maassstabes  um  ab  der  Taf-IILFig.  7.  =cd  der  Taf.  111. 
Fig.  5.  zurück  oder  um  dieses  Streckchen  vom  Anfangspunkte  f 
der  zu  messenden  Länge  fb  weiter  geruckt.  'Denn  es  ist  in  Taf.  111. 

Fig.  7.   ab^db'-eazzicd  der  Taf.  111.  Fig. 5.  =ep=:r^.    Ist  nun 
fa  =  k^,   so  ist  das  Maass  der  vorgelegten  Länge: 

11.  Wenn  hingegen  da,  wo  v<fi  ist,  der  pie  Theilstrich  d 
des  Nonius  mit  dem  {p — ^)ten  Theilstriche  c  des  Maassstabes 
^  in  Taf.  III.  Fig.  8.  in  einerlei  Gerade  zu  stehen  kommt,  so  ist 
von  den  in  Taf.  III.  Fig.  6.  ubereingefallenen  zwei  Nullstrichen  der 
mit  b  bezeichnete  Nullstrich  des  Nonius  vor  den  Nullstrich  des 
Maassstabes  um  ab  der  Taf.  111.  Fig.  8.  =cd  der  Taf.  HI.  Fig.  6. 
vorwärts  oder  um  dieses  Strecklein  vom  Anfange  /  der  abzumes- 
senden Länge  fb  weiter  gerückt    Denn  es  ist  in  Taf.  III.  Fig.  8. 

ab^ac  —  bd= cd  der  Taf.  III.  Fig.  6.  =  ep  ==  r  -• 

Ist  nun  fa=:2kn,  so  ist  auch  hier  das  Maass  der  vorliegen- 
den Länge 
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Damit  aber»   wie  es    erfer^efllch   ist,    der  ErgSnsangsbreck 
ep=: -jift  jede  Anzahl  nf^r  The>le  ven  /*,  nenjich  0,  1,  2,....(it— 1) 

solche  Theile»  betrage «  wenn  die  Nammer  p  des  Noniosstrichs 
(Rb  natürfidte'  Zahlenreihe  d,  Is  2, ....  (ü*-!)  duroiigeht;  mm 
der  bei  der  Y heilang  y^n  pi  durch  n  HIckbleibende  Rest  r  dordh 
aus  verschieden  ausfallen,  und  sonach  darf  der  beständige  Unter- 
schied i  keinen  Theiler  mit  n  gemeinschaftlich  haben.  Denn  weon 
flir  p  nnd  p'  derselbe  Rest  r  entfiele ,  folglich 

pizi^ngi-r   und  p'is=iij'+r 

w^de»  dann  mOssle  ' 

sein,  mithin,  well  p  und  p' ,  afse  um  so*  mehr  p*-^p  kleiner  als 
n  ist,  t  mindestens  einen  gemeihscbaftlieheo  Theiler  mit  n  haben, 
wenn  nicht  durch  selbe  theifhar  sein.  Da  jedoeh  entweder 
i^rzm-^n  oder  t  =  n — m  ist,  so  mllsste  auch  fn  wenigstens  mit 
n  einen  Theiler  gemeinsam  haben  oder  hiedurch  theilbar  sero. 
Damit  demnach  von  den'  n  mSgliehen  Resten  r  keioe 
zwei  gleich  ausfatfen,  müssen  die  Anzahlen  m  nnin 
Prim^zahlen  uoter  sich  oder  gegen  einandex  prim  sein; 
und  nach  dieser  einfachen  Anforderung  bat  mau  sohin  zu  jedem 
angegebenen  Theiler  n  die  Anzahl  m  der  vom  Maassstabe  auf 
den  Nonius  zu  übertragenden  kleinsten  Maassstabtheilchen  ^  n 
w&hlen. 

Z.  B.  zum  Theiler  nc=  10 
passea  die  Anz^len  m^if  7,  9,  11,  13,  17,  19,....; 

für  den  Theiler  r  =  12 
eignen  sieb  die  Anzahlen  m  =  5,  7,  11»  13^  17,  19»— •; 

und  fth-  den  Theiler  n=l5 
taugeh  die  Anzahlen  m=4,  7,  8,  II,  13,  14,  16^  17,  19,.... 

Wählt  man  zum  Theiler  n=:10  die  Anzahl  fii=^7,  so  ist 
i=zn  —  m  =  3;  oder  wählt  man  hlefSr  die  Anzahl  ir=:I3,  so  bt 
t=m — n  auch  =3;    folglich  erhält  man  beide  Male 

zur  Nummer    p.  =0,    1,    2,    3,      4,      5, 

den  Dividend  /n=0,    3,    6,    9,    12,    15, 

also  den  Rest   r  =0,    3,    6,    9,      2,      5, 


6, 

7, 

8, 

9 

18, 

21. 

24, 

27. 

8, 

1, 

4 

7. 

pon  Nmften  am  SkuuMMen.  3S9 

Aacb  kann  man  fibwhtopt  di«  fragliche  Anzahl 

aas^tsen»  wofem  man  anr  I  gegen  n  prim  wftbtt  Für 
gleiche  subtractive  und  additive  t  ergibt  sich  dann  nattirlicb  eine 
nnd  dieselbe  Reihenfolge  dttlEl^ate  r. 

Z.  B.  4«!»  TMiler  n  7=:.}S  hf nq  man 

i^\y       5,      7,  folglich  die  Ansah! 
in  =  ]l»      7,      5  oder 
=  13,    17,    19  wfibien. 

Für  i^ssS  ^#f  fflr  mas?  and  m3sl7  erhält  man  demnaefa 

«um Noniusatrich Nummer /'=:0,  1|  %  3,  4»  5,  6,  7»  ^  9i  10,  U, 
4ea  iU»st  od^r  ZlUUvr     rPxQ»  5,  10,  3,  «^  1,  0^  II.  4,  9,    3,    7. 

Die  In  diesen  Beispielen  aufgefundenen  Reste  sind  demnach 
in  denselben  Reihenfolgen  den  nach  einander  kommenden  Theil- 
strichen  des  Monius  als  AbzSMer,  dort  yon  lOtelp,  hier  von  12teln, 
des  kleinsten  Maassstabtbeilchens  beizusetzen. 

Da  man  beim  Ablesen  der  Abmessungen  ohnehin  jedesmal 
Qachseben  muss,  welcher  Th^ilstrich  des  Noniaa  mit  einem  TheU« 
striche  des  M^^asstabes  GbereinfallQ;  so  l|^on  man  an  demselben 
Noniusstricbe  offenbar  auch  sofort  ganz  leicht  den  Zähler  der 
aliquoten  oder  Bruobtheiie  des  kleinsten  Maassstabstreckchens 
ablesen ;  deshalb  ist  es  ffir  die  Praxis  keineswegs  nnerlfisslich, 
dass  die  auf  dem  Nonius  anzusetzenden  Zähler  gerade  in  natfir- 
licher  Reihung  auf  einander  folgen. 


5. 

Um  n<Kh  über  dki  Abfolge  der  Zähler  oder  Re^ite  r, 
natfiiUober  Anordnikj^g  di^r  Nummern  p  der  Nonimwtricbe,  Aaf- 
sjqUii^s  %^  erb«lt«u,  hetr^^htm  ifii  ^b«riAai«i  die  aUfi?aieU»a  i;bei- 

lungsgleichung 

pi  =  it^r  -|-  r 

und  lassen  die  Ordniiog/9«ahl  p  des  Dioniusstricbs  auf  die  um  ^p 
h9here  p-\-  /tp  aufsteigen.  Dann  erhebt  sich  der  Quotus  q  auf 
q+  /Ig  und  def  Rest  r  auf  r•^■/ir,  mithin  ist  auch: 

ip^^p)i=:n(g+Jg)  +  (r+  Jr), 

und  wenn  man  hieven  die  vorige  Gleichung  abzieht,  die  allge- 
meine Differenzengleichung : 
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idp  =:  ndq  -f  Jr. 

Durchgeht  man  die  Theilstriche  des  Noniutf  der  Reibe  oacb 
vom  Oten  bis  zum  (n-rl)ten»  so  ist  die  Steigung  ihrer  Nummern 
stets  Jpssl,  also 

I.  Sollen  hierbei  auch  die  Reste  r  in  ihrer  natürlichen 
Ordnung  ansteigen,  soll  also  Jr=^l  bleiben,  so  muss  man 
ivählen : 

i=znJq  +  l, 

und  sonach  kann,  weil  i  so  wie  n  nur  positiv  gehalten  wurden» 
auch  Jq  nicht  negativ  ausfallen.  Da  ferner,  wenn  man  m^n — i 
wählt,  m  nicht  negativ  werden  darf,  und  wenn  man  m=:jt-f  f 
setzt,  die  Länge  m^  des  Nonius  möglichst  klein  gemacht  werden 
soll;  so  wird  man  immer  t  <»  wählen  —  was  auch  mit  der  Grand- 
bedeutung von  i  als  Zähler  eines  echten  Bruches  im  Einklänge 
steht  — ;  mithin  kann  hier  blos  Jqz=zO  uni  t=:l  sein,  und  so- 
hin  ist  die  fragliche  Anzahl 

iii  =  nf  1. 

Dies  ist  bekanntlich  die  fibliche  Bestimmungszahl  der  auf 
den  Nonius  zu  Ober^ragenden  Massstabtheile. 

II.  Aus  obiger  Differenzengleiehung  folgt  noch  ftir  jilp  =  1 
die  in  Frage  gestellte  Aenderung  des  Restes 

Jr  =  i  —  nJq, 

Weil  nun  jederzeit  i<n  sein  muss,  kann  nur  zusammen  besteben 

Jq=:0  mit  Jr^=:i 
und   Jq=zl  mit  Jr= — («— 0, 

d.h.  bei  der  Theilung  der  geordneten  Vielfachen  pt  =  0,  t,  2£, .... 
....(n  —  l)t  durch  n  kann  der  entfallende  Rest  r  nur  entweder, 
wenn  der  Qnotus  q  ungeändert  bleibt,  um  t  wachsen  oder,  wenn 
der  Quotus  q  um  1  steigt,  um  n  —  t  abnehmen. 

So  Gberzeugt  man  sich  an  obigen  Beispielen,  dass  bei  n=10 
nnd  1  =  3  die  Reste  der  Reihe  nach  gewöhnlich  um  3  stdgen 
und  nur  ausnahmsweis  um  7  fallen;  so  wie,  dass  bei  ii=I2 
und   1  =  5  die  Reste  bald  um  5  steigen,  bald  um  7  sinken. 
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Ein  kritischer  Nachtrag  zur  Gescliichte  der  Erfindung 

der  Logarithmen^, 

mit  Beziehung  nuf  Abhandlung  III.  im  15ten  Theil,  2.  Heft, 

S.  121.  — 196.  im  Archiv,  1850. 

Von 

Herrn  Dr.  fVilh*  Matzka^ 

Professor  der  Matbematilc  an  der  Huchschole  sn  Prag. 


Eine  akademische  Geiegenbeitarede  gab  mir  im  verliehenen 
April  Veranlassung,  noch  einmal  über  den  Wertb  der  Leistungen 
beider,  gewubulich  dafür  ausgegebenen,  Erfinder  der  Logarithmen 
nachzudenken;  vielleicht  dörfte  die  Veröffentlichung  der  gewon- 
nenen Ergebnisse  dieser  Forschung  auch  ^em  grösseren  mathe- 
matischen Leserkreise  nicht  unwillkommen  sein. 

A.    Jolm  ITeper. 

1.  Meper's  Erklämngsweise  der  Logarithmen  mittels  Zasam- 
menbaltens  zweier  gleichzeitigen  geradlinigen  Bewegungen  zweier 
Punkte,  und  zwar  einer  gleich  förmigen  mit  einer  in  veränder- 
lichem Verhaltnisse  verzögerten,  welch'  beide  mit  einerlei  Ge- 
schwindigkeit anheben^),  erscheint  heim  erstmaligen  Vernehmen 
und  obenhin  Besehen  allerdings  .nicht  wenig  sonderbar ;  allein  bei 
längerer  nnd  genauerer  Durchforschung  liberzeugt  man  sich  mit 
aufrichtiger  Bewunderung,  dass  selbe  in  Bezug  auf  scharfe  Kenn- 
zeichnung der  innersten  Wesenheit  der  allgemeinen  Zahlen,  also  auch 
ihrer  Logarithmen,  eine  Vortrefflichkeit  besitzt,  welche  durchweg 
allen  nachgefolgten  Erklärungen  desselben  Gegenstandes  abgebt. 


*)  Archiv  a.  a.  O.  S.  1S2—  134. 
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Sie  schliesst  nemlich  in  sich  das  am  spStesten  von  dea  kri- 
tischen Mathemafiltern  erkannte  und  den  Begriff  der  aligemeiDeii 
Zahl  vervollständigende  Merkmal  der  Stetigkeit  (Continaitfit) 
der  Zahlen  überhaupt,  bei  Neper  insbesondere  die  Stetigkeit 
der  Logarithmen  und  ihrer  Logarithmande ,  das  ist  derjenigen 
Zahlen,  denen  sie  angehören ,  und  es  mochte  diese  Begriflsent- 
Wickelung  der  Logarithmen  durch  Neper»  in  der  allmSlichen  Her- 
ausbildung der  allgemeinen  Grössen-  und  Zahlenlehre»  wohl  der 
erste  Fall  sein,  wo  dieser,  fiir  die  höhere  Analysis  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Erforschung  der  Linien  und  Flächen  völlig 
unumgängliche  und  unentbehrliche  Begriff  mit  berficksichti- 
get  ward. 

Nach  Neper's  BegtiffAbestimmuiig  stOllt  der  Weg,  der  von 
seinem  zuerst  angenommenen  gleichförmig  (in  gleichen  Zeiten 
gleich  weit)  vorrückenden  Punkte  jeweilig  zurückgelegt  wird,  den 
Logarithmus  desjenigen  Weges  vor,  den  der  andere  Hilfsponkt 
bis  zu  einem  vorgesteckten  Ziele  hin  noch  zu  durchlaufen  hat; 
wofern  seine  Geschwindigkeit  und  deren  Verzögerung  (negative 
Beschleunigung  —  Accet^ration  — )  stetA  eben  diesem  noch  zu 
durchlaufenden  Wege  proportionirt  bleibt. 

Beide  Wege  als  solche  —  mithin  auch  der  von  ihnen  vorge- 
stellte oder  abgebildete  Logarithmus  und  Logarithmand  —  ändern 
Sfoh  iftin  stetig  oder  mit  Stetigkeit»  d.  fa.  sie  durcbgebefl  g;leich- 
zeitig  oder  mit  eltvandef  Schritt  haltend  altmäJicb  die  Zwischen- 
stufen von  Grösse  oder  Grossheft  (magnfeadfi^,  qtisfititas)  rikrre 
Uebergebttng  auch  nur  einer  einzigen  sofchen  Shife;  mfCMli  tiefte 
raeo  bei  Nepef'6  Anordmmg  einers^fts  die  Logarftbrnande  oder 
Zahlen  stetig  ab,  Andereriielt»  Ihi'^f  Logarftbmen  utetl^  2a. 

IL  Treffendere  und  verständlichere  Bilder  für  derlei  gleich- 
zeitige und  stetige  Aendertmgetf  zusammenhängender  Veränder- 
lichen, wie  die  von  Neper  gewällten  neben  und  mit  einander 
bestehenden  Bewegungen  stofflicher  Punkte  besitzen  wir  aber 
nicht.  Denn  die  einfachste  und  allbekannte  stetig  wachsende^ 
gleichsam  fortfliessende  Grösse  ist  die  Zeit  —  Dauerzcit  einer 
Erscheinung  — ;  die  nächste  eben  so  einfaehe  stetig  zu*  oder  ab- 
nehmende Grösse  ist  ein  gerader  Weg,  den  ein  nach  einem  be- 
stimmten Gesetze  bewegter  Stoffponkt  entweder  bereits  znrSck- 
gelegt  hat  oder  erst  noch  zurücklegen  soll. 

Dalben  erfassen  die  flbrigeo  Erklfitcnr  der  Legttrifhnieifr  ts« 
Zahlen,  nar  Reiben  von.  In  gewfeeeB  Al>eiftzen  oder  Z wische»* 
weiten  auf  einander  folgendien ^  als<^  geiieatiCeft  SMsäridlm  (Madien) 
solcher  gleichzeitig  vor  sich  gebenden  Bewegungen  mit  den,  ent- 
weder durchlaufenen  oder  noch  bestehenden  Wegstrecken. 
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Frailidb  fSr  die  frirklioh«  Ausrediiuing  d«r  LogarUbnMii  zu 
vonuw  gieBteUteo  ReiiMB  toa  Zahlen  wie  £u  jener  d*r  Siniui  und 
Tangenten  der  von  90  Craden  an  mimitenifeise  abnehmenden 
Winkel  oder  Kreiabogen»  vermochte  Neper  aueh  nicht  andere» 
als  »eine  Nachfolger  vorauszugehen;  auch  er  musste  Reihen 
zQsanimdng^hSriger  Wegstrecken  neben  einander  stellen,  eine 
arithmelieehe  ateigende«  ivelehe  die  Legerkfamen,  nnd  eine  geo* 
metrlech  lallende»  welche  die  Zahlen  derselben  verbildlicht  Allein 
Reiben  steifen  *-  wie  Neper  sehr  scharfsichtig  berausgefiihlt 
hatte  —  keineswegs  stetig  oder  fliessend  sich  ändernde  Gros- 
sen, sondern  jedesmal  nur  sprung-  oder  ruck  weis  abgeänderte 
Werthe  gewisser  veränderlichen  Grossen  vor;  sie  sind  und  blei- 
ben in  ihrem  Laufe  immer  unstetig  (discontinuirlich).  Deshalb 
kann  irgend  eine  willkürlich  festgesetzte  Grosse  nur  zufällig  in 
einer  gesetzmässigen  Reihe  von  Grossen  derselben  Art  vor- 
kommen, in  der  Meistzahl  der  Fälle  aber  lediglich  zwischen  ein 
Paar  Nachbarglieder  dieser  Reibe  hineinfallen,  wogegen  eine  in 
zureichendem  umfange  stetig  wachsende  oder  abnehmende  Ver- 
änderliche dieser  Art  auch  jene  festgesetzte  ^Grosse  nothwendig 
dorebwandem  moss. 

Zwar  kann  man,  durch  einschieben  oder  Einschalten  einer 
nach  dem  nemlicben  Gesetze  gebildeten  Hilfsreihe  zwischen  jenes 
Paar,  b<enach barter  Glieder,  die  Mauptreibe  vervollständigen, 
ihre  Lücken  so  schmälern,  dasa  sie  entweder  auch  jene  gewisse 
vorgelegte  Grosse  ^selbst  mit  enthält  oder  mindestens  möglichst 
eng  sieb  an  selbe  anAchliesst;  allein  nothwendig  und  vollständig 
erreichen  muss  sie  dlet^elbe  doch  keineswegs,  namentlich  In 
den  so  unendlich  häufigen  Fällen  nicht,  wo  diese  voraus  festge- 
stettte  Grosse  in  Bezug  aaf  die  Messeinheit  ihrer  Art  einen  irra- 
tionalen Zahlwerth  besitzt.  Somitmuss  bei  der  AneinandersteRung 
einer  geometrischen  Reihe  von  Zahlen  und  einer  arithmetischen 
Reihe  ihrer  Logarithmen  erst  noch  scharf  dargethan  werden, 
dass  jeglicher  Zahl,  sie  sei  ganz  oder  gebrochen,  rational  oder 
irrational,  ein  und  nur  ein  Logarithme  entspreiibe  und  umge- 
kehrt; bei  Neper*s  bildlicher  Darstdlnng  durch  sein  Paar  gleich- 
zeitiger Bewegungen  drängt  sich  diese  Wahrheit  ganz  unbe- 
zweifelbar  von  selbst  auf. 

IlL  Bevor  wir  diesen  grossen  Denker  verlassen,  möge  es 
noch  erlaubt  sein,  wenn  es  auch  hier  weniger  zur  Sache  geboren 
mag,  die  Arten  oder  Gesetze  dieser  zweierlei  Bewegungen,  be- 
sonders der  letzteren,  etwas  genauer  zu  besehen. 

Den  ersten  Stoffpnnkt  denkt  sich  Neper  gleichförmig 
in  8  Unbestimmte  binaos  auf  gerader  Bahn  bewegt.     Dieser  lege 
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non  während  der  vom  Zeitpunkte  NaII  ao  beginnendeot  and  fort- 
fliesseDden  Zeit  t  den  Weg  x,  also  im  Zeitelemente  dt  das  nSchst- 
folgende  Wegstreckchen  dx  znrfick;  so  ist«  weil  der  Ponkt  in 
jederlei  glelchdaoernden  Zeiten  gleich  lange  Wege  zurücklegt,  seine 

dx 
Geschwindigkeit  u  oder  -^   dem,  in  jeder  von  wann  immer  ange- 
fangen  gerechneten  Zelteinheit  znrflckgelegten,   also  sich  immer 
gleich  bleibenden  Wege,    dessen  Länge  k  heissen  möge,  gleich; 
nemlich  es  ist  des  bewegten  Stofftheilchens  Geschwindigkeit 

dx 

Daraus  folgt  die  Beschleunigung  (Acceleration)  dieser Be^ 
wegung,  das  Differential verhältniss  ihrer  Geschwindigkeit  zur  Zeit, 

du d^x  _^ 

d.  i.  gleich  Null  oder  es  besteht  hier  keinerlei  Beschleanigung. 

Umgekehrt  gibt  die  Integration  der  ersteren  Differentialglei- 
chung, wenn  »man  sie  von  <  =  0  und  dr  =  0  anfangen  iSsst,  die 
endliche  und  erschöpfende  ßewegungsgleichung,  bestimmend  den 
vom  Beweglichen  jeweilig  durchlaufenen  Weg 

Den  zweiten  Stoffpunkt  denkt  sich  Neper  auf  einer  anderen 
Geraden  ungleichförmig  fortschreitend,  zur  Zeit  0  von  seiner 
Zielstelle  um  die  Strecke  q  abstehend  und  in  derselben  früher 
betrachteten  Zeit  t  den  Weg  x  dermassen  zurücklegend ,  dass 
der  Punkt  am  Schlüsse  derselben  noch  um  die  Strecke 

y-Q  —  i 

von  seinem  Zielpunkte  abstehe.  Im  nachfolgenden  Zeittbeilcben 
dt  durchlaufe  er  das  Wegtheilchen  dz  und  nähere  sich  seinem 
Ziele  um  dy^-^dz  mit  einer  Geschwindigkeit 

_  ^^  _  — dy 
^"^dflU" 

Diese  nun  soll  dem  zurückzulegenden  Wege  y  proportiönirt  sein, 
also  zu  ihm  sich  so  verhalten^  wie  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit X  vom  anfänglichen  A,bstande  q  des  bewegten  Punktes 
von  seinem  Ziele  oder  auch  wie  diejenige  Geschwindigkeit  e  des 
Beweglichen  da,  wo  es  um  die  Längeneinheit  oder  um  die  Länge 
1  noch  vom  Ziele  absteht ,  das  ist:  es  soll  sich  verhalten 
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oder  die  znr  Zeit  f  eintretende    ivandelbare    Geschviindig- 
keit  soll  seia:     . 

und  die  Anfangsgeschwindigkeit  x=zcq. 

Dann  ist  die  Beschleunigung  dieser  Geschwindigkeit: 

,,      dv        iltt 

oder  auch    6  =  —  c^g,  folglieh  ebenfalls  proportionirt  dem  noch 
bis  an's  Ziel  hin  bevorstehenden  Wege  y. 

Die  zu  Anfang  der  Bewegung,  nemlich  bei  t=:0  und  5f  =  p> 
stattfindende  Beschleunigung  der  Anfangsgeschwindigkeit  x  ist 
sonach 

y=r — cx=:-i 9 

und  die  wandelbare  Beschleunigung: 

«der   es  verhält  sich  auch: 

Bei  dieser  Bewegung  ist  demnach  eben  so,  wie  bei  den  pen- 
delartigen Schwingungen  oder  Erzitterungen  kleinster  Stofftheil- 
chen  »um  ihre  uranfangliche  Ruhelage,  die  Beschleunigung  dem 
jeweiligen  Abstände  des  Beweglichen  von  einem  gewissen  fest« 
Steheoden  Punkte  (im  letzteren  Falle  von  der  Ruhelage)  propor- 
tionirt; nur  ist  bei  derlei  Schwingungen  das  jeweilige  Verhältniss 
der  Beschleunigung  G  zum  Abstände  y  des  Beweglichen  vom  Ziele 
positiv,  in  Neper*8  zweiiem  Bewegungsfalle  hingegen  negativ. 

Aus  der  leicht  herstellbaren  Differentialgleichung  der  Bewegung 


folgt  sofort: 


9 
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daher,  wenn  man  Ton  <  =  0  und  jf  =  ^  ao  iotegrirt,  ist  (in  n^^^'' 
liehen  Logarithmen,  die  n-ir  hios  durch  /  andeuten): 


folglich 


/«=ce, 

y 


y  ^ 

Sonach  findet  man  für  jede  Zeit  /  den  Abstand  des  bcweg- 
teg  Punktes  von  seinem  Ziele; 


y  =  9^"'^* 
den  durchlaufenen  Weg: 

die  Geschwindigkeit: 

r  =  ««-<*, 
und  die  Beschleunigung: 

Aus  der  letztern  findet  man  noch  das  Differential- VerhfiltDis» 
der  Beschleunigung  zur  Zeit: 

-—  =  c^e"-«'  =  ch , 
dt 

welches  daher  immer  positiv  ausßUlt. 

Im  Verlaufe  der  Zeit  nähert  sich  demnach  der  bewegUche 
Punkt  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  und  mit  einer  mehr  and 
mehr  zunehmenden  Verzögerung  seinem  Ziele,  ohne  jedoch  die- 
ses Ziel  je  vollkommen  zu  erreichen.    Denn  nie  kann  der  Abstend 

des  Bewegliehen  vom  Ziele  streng  NuH  (avfgeboben,  au  wUMf 
werden ,  wenn  er  auch  bei  tmendlicbem  Wachsen  der  Zeil  t  n- 
endtich  abnimmt. 

Während  demnach  Im  steten  Fortlaufe  der  mit  Null  anheber 
den  Zeit  I  der  Logaritbme  x  von  Null  an  über  «Ue  Greoaea  hit- 
aus  wächst,  nimmt  die  Zahl  y,  welcher  er  angehört,  von  ihres 
Anfangswerthe  q  w  unaufhOdicb  ab  und  slrebt  der  Null  als  Grenzeis. 

IV.  Noch  dürfte  folgende  Bemerkung  nicht  ohne  Interesse  seia 

Neper  hat  sich  die  Bewegusigrn  beider  StolTpunkte  in  belie- 
bigen Geraden  vor  sich  gehend  gedscht,  da  es  für  seinen  Zweck 
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l^anz  gleichgiltig  war«  wie  er  diese  geraden  Bahnen  gegen  ein- 
ander stellte.  Man  mochte  hiebet  fast  bedauern,  das»  er  nicht 
auf  den  Gedanken  gerietb,  sie  auf  einander  senkrecht  zu  stel- 
len» weil  d^nn  diese  zwei  gleichzeitigen»  g^en  einander  senk- 
recht gerichteten  Bewegungen  sich  in  eine  einzige  krummlinige 
zusammengesetzt  hätten;  nemlich«  weil  er  dann  jene  zwei  gerad- 
Hnigen  Bewegungen  als  die  Bewegungen  der  Fusspunkte  P  und 
Q  (Taf.  III.  Fig.  9.)  derjenigen  Senkrechten  MP,  MQ  hätte  an- 
schauen können ;  welche  aus  einem  ^  auf  einer  krummen  Linie  J72 
sich  bewegenden  Punkte  ^  auf  zwei  sich  senkrecht  durchschnei- 
dende Axen  Oa,  Oy  gefßhrt  werden. 

Sei  nemlich  zur  Zeit  Null  der  bewegliche  Punkt  auf  der 
Geraden  Oas  lu  D,  der  auf  der  Oy  sich  bewegende  Punkt  in  E, 
folglich  der  die  krumme  Linie  Hz  durchlaufende  Punkt  in  A,  dem 
Durchschnitte  der  in  D  und  E  auf  Ox  und  Oy  senkrecht  aufge-* 
stellten  Geraden.  Seien  OD=^l  und  OE=irj  die  Abstände  der 
Punkte  D  und  £  von  O.  Zur  Zeit  t  befinde  sich  der  erstere 
Stoffpankt  in  P,  der  zweite  in  Q  und  der  auf  der  Krununen  Ax 
sich  bewegende  Punkt  in  JU,  und  seien  OPzsob'  und  OQ^^y' 
die  Abstände  der  Punkte  P  und  Q  von  O.  Auf  der  Ox  wurde 
von  Z>  aus  in  gleichförmigem  Fortschritt  der  Weg 

DP=xz=ikt 

zurückgelegt,  also  ist 

und 

Auf  der  Oy  sei  C  das  Ziel  des  bewegten  Stoffpunktes,  also 
EC^=Q  und 

QCr^y==:Qe-^, 

mitbin 


Oe=  OE-^EC-i^  CQ, 

y'-fl  —  Q  +  y, 


folglich 


Hätte  dann  Neper  die  veränderlichen  Abstände  der  beweg- 
liehen  Punkte  von  O  aus  gerechnet,  nemHch  OP=  x'  und  OQ=y' 
aogeeommen»  und  hätte  er  den  Abstand  x'  den  Logaritbttiiis  von 
y  genannt;  «o  bStI»  er  den  ZMeammenknng  dieaer  swei  Abntände 
—  gegnnwirlig  Goevdionten  benennt  -7  dnreb  diese  Gleiehnng 

23* 
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af  =  Logy 

dargestellt,  und  so  wGrde  er  der  Erste  die  später  von  Des  Car- 
tes  ersonnene  Darstellung  krummer  Linien  durch  Gteicbungen 
zwischen  gevrissen  Strecken  und  Winkeln  (Coordinaten)  bereite 
ausgeführt  haben. 

Es  würde  hiebei  ganz  natürlich  gewesen  sein,  wenn  Neper 
zur  Vereinfachung  seiner  Untersuchungen,  wie  es  ihm  frei  stand, 
in  Taf.  III.  Fig.  9.  den  Ausgangspunkt  D  des  ersten  StoiTtheil- 
chens  auch  zum  Zielpunkte  C  des  zweiten  gewählt  hätte,  Dem- 
lieb  wenn  er  OZ>=|  =  0  und  EO  =  EC,  also.i7=p  gemacht 
hätte.  Da  wäre  OP^DP,  OQ^^CQ  oder  in  der  eibtcbem 
Taf.  III.  Fig.  10. : 

also 

das  Paar  der  Gleichungen  der  krummen  Bahn  AMz  gewordei. 
und  Neper 's  Gleichung  dieser  Linie  würde  die  Gestalt 

X  =  Log.  Nep.  y 
angenommen  haben. 

Unsere  jetzige  Ausdrncksweise  derselben  Gleichheit  ist: 


X  _K  » 


oder,  wenn  wir  natürliche  Logarithmen  benutzen,  arogekehrt: 

Beachtet  man  noch,  dass  Neper  die  Anfangsgeschwindig' 
keiten  k  und  x  beider  bewegten  Punkte  als  gleich  unterstellte, 
so  hätte  seine  krumme  Linie  die  Gleichung  erhalten: 

9 
und 

9     y        9 

Bekanntlich  ist  dies  die  Gleichung  der  Logistik  oder  logt- 
rithmischen  Linie,  folglich  gewinnt  man  durch  diese  Betnck- 
tungen  zugleich  eine  Terständlichere  Erzeugaogsweise  dieser 
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als  in  deo  Lehrbdchern  der  analytiscbeo  Geometrie  vorgetragen 
SU  werden  pflegt. 


Es  hat  sich  bekanntlich  unter  den  Mathematikern  die  ganz 
gewöhnliche  Ansicht  geltend  gemacht,  dass  Byrg  mindestens 
mit  Neper  gleichzeitiger,  wenn  nicht  sogai^  früherer,  folglicb 
eigentlicher  Erfinder  der  Logarithmen  sei.  Aoch  ich  war  bisher 
der  erstem  Ansicht  zugethan,  wie  aus  meiner  Abhandlung  im 
Archiv  Tbl.  XV.,  Hft.  2.,  1860,  S.  136,  Art.  6.  erhellt.  Allein 
nach  einer  durch  Abfassung  erwähnter  Gelegenheitsrede  veran- 
lassten eindringlicheren  Forschung,  besonders  der  von  Herrn 
Gymnasial -Oberlehrer  Dr.  Gieswald  zu  Danzig  im  Jänner  1856 
mit  dem  Schulprogramm  veröffentlichten  Abhandlung:  „Justus 
Byrg  als  Mathematiker  und  dessen  Einleitung  in  seine 
Logarithmen'*,  sehe  ich  mich  gezwungen,  diese  Anschauung 
aufzugeben.  Ich  entschloss  mich  hiezu  allerdings  um  so  schwe- 
rer, als  ich  —  ein  Vollblut -Deutscher  —  es  viel  lieber  gesehen 
hätte,  wenn  es  muglich  wäre,  diese  so  wichtige  Erfindung  unse- 
rem grossen  Volke  unbedenklich  zuschreiben  zu  dürfen.  Doch 
der  Wahrheit  und  Gerechtigkeit  rouss  die  Vorliebe  zu  den  Stamm- 
genossen welchen. 

Bekannt  ist  es*),  dass  Michael  Stifel,  ein  gelehrter  Dorf- 
prediger in  Haberstro,  jetzt  Haffstrom  genannt,  bei  Königsberg 
in  Preussen,  im  Jahre  1547  seine  Arithmetica  integra  heraus- 
gab, in  welcher  er  (Seite 249)  die  arithmetische  natürliche  Reihe 
der  ganzen  Zahlen 

_3,  _2,  -1;    0;    I,  2,  3,    4,  ... 

mit  der  geometrischen 

9,       4,       iB 9    1;    2,  4,  o,  iD,..*. 

Glied  fflr  Glied  unter  einander  stellte  und  sich  Ober  den  Zusam- 
menbang der  Paare  gleichstelliger  Glieder  heider  Reihen  kurz 
wie  folgt  äussert: 

Qualiacunque  facit  progressio  geometrica 
multiplicando  et  dividendo, 
talia  facit  progressio  arithmetica 
addendo   et   subtrahendo. 


*)  Man  vergleiche:     P.  N.  L.  £gen,  Handbuch  <ler  allgemein 

n«n   Arithmetik.    2.  Aafl.     I.Tbl.      Berlin  1833.    $.164.     S.  258. 

Dn  Gieewald,  JnMut  Uyrg  nia  MiitheniRtiker,  S.  18,  20  ff. 
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In  Lib. Lpag. 35.  sagt  er  ferner: 

Additio  in  Arithnieticis  progressionibus  respondet 

niultiplicationi   in   Geonietricis; 

Sabtractio   in  Arithnieticis  respondet 

in  Geometricis  d^ivisioni. 

Divisio  in  Arithnieticis  progressionibus  respondet 

eztractionibus  radicnm  in  progressionibus  Geometricis. 

Dt  dimidiatio  in  Arithnieticis  respondet 

extractioni  qnadratae  in  Geometricis. 
Triplatio  in  Arithmeticis  respondet 
multiplicationi   cubicae  in  Geometricis. 
Quintuplatio  in  Arithmeticis  respondet 
multiplicationi  snrdesolidae  in  Geometricis. 

et  sie  de  aliis  in   infinitum. 

In  der  Vorrede  zif  dem  »^Kartzen  Bericht*)  der  Progresi- 
Tabuien,  Wie  dieselbigen  nutzlich  io  allerley  Rechoungen  n 
gebrauchen 'S  welchen  Byrg  seinen  im  Jahre  1620  zu  Prag  Iwf- 
ausgegebenen  Progress  -  Tabulen  beizudrucken  unterlassen  batt«, 
äussert  sich  derselbe  nun  wie  folgt:  ;,Setra^teitt  bctoivegm  tk 
eigenfil^affi  unb  Correspondeoz  ber  2  progressen  alf  bcr  Arithme- 
tischen mit  itt  Geometrischen,  bo^  loa^  in  ber  tfl  Maltipliciren,  $ 
ttt  tener  nur  Addiern  imb  tt)a<^  m  ber  tfl  Diuidiren  in  Untt  subtn- 
hiern  unb  tt>a^  tn  ber  tfl  radicem  quadratam  extrahirn  ist  toter  m 
tß  ^alitrett;  radicem  cubicam  extrahirn  nur  tn  3  diuidiern«  radicen 
Zensi  tn  4.  Diuidiern,  Sursolidam  ttt  5  ttnb  alfo  fort  in  ofiben 
quaotiteten. ''  Man  wird  demnach  kaum  umhin  kunneii«  diese  Er- 
Ifiuterung  Byrg's  für  etwas  Anderes  als  eine  Debersetzung  der 
eben  angeführten  Stelle  aus  StifeTs  Werk  anzusehen. 

Seinen  Bericht  beginnt  er  mit  den  Worten: 

,  „3«  ^i^ff»  Tabulen  ftnbet  man  ^v^tittU^  ^^^tn,  Ctne  mitt  rot^ 
Caractren,  xo(l6)t  n>te  einem  ieben  leic^tlic^  jn  fe^en  nic^td  anbre^  bans 
tixi  Arithmetischer  progress ,  bie  Ottbere  aber  vaii  f(^iDar)cn  m^tf 
anberd  bann  ein  Geometrischer  progress  ift,  nnb  onf  bafi  9trii 
biedern  beflo  (urjer  burci^ge^en;  SßoK  xoix  bort^in  ben  Arithmetif^ 
progress*  bie  rot^e  unb  ben  Geometrischen  progress  >ie  f$n)ar}e  i^ 
nennen ;  bamtt  axi^  tin  ieber  bie  fundamenta  biefer  Tabulen  grubt' 
li^er  fafe  nnb  biefeKigen  beflo  befer  gebrani^en  ma^,  fo  tDoOen  w 


*)  Von  diesem  Berichte  hat  eben  Herr  Oberlehrer  Dr.  Gresiril' 
(1S56)  In  der  Stadibiblioihek  zu  Dansig  das  Manuscript  aa^efanici 
und  dieses  in  der  angeführten  Abhandlnng  von  Seite  26  bis  96  abdriickci 
lassen. 
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in  folßenben  Scgnf  bte  (figenfi^aft  bicf oc  2  progresaeo  für  Slitgeii 
^eSett  tttib  biefelben  miX  etfic^en  Sjrempeln  erHären. 


J.  2.  4.  8.  lö.  32.«  ....  (schwarz)* 

Byrg  bedient  sieb  also  derselben  zwei  Reihenanfänge  zur 
Erläuterung  wie  Stifel. 

Obschon  er  nun  nirgends  ausdrücklich  auf  dieses  Mathema- 
tikers Werk  hinweist,  so  erwähnt  er  doch  gleich  danach,  dass 
etliche  Arithmetici,  wie  auch  Simon  Jacob  Zons  und  andere, 
die  angeführten  -Eigenschaften  der  beiderlei  Reihen  berührt  haben. 
DerogemSss  kann  e»  sicher  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  er 
sich  keineswegs  für  den  Erfinder  dieses  Zusammenhangs  der  Reihen 
seiner  rothen  und  schwarzen  Zahlen  —  der  jetzigen  Logarithmen 
und  Logarithmande  —  auszugeben  gewillt  war.  Er  fuhrt  deshalb 
auch  seine  Leistung  mit  den  an  unser  erstes  Citat  sich  anschlies- 
senden Worten  seiner  Vorrede  an: 

;^fo  $ai&e  t$  md^t^  xaxifiii^ttt^  eradf^tet^  alf  btcfe  Tabulen 
olfo  31K  eontiouiern  (I),  baf  aSe  ^a^m  fo  t>9rfaQm  tu 
berfelben  ntögett  gefitnben  koerben,  oud^  tt>el(^er  continua- 
tiön  (!)  btefe  Tabulen  ttxoa^^vx*' , 

wodurch  er  also  seine  Tafel  nur  als  eine  Fortsetzung  oder  Wei- 
terausbildnng  einer  bereits  vorhanden  gewesenen  bezeichnet. 

Byrg  stellte  nun  in  die  arithmetische  Reihe  seiner  rothen 
Zahlen  alle  nach  einander  folgenden  Anzahlen  voller  Zehner  als 

0,  10,  20,  30,....   100,  110,  120 ; 

das  allgemeine  Glied  dieser  seiner  Reihe  war  demnach 

ß  =  ii.lO. 

« 

Der  rotheR  Zahl  0  schrieb  er  ih  seiner  geometrischen  Reihe 

die  schwarze  Zahl  100000000 
und  der  rothen  Zahl  10 
die  sehwarze  Zähl  100010000 
zu;  also  ist  der  Quotient  seiner  geometrischen  Reihe  1*0001  und 
das  allgemeine  Glied  der  schwarzen  Zahlen: 

5=100000000.(1*0001)". 

Sieht  man  demnach  —  was  erlaubt  bleibt  —  die  Scblossnulle 
der  rothen  Zahlen  nur  als  Zehntel  an ,  so  hat  man : 

R 

10  =  '" 
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folglich  die  rothen  Zahlen  blos  in  natürlicher  Reihaag 

U>  I9  2^  3y     ....    ft 

fortlaufend;  and  sieht  man  in  den  schwarzen  Zahlen  die  letzten 
8  Ziffern  als  Dezimalen  an  oder  zählt  man  mit  diesen  Zahlen  nicht 
Einer»  sondern  Handertmilliontel  (des  Einers)»  so  ist: 

S 
100000005==  (ICWtfl)«, 

^    folglich  sind  die  ihr  entsprechenden    Glieder   der   geometriaches 
Reihe  Seiner  schwarzen  Zahlen : 

1,    lOOOl,    1-00020001 (1-0001)".... 

I 

Byrg  nahm  demnach^  genau  besehen,  als  arithmetische  Reibe 
der  rothen  Zahlen ,  gerade  so  wie  Stifel,  die  naturliche  Zah- 
lenreihe mit  dem  Ausgangsgliede  0;  ferner  machte  er  aocb  wie 
Stifel  die  1  zum  entsprechenden  Ausgangsgliede  der  geometri- 
schen Reihe  der  schwarzen  Zahlen;  nur  nahm  er /während  Sti- 
fel fOr  sein  erläuterndes  Beispiel  zum  Quotienten  dieser  geome- 
trischen Reihe  die  möglich  kleinste  ganze  Zahl  2  gewählt  hatte, 

1 

die  nur  um    i/w^^i  vergrusserte  Eins  zum  Quotienten  an,    damit 

die  geometrische  Reihe,  sich  an  die  möglich  meisten  ganzen  Zafa- 
len  thunlichst  nahe  anschliessen  möchte.  Gegenwärtig  wurden 
wir,  nach  unserer  mehr  ausgebildeten  Zahlenlehre,  eigentlich 
kurz  sagen:  so  wie  Stifel  in  seinem  zur  Erläuterung  beige- 
brachten Beispiele  die  natGrüch  aufsteigenden  Potenzen  von  2  nacb 
einander  gereiht  hatte,  ebenso  reihte  Byrg  in  seiner  Tafel  die 
Potenzen  von  l'OOOl  in  natärlicher  Ordnung  steigend;  und  somit 
hat  er  eigentlich  blos  zu  StifeTs  Täfelchen  eine  erweiterte 
Tafel  von  Potenzen  einer  ändern  Zahl  geliefert. 

Wollte  man  demnach  —  was  jedoch  bisher  noch  Niemaed 
ernstlich  unternommen  hat  —  das  Wesen  der  Erfindung  der  Loga- 
rithmen ersehen : 

1.  in  der  Entdeckung  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Paa- 
ren entsprechender  oder  gleichvielter  Glieder  einer  arithme- 
tischen und  geometrischen  Reihe,  so  wie 

2.  in^der  Auffindung  der  Möglichkeit  und  Weise,  die  schwie- 
rigeren Rechnungen,  das  Multipüziren,  Dividiren  u.6.  w.  dardi 
die  leichtern  des  Addirens,  Subtrahirens  u.s.  w.  zu  ersetzen; 

so  könnte  durchaus  nicht  mehr  bestritten  werden,  dass  nicht  erst 
Byrg  um*s  oder  kurz  vor  dem  Jahre  1620,  sondern  bereits  Stifel 
mindestens  kurz  vor  dem  Jahre  1544  die  Logarithmen. erfunden  habe. 
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I 

Allein  genaaer  besehen  hat  Byrg,  dem  allerdings  das  Ziel 
vorschwebte^  die  beqaemen  logarithmischen  Rechnungen  mittels 
genügend  ausgedehnter  Tafeln  zu  ermSglicben,  seine  Aufgabe  um« 
gestOlpt  oder  auf  den  Kopf  gestellt«  Denn  bei  den  gewöhnlichen 
praktischen  Rechnungen  in  besonderen  Zahlen  sind  ja  gerade  die 
mit  einander  zu  multiplizirenden,  durch  einander  zu  theilenden, 
80  wie  die  zu  potenzirenden  und  zu  radicirenden  (in  letzter  Instapz 
ganzen)  Zahlen  das  Gegebene,  und  ihre  Logarithmen  das  aus 
den  Tafeln  Auszuhebende  oder  die  mittels  dieser  Tafeln  in  die 
Rechnung  einzufahrenden  Zwischenhilfszablen,  also  das  vermit- 
telnde Unbekannte.  Man  bedarf  demnach  einer  Tafel»  welche  zur 
naturlich  genugsam  ausgedehnten  Reihe  der  ganzen  Zahlen  die 
Logarithmen  gibt.  Byrg's  Poteuzentafel  gab  aber  umgekehrt  zur 
natürlichen  Reihe  der  gaozzahligen  Logarithmen  die  angehorigen, 
fast  immer  ungemein  weit  in  Decimalen  auslaufenden  Zahlen. 
Durchgeht  man  ßir  sich  in  Gedanken  oder  nach  Byrg's  ^»Bericht" 
den  Zug  von  Rechnungen,  den  man  mit  Byrg's  Potenzentafel 
an  der  Hand  durchzumachen  gezwungen  ist,  so  ist  man  sicher 
zum  GestSndniss  nothgedrungen,  dieser  Rechnungszug  sei  weit 
schwieriger  und  ISnger,  als  jene  gewöhnlichen  Rechnungen,  welche 
man  erleichtern  oder  abkürzen  wollte;  und  somit  muss  man  ein- 
gestehen, dass  Byrg's  Potenzentafel  ihren  Zweck  verfehlt  hat 
und  völlig  unpraktisch  (zweckwidrig,  unanwendbar)  ist. 

Ganz  anders  ist  Neper's  Kanon  der  Logarithmen  angelegt. 
Ihm  schwebte  bei  seiner  und  der  zeitgenössischen  Gelehrten  wis- 
senschaftlichen Richtung  als  Ziel  vor,  die  schwierigen  astrono- 
mischen Rechnungen  mit  den  Sinus  und  Tangenten  der  in  Graden 
und  Minuten  gemessenen  Kreisbogen  zu  erleichtern.  Dazu  schuf 
er  mit  einer,  für  seine  beschrfinkten  analytischen  Hilfsmittel  wahr- 
lich staunenswerthen  Mühe  zu  den  von  Minute  zu  Minute  im  Kreis- 
quadranten  natürlich  fortschreitenden  Bogen  die  Reihe  der  Loga- 
rithmen ihrer  Sinus  und  Tangenten,  so  dass  man-  zu  jedem  in 
Graden  und  Minuten  angegebenen  Bogen  sogleich,  ohne  aufhal- 
tende Zwischenrechnung,  den  Logarithmus  seines  Sinus  oder 
«einer  Tangente  herauslesen  oder  herausschreiben  konnte.  Sein 
Kanon  war  demnach  keine  Potenzentafel,  wie  jene  Byrg's,  son- 
dern wahrhaft  eine  Logarithmentafel,  dienlich  und  förderlich 
dem  vorgesetzten  Rechnungszwecke. 

Nun  ist  es  ein  längst  ausgemachter  Grundsatz,  dass  als  Er- 
finder eines  praktischen  Gegenstandes  oder  Verfahrens  nur  der- 
jenige Mann  gilt,  welcher  den  hierauf  beziehlichen  Gedanken  und 
Erkenntnissen  seiner  Vorgünger  den  eigentlichen  Geist  und  das 
vahre  Leben  der  Praxis  (Anwendung)  einhauchte;  mithin  ist  es 
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unon|8tufl«lich  eotcchieden»  dass  weder  uoser  geist- 
reicher Mathematiker  Slifel,  noch  uoaer  findiger  Prak* 
tiker  Byrg,  «endem  M«a  der  BCli*rf afaud^e  •eh«ttbelie 
C^rlelurte  BTeper,  und  niur  er  allein»  für  den  Srflndcr 
der  lioi^aritlftnien  tkn^emt^liken.  werden  kann  und  muM. 


Daraus  kann   nun  freilich  der  deutsche  Freund   der  Wissen- 
schaft nur  mit  Bedauern  entnehmen,   dass  des  sonst  so  hoch 
schätzbaren  kaiserlichen  Hof -Kammer -Uhrmachers  Byrg  Tafeln 
sammt  Gebrauchsanweisung  nur  wenig  über  die,    um  76  Jahre 
frfiher  von    Stifel    ausgesprochenen    Grundgedanken    hinausge- 
gangen sind,    dass  selbe  ohne  Verwechselung  ihres  Argameots 
oder  ihrer  Eingangszahl   sich   kaum  Bahn  zu  brechen  vermocht, 
also  erst  noch  eines  kräftigern  und  regeren  Geistes  bedurft  hü- 
ten, der  sie  belebt  und  wirksam  gemacht  hätte.     Aus  dieser  ihrer 
Unvollkommenheit  in  der  Anordnung  dürfte  sich  zugleich  begrei- 
fen lassen,  warum  der  so  geistreiche  und  anregsame  Mathematiker 
und  Astronom   Kepler,   wenn  er  in  der  That  lange    vor  dem 
Jahre  1618,  wo  ihm  Neper's  Tafeln  zukamen,  von  Byrg's  Ar 
beit  volle  Kenntniss  besessen  hätte  —  wie  des  Letztern  Schfiler 
und  Verwandter  Bramer  nachher  öffentlich  erklärte  —  selbe  nicht 
umständlich  durchforscht  und  mit  aller  Kraft  seines  Geistes  ehen 
so  wie  Neper's  Leistungen  geflirdert  habe.     Denn  zugestehen 
muss  man,  dass,  gleichwie  Brigg's  die  neue  Erfindung  Neper's, 
durch  die  Annahme  der  logarithroischen  Grundzahl  10  und  dorch 
Bereebnung  entsprechender  Tafeln  für  die  Zahlen  und  Winkel- 
funktionen,  erst    In's    richtige    Geleb  nutzlicher   Verwendong 
einlenkte 9  Kepler  auf  dem  Felde  der  Theorie  zu  ihrer  Verdeat* 
Hebung,    Begrflndung  und  Verbreitung  mannhaft  und  erfolgreich 
mitwirkte* 
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XXIII. 

Nachtrag  zu  dem  Aufsätze  über  die  Fläche  des  sphä- 
rischen Vierecks  TU.  XXXIY.  Nr.  III.  S.  12. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  F.  König 

am  Kneiphof' sehen  Gjmnatio  zu  Kon  ig  Aber  (^  i.  Pr. 


Setit  man ,  mit  Beibebaltang  der  früheren  Bezeichnung  Bd.  34. 
S.  12.  ff., 

6in  — rt"—  sin  —5 —  sin  '"ir"  sm    q    =  P9 

s — a      s — b       M — c       M — d      -^ 
cos    o    COS— 5—  cos ""o" ^^^  ""5 —  ^^  "  y 


dann  ist: 


und  auch 


cos  5"  =cos — 5—  4- sin  asm  6 cos -Ä 


=cos  "  ft  ■    -f  *>n<^sinacosQ~  » 


also,  wenn  man  die  halbe  Summe  nimmt  und  entwickelt: 

a«  .        6«  c»  cP 


et 


2  cos  2  +C0S2  4-cos.^  +cosg 


COSS   =5l-^ 


2  ^. j^ 

a<       6*  c*       c2* 

-f  C0S5  co«5  +€9Bs  cos^   -f*  JsiiiasiB6cosiB^}sinirsin<fGos/J 

o«      .   a   .   b       c  .   d  a       b       c       d 

2=:2P — sin  ^  sm  ;^stn  ^sm  ^  —cos  5  C0S5  cos^  cos  ^ 

-f  COS5  C0S5  -fc<M5  c<^*ö  -f  isinasinftcosJS -i- «sincsincfcosZ). 


/^ 
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Zieht  maD  quo  den  am  angef.  Orte  8. 16.  gefuDdenen  Aosdriick  fflr 
cosö  cosa  ▼on  cos 5    ab,  so  entsteht: 

2cos^  «'DJ"  =  2/* + (cos 5 cos 5  —  CO» 2 cos ^)' 
■  /      *       ^  ^        d.,,a,b       ^       ,   e  ,   d        ^ 

-(-(COS^COSn— rCOSa  COS^Xsin^SinHCOS^  — SID«;8in^C08Zl) 


oder,  da 


^  .   a  .   b  .   c  .   d       B-^m 
— ^sin^sinÄainnaingcos — s —  * 

e      d 
sin  a  sin  6  cos  £  —  sin^sio^cos/> 

/  i\      /      ®       ^  cd. 

= (cos  y —  cos  0)  —  (cos  ä  cos  s  •—  cos  5  cos  ä-) 

ist, 

s^/'-f  (COS^COS^— COSäCOSn)(COS/  —  COSO) 

^      a       6      c      cf        B+D' 
— SsinssinÄSinnSiDnCos — s — 

=  2P+iii. 

e*       F 
Auf  ähnliche  Weise  erhält  man,   wenn  man  cos 5  cos^  sn 

cosö    addirt: 

e*        F*  ab  cd 

2 cosg  cos  j  =2/*'  +  (cosn  cos  5  +  cos 5  cos  s-)  (cos y  +  cos S) 

a  .    A.c.    rf_  ß  +  D^       .„ 
•4-2sm^sin7|Sinn8in^co8 — 5 —  — 4#' 

und  durch  Division  beider  Ausdrücke:  - 

,   F*     ,  t—a,  s—b^  t-c,  t—d  .    mP'—nP 

Die  Wertbe  ftlr  m  und  n  eingesetzt  geben  den  Zähler  des  Brudies 

Z=(cos  ^cos^  COS  y  +  cos^  cos  5  cos  0)  (P'  —  f^ 
+  4PP' — (cos  sj  cos  Ä  cos  d + cosä  cos  g-  cos  y- 

+  28IU  5  sin  5  sin  5  sin  ^  cos  -^« —  )  (  "+  ")• 


Da 
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a       b  cos  a  4-  cos  b  -h  cos  e-\r\ 

C08ÄC0S5C0Sy  =  —  M 

c       d       ^     cosc  +  cosii  +  cosc  + 1 
COS  5  cos  5  cos  0 = ^ 


also 


ab  .        c       ä       ^ 

cos  ^  cos  ö  cos  y  -f  cos  5  cos  ^  cos  0 

COSII  +  COSft +COSC  +  COSd   .  «*        /wv        »Ä   .  ** 

= ^ +COSJ  =(P'  — P)  +  cos2 

aod 

ist«  so  wird: 

«9  ob  cd 

Z=  (P*  —  P)  COS5  —  t  cos  a  COS  5  COS  J  -f  COSä  COS  5  COS  y  —  (P+  P') 

4- 2sin 2  «10  z^sin  ^ »m  g;  cos  — g—  |  (P+P'), 

and  weil 

a       6       • .        c       d 
cos  5  COS5COS0 -f  cos^  cos  4V  cos/ 

=  COS/COS0  —  (COSy  — COS5COS5)(COS0— COS5COS3) 

a       b       e       d 

+  cos  5COS  5  cos  ^  COS  ^ 

.a.6.c.rf       -,        -.  a      b       c      d 

= cos  y  cos  0  —  sin>  sin 5  sin q  sinn  cos  B  cos  jD  -f  cos  5  cos  ^  cos  ^ cos  3 


und 


„.«,      .a.Ä.c.d,        o'Ä       c       i2 
P-|-  P^ =sin  5  sin  5  sm  ä  sm  5^  -|-  cos  „  cos  a  cos  5  cos  5 


ist, 

tf  ti     b     c     d  ^ 

Ä  (P* — P)cos5  —  (cosycos^ — sincisin^sio^sin^siDi^sinDXP-l-P'). 

Die  Substitution  von  m  und  n  giebt  den  Nenner: 
JVsP'KcosacoSä-f  cos^cos  ^(cosy+coaS) 

—  2P',-|-2sinc2Singsin2singcos— j —  |, 
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oder  wenn  man  för 


und  ffir 


ab  ,        c       d       ^ 

cos  a  cos  n  COS  y  -f  COS  5  COS  ^  COS  0 


a       b        ,  ,    c       d 

COS  X  cos  5  cos  0  -f-  cos  5  cos  n  COS  y 


.  ^ie  ▼origen  Werthe  und  für  2/^  den  Werth 

cos  a-f*cos  6-f  cos  c-|-coscI  a   ,  b  .   c  ,  d  a       b      cd 
2 +  sin-^sinÄSin^siD^-f-cos^cosacos^jcos^ 

setzt , 

rsP'  (cos-ft-  +cosycoso — siDö'Sin  n  sin-^sin^sin^sinZ/). 

Das  Endresultat  ist  also: 

F*     ^  t  — a^  S'^b^  8 — c^  * — d 

gS  fn       b       cd 

(P' — P)  coSö  — (cosycosd— sin^sln  ^  s«d  ^sln-^sinfisin  DXP+P) 

P'  (cos  ^  -f  cos  y  cos  ö  *  sin  ^  sin  ^  sin  77  sin  ^  sin  B  sin  /)) 

wo  riocb  fCtr   P',    (P-f  P')   und   (P'^P)  die  schon  angefiihrten 
Werthe  zu  setzen  sind. 

Für  c2=0»  also  6=c  und  ^=9»  ^'ird  der  Zähler  des  Bra- 
ches =  0«  d.  h.  die  Formel  geht  für  diesen  Fall  in  die  de« 
S.  Lh  Ulli  er  ffir  die  Fläche  des  sphärischen  Dreiecks  über. 
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UebungsauFgaben  für  Scbuler. 


Zu  beweisende  Lehrsätze. 

Von  Herrn  Rertor  Dr.  C.  H.  Kagel   an  der  Real^Amitalt  zu  Ulm. 

Allbekannt  sind  folgende  Lehrsätze  {iber  das  Dreieck,  welche 
sich  in  vielen  Sammlungen  finden : 

1.  Die  drei  von  den  Winkelspitaten  auf  die  Gegenseiten  geftll- 
ten  Perpendikel  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte 

(Punkt  l). 

2.  Die  drei  in  den  Halbiruogspunkten  der  Seiten  errichteten  Per- 
pendikel schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkte  (Punkt  II.). 

3.  Die  drei  von  den  ^Vinkelspitzen  nach  den  Halbirungspnnk- 
ten  der  Seiten  gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sich 
In  einem  einzigen  Punkte  (bekanntlich  der  Scbiverpunkt 
des  Dretetiks). 

4.  Die  genannten  drei  Punkte  liegen  so  in  gerader  Linie, 
dass  der  Schiverpunkt  zwischen  Punkt  I.  und  Punkt  IL, 
and  zwar  doppelt  so  weit  von  I.,  als  von  IL  entfernt  liegt. 

Es  gibt  übrigens  noch  folgende  analoge  Satzreihen  in  Bezie- 
hung auf  das  Drefeck,  die  von  mir  vor  längerer  Zeit  in  einem 
Programme  mitgetheilt,  doch,  wie  wir  scheint,  weniger  bekannt 
geworden  sind,  und  die  Ich  daher  ifiir  weitere  Kreise  hier  nit- 
theile.  VMleieht  können  sie  als  Uebungsaufgaben  für  vorgerfick- 
lere  Schiller  dienen.,  Ich  bediene  mich  dabei  folgender,  sich  von 
•elbstetklärender  Ausdrücke:  Innerer  Berfihrnngskreis  heisse 
4er  im  Dreieck  liegende  Kreis,  der  die  drei  Seiten  des  Dreiecks 
selbst  berührt;  die  drei  Berührungspunkte  beissen  innere  Be- 
rührangspnnkte.  Aeussere  Berübrnngskreiae  heissen 
die  so  an  dem  Dreieck  liegenden  drei  Kreise,  dass  sie  je  eine 


> 
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Seite  selbst  und  die  Verlängerungen  der  beiden  andern  berfibren ; 
der  anf  der  Seite  selbst  liegende  Beriihrungspankt  eines  solchen 
Kreises  heisse  der  äussere  Beröhrnngspunkt  dieser  Seite. 

A.  ].  Die  drei  geraden  Linien,  welche  von  den  Winkelspitzen 

eines  Dreiecks  nach  den  äussern  Berfihrungspunkteo  der 
gegenüberliegenden  Seiten  gessogen  vrerden,  sehneidea 
sich  in  einem  einzigen  Punkte. 

2.  Dieser  Punkt ,  der  Mittelpunkt  des  Innern  Beruhrungs- 
kreises  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  liegen  eben- 
falls so  in  gerader  Linie ,  dass  der  Schwerpunkt  zwischen 
Punkt  L  und  IL,  und  zwar  doppelt  so  weit  von  L  aU 
Ton  IL  entfernt  liegt 

B.  L  Die  drei  geraden  Linien,  welche  von  den  Winkelspitzeo 

nach  den  Innern  Beriihrungspunkten  der  Gegenseiten 
gezogen  werden,  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Ponkte 
(Punkt  L). 

2.  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  Berffhrungs- 
kreise  .an  die  Halbirungspunkte  der  zugehörigen  Seiten 
gezogenen  geraden  Linien  schneiden  sich  verlängert  in 
einem  einzigen  Punkte  (Punkt  II.). 

3.  Diese  beiden  Punkte  und  der  Schwerpunkt  liegen  eben- 
falls so  in  gerader  Linie,  dass  der  Schwerpunkt  zwischen 
Punkt  I.  und  IL,  und  zwar  doppelt  so  weit  von  L,  als 
von  II.  entfernt  Hegt. 

C.  I.  Die  drei  von  den  Mittelpunkten  der  äussern  Berfihmngs- 

kreise  auf  die  zugehörigen  Seiten  geföllten  Perpendikel 
schneiden  sich,  nothigerweise  verlängert,  in  einem  ein- 
zigen Punkte,  der  von  den  drei  erstem  Mittelpunkten 
gleichweit  entfernt  ist. 

2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  innem  BerOhrnngs- 
kreises  und  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  be- 
schriebenen Kreises  liegen  so  in  einer  geraden  Linie, 
dass  der  letztere  Punkt  zwischen  den  beiden  erstera 
und  zwar  gleichweit  von  beiden  entfernt  liegt 

D.  L  Wenn  man  von  den  Mittelpunkten  zweier  äusseren  Be- 

rührungskreise  auf  die  diesen  Kreisen  sugebSrigen  Sei- 
ten, und  zwar  je  von  dem  einen  auf  die  dem  andern 
zugehörige  Seite  ihrer  Verlängerung  und  ebenso  vom 
Mittelpunkt  des  innern  Berflhrungskreises  anf  die  dritte 
Seite  Perpendikel  i&llt,  so  schneiden  sich  diese  gehor^ 
verlängert  In  einem  einsigen  Punkte,  der  von  den  drei 
genannten  Mittelpunkten  gleicbweit  entfernt  ist 
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2.  Dieser  Punkte  der  Mittelpunkt  de»  zu  seiner  Bestimniun«; 
nicht  gebrauchten  dritten  äusseret  Beriihrungskreises  und 
der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
de« liegen  so  in  einer  geraden  Linie,  dass  der  letztere 
Punkt  zwischen  den  beiden  erstem  und  zwar  gleichweit 
von  beiden  entfernt  liegt. 

E.  1.  Wenn  man  von  sivei  Winkelspitzen  ans  je  nach  dem«* 
jenigen  BerOhrungspunkte  der  Gegenseite,  welcher  auf 
der  über  die  dritte  Winkelspitze  hinausgehenden  Ver- 
längerung liegt,  zwei  gerade  Linien,  und  von  dieser  drit- 
ten Winkelspitze  nach  dem  inneren  Berührungspunkte 
der  Gegenseite  eine  dritte  gerade  Linie  zieht,  so  schnei- 
den sich  diese  drei  Linien  in  einem  einzigen  Punkte. 

2.  Dieser  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  zu  der  Seite,  auf 
welcher  der  innere  Berührungspunkt  liegt,  gehürigen 
äusseren  Berührungskreises  und  der  Schwerpunkt 'des 
Dreiecks  liegen  so  in  gerader  Linie ^  dass  der  Schwer- 
punkt zwischen  beiden  erstgenannten  Punkten,  und  zwar 
doppelt  so  weit  vom  ersten,  als  vom  zweiten  entfernt  liegt,  t 


Von  Herrn  Alexander   LAffler  in  Wien. 

Die  Buchstaben  A^  B,  C  bezeichnen  In  Nachfolgendem  be- 
liebige Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  a:. 

1)  Es  soll  das  Integral  in  geschlossener  Form  der  Differen- 
tialgleichung }/"  +  (A*  —  A^y^^O  angegeben  werden. 

2)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass,  wenn  ^==t£  ein  Genüge  lei- 
stender Werth  der  Differential- Gleichung  Ay^+ Bif'^Cy^O  ist, 
das  vollständige  Integral  dann  durch  die  Formel 


repräsentirt  wird. 

3)  Die  Differentialgleichung 

soll  integrjrt  werden. 

4)  Es  ist  die  Beziehung  zwischen  y  und  x  aufenstellen,  welobe 
den  Ausdruck 

Th€il  XXXIY.  24 
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a 

ZU  einem  Minimum  macht,   vfenn  die  Grenzwertbe  fob  y  bekanot 
sind. 

6)  Wird  mit  m  eine  beliebige  Function  von  A  bezeichnet,  so 
ist  das  Integral  der  Differentialgleichung 

9"-k-Ay'  +  [mA  +  ^A'  -m*]y  =0 

in  geschlossener  Form  anzugeben. 


Von   Herrn  Frani   Unferdinger  an   der  k.  k.  Marine -Sternwarte 
•  za   T  r  i  e  ■  t. 

1)  Es  soll   aus   folgender  Gleichung   die  Unbekannte  x  be- 
stimmt werden: 

Resultat: 


a:s  =  il(l  +  VT+c«)--^(l  +  V^rf^)«-4}, 

2)  Man  soll  aus  folgenden  zwei  Gleichungen  die  Unbekaonteo 
X  und  y  bestimmen: 

ax'-by=:x'* — y*, 

bx  +  ay:=z  Axy. 
Resultat: 

V(a + 6)*  —  V(a  -  ft)*  ,  V(«+6)* — V(a  -  6)* 

*  V(a  +  A)  —  V(a  -  6)  '  V(a  +  6)  +  V(a  -  *) 

3)  Das  Quadrat  einer  geraden  Zahl  2z  lässt  sich  so 
oft  als  die  Differenz  zweier  Quadratzahlen  darstelleD. 
als  sich  z*  In  zwei  ungleiche  Factoren  zerlegen  Ifiiat 
Warum  ? 
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« 

Beispiel.  6*=36  lässt  sieb  auf  vier  Arten  als  Product  un- 
gleicher Factoren  darstellen,  1.36,  2.18,  3.12,  4.9;  daher  lässt 
sich  (2.6)^=12^  auf  vier  Arten  und  nicht  mehr  als  die  Differenz 
zweier  Quadrate  darstellen.    In  der  That  hat  man: 

12«=:37«— 36«=20»  - 16»= 15«-  92=  13«— 5«. 

4)  Wenn  sich  eine  Zahl  auf  n  verschiedene  Arten 
in  zwei  Factoren  zerlegen  lässt,  so  kann  man  aus  die* 
sen  Zerlegungen  immer  \n(n — I)  neue  Zahlen  finden, 
welche  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  die  Summe 
zweier  Quadrate  zerlegen  lassen.    So  ist  z.B. 

48  =  1.48  =  2.24  =  3.16  =  4.12  =  6.8. 

und  hiermit  findet  man: 

2886  =  47*  +  26«  =  49*  +  22«, 
2670  =  47»  + 19*  =  4»«  + 13*, 
2465  =  47»  +  16*=  49»  +  8«, 
2406  =  47«  +  14«  =  49« + 2«, 

845  =  22*  + 19»  =  26*  + 1^, 

740  =  22« -i- 16»  =  26«  +  8» , 

680  =  22«  + 14»  =  26»  +  2«, 

428  =  13» +  16»  =  19« +  8», 

365  =  13«  + 14»  =  19»  +  2«, 

260=  8« +  14«  =  16«+ 2»; 

ebenso  ist  .36=1.36=2.18=3.12=4.9=6.6,    und  man  erhilt 
hiermit : 

1626=37»+16»=36«+20», 
1460=37»+  9«=36«+l6«, 
1394=37«+  6«=35«+l3», 
1369=37«+  0«=36«+12«; 

481=20»+  9»=  16«+ 16«, 

425=20«+  6«=16«+13», 

400=20»+  0»=16»+12», 

260=16*+  6«=  9«+ 13», 

225=15«+  0»=  9«+12«, 

169=13»+  0«=  5«  +  12«, 
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6)  Es  6oU  die  falg^nde  Relation,  in  welcher  a^  4»  c  die  drei 
Seiten  und  A,  B,  C  die  gegenöberliegendeo  Winkel  tinee  sphi- 
riechen ' Dreieckes  bezeichnen»  nachgewiesen  werden: 

Sin^^l  _  Sin^^  _  8in«C_  l  +  Cos  JCosgCosC 
8in«a  ""  «ina6  "^  Sm«c  "^  l--Ga8aCos6Cosc  ' 


Von  Herrn  F.  Un  f  erdinger  an  der  k.  k.  Murine -Sternwarte  an  TriesL 

Auf  der  Richtung  eines  Durchmessers  eines  gegebenen  Krei- 
ses liegen  zwei  feste  Punkte  A  und  B^  der  eine  ausserhalb^  der 
andere  innerhalb  des  gegebenen  Kreises  auf  derselben  Seite  rom 
Mittelpunkt,  und  so,  dass  die  mittlere  geometrische  Proportio- 
nale ihrer  Abstände  von  diesem  Mittelpunkt  dem  Radius  des  gege- 
benen Kreises  gleich  ist.  Verbindet  man  irgend  einen  Pnnkt  M 
des.  gegebenen  Kreises  mit  A  und  B  und  verlängert  die  Verbin- 
dungslinien nuthigenfails,  bis  sie  den  Kreis  noch  in  zwei  anderen 
Punkten  Ai  und  Bi  schneiden ,  so  ist  die  Sehne  AiB^  stets  auf 
der  Richtung  AB  senkrecht ,  wie  auch  der  Punkt  M  gewählt  wer- 
den mag.    Warum? 


M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Ueber   Gouzy's    Methode    zur    Bestimmung   der    mittleren 

Proportionallinie. 

Von  Herrn  Doctor  Völler  su   Saalfeld. 

Ein  der  Gouzy'schen  Methode  *),   „zwischen  zwei  gegebe- 
nen Linien  die  mittlere  Proportionalllnle  s«  suchen 'S  belzufugeB- 


*)  Nou volle«   Annale«,  de  Mathemntiques.     Tome  \VI.      Mars  t8&7. 
p.  125.  —  Archiv  der  Mathematik  tind  Physik.  Tbl.  XXXI.  Hft.  4.  p.  476. 
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der  Beweis  Ifiast  sidi  auch   mitteist  der  Aehnliclikeit  der  Drei- 
ecke auf  folgende  Weise  führen. 

Wenn  auf  einer  beliebigen  geraden  Linie  JUN  (Taf.  I.  Fig.  9.) 
AB=ö,  AC=a  und  auch  jBZ>=a  abgetragen,  hierauf  mit  der 
ZirkelOffnung  a  aus  C  und  D  als  Mittelpunkten  zwei  sich  io  £ 
schneidende  Kreisbrigen,  dann  noch  die  Linien  EA  und  EB  ge* 
zogen  werden,  so  ist  jede  dieser  beiden  Linien  die  gesuchte  aitt* 
lere  Proportionale  zwischen  a  und  6. 

Esistnebmlich  zunächst,  wie  leicht  erhellet,  /^DAE^i^CBE, 
folglich  ^ABE  gleichschenklig  und  somit  ähnlich  dem  Dreieck 
DBE,  weil  j^ABE=^DBE  und  ^CBAE^^DEB.  Da- 
her  verhält  sich: 


d.  ?. 


Folglich : 


DBiBE=BE,AB, 
a:BE=:BE:ö. 

B&=zab, 
w.     z.     b.     w. 


Schreiben  des  Herrn  F.  Unferitinger  an  der  k.  k.  Marnie- 
Sternwarte  zo  Triest  an  den  Herausgeber, 

Vor  einigen  Tagen  erhielt  ich  das  erste  Heft  des  XXXIV.  TbeUs 
Ihres  geschätzten  Archivs,  in  welchem  Sie  von  einem  Schreiben 
des  Herrn  Dr.  Zehfuss  in  Heidelberg  berichten,  betreffend 
meinen  in  Tbl.  XXXUI.  S.  104.  abgedruckten  Aufsatz  Aber  das 
Rationalmachen  des  Nenners  in  Brüchen  von  der  Form: 

Z 

Obgleich  mir  der  Inhalt  der  genannten  Zuschrift  des  Herri^ 
Dr.  Zehfuss  zur  Zeit  noch  unbekannt  ist,  so  bin  ich  doch  gerne 
bereit,  auf  die  von  Ihnen  a.  a.  O.  gemachte  Anmerkung  Im  Inter* 
esse  der  Wahrheit  und  Wissenschaft  zu  antwiorten,  und  es  soll 
mich  freuen,  wenn  hiermit  zugleich  dem  W^unsche  des  Herrn  Doc- 
tor  Zehfuss  genflgtwird. 

Aus  der  Fassung  meines  Artikels  ilber  den  angeregten  Gegen« 
stand  geht  hervor,  dass  ich  aar  von  jener  Methode  des  Ratio* 
nalinaehens  etwas  beibringen  wollte,  welche  sieh  zor  Erreiebung 
ihres  Zieles  einea,   nur  in  den  Vorzeichen  von  dem  Nenner  des 
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gegebenen  Bruches  verschiedei^en ,  roultiplicirenden  Factors  be- 
dient, welche  Methode  auch  gleich  am  Anfange  dto  Aofsatzes 
bezeichoet  ist;  dieses  haben  bereits  Sie  selbst  in  der  citirten 
Aninerlcung  besonders  hervorgehoben  *). 

Was  nun  den  Schluss  meines  Aufsatzes  betrifft,  welcher  also 
lautet:  ....  y^Soll  man  sich  also  dem  Ziele  des  Rationalmachens 
genfihert  haben^  so  muss  u.  s.  w. '*,  so  bin  ich  gerne  bereit,'  ihn 
in  der  folgenden  schärferen  Fassung  zu  berichtigen,  und  ich  bitte 
Sie,  diese  Berichtigung  in  ihrem  geschätzten  Archiv  zu  Teruf- 
fentlicben. 

....  Alles  bisher  Gesagte  gilt  auch  noch  dann,  wenn  üx  eine 
Wurzelgrosse  ist.  Soll  man  sich  nun  dem  Ziele  des  Rational- 
machens genähert  haben>  so  muss,  wenn  Oj  rational  ist,  r(r— lX2r>l 
oder  i^K,*^  sein,  je  nachdem  n^:^2r  oder  n=2r-f  1  ist    Dies« 

gibt  im  ersten  Falle  t~^  und  n~Zi,im  zweiten  Falle  r'Tl  und 
n^3,  SO  dass  also  ein  Bruch  mit  einem  Nenner, wie 

«1  +  Va^  +  Vcfs  +  Va^ 

auf  die  besprochene  Art  noch  in  einen  andern  von  gleichem  Wertii 
und  mit  rationalem  Nenner  verwandelt  werden  kann;  ein  Brocb 
hingegen  mit  einem  Nenner  wie 

sobald   Ol   von  Null  verschieden  ist,   im  Allgemeinen  nicht  mehr. 

Ist  dl  ebenfalls  eine  zweite  Wurzel,  d.  h.  sind  sämmtliche 
n  Glieder  des  Nenners  irrational,  so  niusa,  wenn  man  sich  dem 
Ziele  des  Rationalmachens  genähert  haben  will,  rijr — 1)  <2r  oder 
r*<2r-|-l  sein,   je  nachdem  n:=^^T  oder  n=2r-f  1  ist.    Beide 

Relationen  geben  mit  Leichtigkeit  ^^2,    also    im   ersten   Falle 

n'Z.A,  im  zweiten  Falle  n'ZS,  so  dass  also  in  einem  Bruch, 
dessen  Nenner  die  Form 

Voi  +  Va«+  Vfls  +  V04+  Vflfi 


*)  Was  ich  Herrn  UnferdiDger  ■chiildig  war,  da  ich  too  Ton 
heroin  ▼olllcomDen  überzeugt  war,  das«  er  bei  «einem  Aafsatse  keiici 
andern  Zweck  hatte,  aU  den  ron  mir  angegebenen.  Eben  to  glaube  ick 
demielben  jetit  «choldig  nn  sein,  anrersnglich  diesen  seinen  Brief 
abdrucken  lu  lassen.  G. 
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bat,  die  Anzahl  der  irrationalgrDssen  des  Nenner«  noch  vermin- 
dert werden  icann.  In  der  That^  macht  man  zum  Zweclc  des  Ratio- 
nalmachens  den  ersten  Schritt,  so  ist  der  neue  Nenner: 

welcher  nur  vier  Wurzelgrossen  enthalt,   aber  mit  jenem  obigen 

einerlei  Form  hat,  so  dass  also  im  Allgemeinen  auf  die  bezeich- 
nete Art  eine  weitere  Verminderung  der  Wurzelgrossen  nicht 
durchfuhrbar  ist,  und  man  sieht  also,  däss  die  Muglichkeit, 
einen  Bruch  von  obiger  Beschaffenheit  mit  rationalem 
Nenner  darzustellen,  im  Allgemeinen  nicht  mehr  vor- 
handen ist,  sobald  sein  Nenner  mehr  als  vier  Glieder 
hat. 

Triest,  den  6.  März  1860.  F.  Unferdinger. 


Merkwürdige  allgemeine  analytische  Relationen. 

Von  dem  Heraasgeber. 
I. 

r 

Es  ist  immer: 

(Oo&l  —  Ml)  («oA  —  /'o«!) 

+  (*o<?i  —  Cffii)  ißoyi  -  roßi) 
+  (C6«i  —  «oCi)  (yo«i  —  «öh) 

=    K«o  +  Mo  +  Coro)  («1«! +*i  A  +<?iyi) 
.  —  (flo«i  +  *oA  +  con)  («0«! + ßobi + yo^i ). 

II. 

Es  ist  immer: 

(ao*  +  V+Co*)(ai*  +  fti*  +  Ci*)(a«*  +  V  +  c,«) 

-  (öo*  +  V  +  Co'^  («ifla  +  *i*2  +  CiCa)* 

—  («i*  +  6i*  +  c,*)  (a^ffo  +  Mo  +  c^Cq)^ 
-(a«'  +  V  +  Ca*)Koi  +  *o*i  +  CoC|)« 

+2(0^01 +bobi-^CoCi)(aia^  +  bib2  +  eiC2)(a^ao  +  bf,boi-Cieo) 

=  Uo(ftiCi  — <?!*•)  + *o(<?i«^«—«i<^ +^o(öi*« -*ifls)l** 
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\90  der  letxte  Aufdruck  sich  auch  nocb  auf  andere  Weifte 
ben  lS9st. 


Von    dem    Hemnageber. 

In  seinen  Beiträ<^en  zur  Biographie  BesseTs  (Zeit- 
schrift für  populäre  Mitthellun'gen  aus  dem  Gebiete 
der  Astronomie  u.  s.  w.  Band  I.  Heft  3.  S.  151.)  fuhrt  Wich- 
mann  an,  dass  den  Stamm  zu  der  spjiter  so  reichhaltigen  Biblio- 
thek Bessel's  die  folgenden  Bacher  bildeten,  aus  denen  er  seine 
erste  mathematische  und  astronomische  Ausbildung  scbopAe: 

Mu n nie h,  Lehrbuch  der  Mathem.  2Thle.  Berlin  1800-1801. 

Bohnen  berger,  Anleitung  cur  geographischen  Orfsbestim* 
mung.    Gottingen  1795. 

V.  Ende,  Geographische  Ortsbestimmungen  im  niedersäcb- 
sischen  Kreise.    Celle  1801. 

Pfaff,  Versuch  einer  neuen  Summations- Methode.  BerRn  1788. 

Hindenburg,  Sammlung  combinat  analytischer  Abbandlnn- 
gen.    2  Thie.    Leipzig  1796  und  1800. 

Kästner,  Anfangsgründe  der  Analysis  des  Unendlichen. 
3.  Aufl.    Gottingen  1799. 

Kästner,  Anfangsgrunde  der  höheren  Mechanik.  2.  Aufl. 
Gottingen  1793. 

Euler,  Theorie  der  Planeten  und  Coroeten.  '  Uebersetxt  von 
Pacassi.    Wien  1781. 

Scheibel,  Astronom.  Biblioth.  Abschn.  1.2.  Brealao  1784 — 89. 


Fehler 

In  HeikT^n'm  flleliensteHiir^n  liOiirAritliiiientafelift»  9fi^' 

reotyp-Au^ipabe  von  1860t 

Taf.  L  S.29.  Fusstafel,  Spalte  o'",  Z.  1.  statt  3.35.40  lies:  Ö.35.40. 

Braunschweig  am  27.  Februar  1860. 

Fr.  Vieweg  &  Sohn. 


Berichtigungen/ 

In  ThI.  XXXlll.  S.57.  8tatl  ThI.  XXIX.  S.432.  «KiEe  man  ThI.  XXXIII. 
S.  420. 

Im  Lilerariichen  Berichte  Nr.  CXXIX.  (ThI.  XXXlll.)  S.  10.  Z.  II 
seine  man  „algebraischer*^  statt  „aÜgebraischer« 


cc 
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1 

Beiträge  zar  Tetraedrometrie. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  Junghan 

in  Gotha) 


Die  Tetraedrometrie  scheint  seit  geraumer  Zdt  nicht  xu  den- 
jenigen Feldern  zu  geboren  >  die  von  den  Mathematikero  mit 
Vorliebe  bebaut  werden.  Seit  Fenerbacbs  »yGrnndriss  zu 
analytischen  Untersnchnngen  der  dreieckigen  Pyra- 
mide. Nürnberg.  1827."  (nur  ein  Anszng  der  Resultate  ohne 
Bevreise  ans  dem  angekflodigten  ausfllhrlichen  Werke,  von  dem 
leb  nicht  weiss,  ob  es  erschienen  Ist)  scheint  kein  bedeutendes 
Werk  über  den  Gegenstand  erschienen  zu  sein.  Feuer bach, 
so  wie  seine  grossen  Vorgänger,  Lagrange  und  Carnot,  be- 
handein den  Gegenstand  durch  Goordinatensysteme,  also  durch 
Grossen,  die  dem  Tetraeder  als  solchem  fremd  sind.  Indem  sie 
die  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte 
und  denen  eines  fünften,  der  zu  Ihnen  In  gegebenen  Beziehungen 
steht,  untersuchen.  Diese  grossartigen  und  von  schOnen  Resul- 
taten gekrönten  Untersuchungen  machen  es  aber,  wie  mir  scheint, 
nicht  überflüssig,  die  Abhängigkeit  der  verschiedenen  Bestim- 
mungsgrössen  des  Tetraeders  von  einander  unmittelbar,  näm- 
lich ohne  das  Mittel  der  Coordinaten,  aufzusuchen  und  darzustel* 
len.  In  diesem  Sinne  scheint  noch  wenig  gethan  zu  sein.  Das 
Neueste,  was  Ich  kenne,  Ist  die  erste  Abhandlung  im  ersten 
Bande  dieses  Arcbivs  von  Professor  Bretschnelder  und 
Einiges  von  demselben  Verfasser  In  seinem  „Lebtgebäude 
der  niederen   Geometrie.  KU,''*     Die  Leser,  welche  etwas 

Theil  XXXIV.  25 
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ßedeatendes  darQber  aus  neuerer  Zeit  kennen^  sind  um  gefiUige 
Mittheilung  gebeten.  —  Der  Hauptgedanke,  den  ich  seit  eioig« 
Zeit  über  diesen  Gegenstand  verfolge^  ist  der:  dass  im  Tetraeder 
die  Ecken  als  solche  durch  gewisse  Functionen,  die  ich  als 
Eckensinus  und  polaren  Eckensinus  bezeichne  (s.  {.4. 
im  Folgenden)  eben  so  i^ls  selbstständige  Rechnungsgrosseo  n 
behandeln  sind,  wie  (die  Winkel  durch  ihre  Sinus  und  Cosinus 
im  ebenen  und  sphärischen  Dreieck.  Diese  EckenfunctioneD 
sind  auch  sonst  schon  bemerkt  worden  (sie  machen  sich  bei 
allen  das  Tetraeder  betreffenden  Rechnungen  geltend),  aber  die 
Symbole  da^r  sind  behr  nur  als  Abkürzungen  fiir  eine  gewisse 
Zusammenstellung  von  -  ebenen  und  Flächen -Winkeln  bebao- 
delt,  nicht  als  Symbole  besonderer  Rechnnngsgrossen,  die  ibre 
eigenen  Gesetze  haben.  —  Hat  man  also  die  Tetraedroroetrie  ei- 
nerseits als  eine  Anwendung  der  Coordinatengeometrie,  anderer- 
seits als  eine  Anwendung  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie betrachtet,  so  mochte  ich  den  Versuch  wagen,  sie  neben 
die  letzteren  als  eine  eigerie  Disciplin  hinzustellen,  deren  Rech- 
nungsgrossen sind:  Längen,  ebene  Winkel,  Flächenwinkel,  ebene 
Dreieckflächen  und  dreiseitige  Ecken.  In  diesem  Sinne  em- 
pfehle ich  in  dem  folgenden  Aufsatze  besonders  §.  16.  über  das 
Verhalten  einer  dreigetheilt^n  dreiseitigen  Ecke  u 
den  Theilreeken  und  §.19.  ftber  da»  Verhalten  toa  vier 
Ecken  um  einen  Punkt  der  Aufmerksamkeit  der  geseieiiteB 
Leser. 


§.  1. 

^  Am  Tetraeder  OABC  (Taf.lV.  Flg.  1.)  bezeichnen  wir  die 
drei  Seiten  der  Ecke  O  mit  aöc,  Ihre  Wink^  mit  aßf,  ibre  Kai 
ten  mit  upg,  deren  Gegenkanten  mit  Imn,  diö  an  ihnen  Reget- 
den  Flächenwinkel  mit  a*  ß'  /.    Es  heissen  die  Selten  und  Winl^el 

der  Ecke  Ai  Oi  biCi  a  ß'  /, 
der  Ecke  B:  a^btc^'i'  ß  y\ 
der  Ecke  C:  03  63  C3  '^  ß'  y. 

Es  repräsehtiren 

Imn      die  Seiten  eines  Dreiecks  (ABC), 

Oib^c^  die  Winkel  desselben, 

a!  ß' f*   die  an  einem.  Dreieck  anliegenden  Fläcbenwinkei, 

abc      die  Seiten  einer  Tetraederecke, 

aßy      die  Winkel  derselben. 
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up  q  die  Kenteo  derselben , 

J  J^J^J^  bezeichnen  die  den  Ecken    O,   A,  ß,   C  gegenüber- 
liegenden Dreiecke, 

Q^Q%99      ^>®  Radien  der  ihnen  umschriebenen  Kreise, 

A  A|  A)  Af     die  auf  sie  gelallten  Hohen , 

• 

(K  sei  ein  beliebiger  Punkt  Im  Tetraeder), 

rf]  r^r^       beseichnen  die  Längen  KO,  41 A,  KB,  KC, 

Xfiv  die  Winkel   der  r^vj^,  ViV^,  rir2  9  also  die  Selten  der 

gegen  A  geöffneten  Ecke  bei:  K, 

vit%  die'  Winkel  der  rr|,  rr^,  rr^,  also  solche    drei,   die 

einen  gemeinsamen  Schenkel  r  haben, 

ddid^d^    die  von  K  auf  A  A^  A^  A^  geiallteo  Normalen, 

tl         den  Inhalt  des  ganzen  Tetraeders, 

t  Xi  T2T3       die  vier  bei  K  zusammenstossenden  und  von  A  A^  A^  A^ 

geschlossenen  Theiltetraeder, 

V^iV%V%     dieselben    Tetraeder    oder   Pyramiden,    wenn    r=:ri 

=  ra=:r8  ist. 

Bezeichnungen  von  Winkeln,  wie  (rsp) ,  (rg^)  u.  s.  w.,  als  von  den- 
jenigen^ welche  r^  mit  p,  resp. rs  mit  A  bilden,  sind  selbstver- 
stSndlich. 

§.  2. 
Bekanntlich  ist 

l  m  n 


29  = 


sin  Ol       sin  b^       sin  c^ 


Dieser  fiir  ein  ebenes  Dreieck  constante  Quotiisnt  werde  der  Mo- 
dultts  des  Dreiecks  genannt.  Jeder  Sinus  eines  Dreiecks  wird 
also  durch  Multiplication  mit  dem  Modulus  in  die  Gegenseite,  jede 
Seite  durch  Division  durch  denselben  in  den  Sinus  des  Gegen- 
winkels verwandelt. 

Gleicher   Weise  werde  der  Quotient   -; —  =  -7—7,  =  -; — 

^  sino         sinp         siny 

der  Modulus  der  Ecke  (O)*)  genannt  und  mit  31  beaeichaet; 

ilfi,  M^,  Ufa  sind  die  Modoln  der  Ecken  A,  B,  C,  m  dass 


b*«i**^ilMi^i*> 


*)  Dieter  passende  Name  für  2p  and  -; —  ist  aas  Professor  Bret- 

sm« 

Schneiders    „I^^hrgebäade    der    niederen     Geometrie.      Jena. 

Frommann  1844"  entlehnt 
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• 


SIDO 


sinflt 


Af8ina=^8ina»    ilf|Sina  =  8ioa|>    -^  =    jy    =8ie«. 

Wir  setzen  ferner:' 
also 

U.  8.  W,  U.   8.   W. 

und 

also 

a  +  e=18(K>— (f— a),    «-€  =  90<>— (tf— c) 

U.  8.  W.  U«   8.   W. 

Haben  dieselben  Buchstaben,  unten  accentuirt,  dieselben  Be- 
deutungen für  das  Polardreieck,  ist  also  a|  ^  180^ — a,  a|  =  I80^-d 
>  u.  8.  w.,  so  ist 

#  =  270o~tfi,    also    180<>-*  =  tfi-90», 

also  e=z9i,    *  =  l6(r-^€i, 

a  +  c=  180®— («1  —  «i),    *  — a=  «1  —  «i. 


n.    8.    w. 


ferner 


tf  =  270O-*i,    also    o-90«=:180o— *i^ 
also  e  =  «i,    tf  =  90^+^1, 

a-€=:180<>— (di+Ui),    <y-a  =  ai+ei-90<> 


U.     8.      W. 


*)  Durch  die  Einfähning  der  Winkelgrotte  2e  (dec  UeberschuKC» 
Ton  380®  aber  die  Seiteniamme)  nehen  2«  (dem  gphftriechen  Ezcess)  'g^ 
winnen  viele  Formeln  der  ephäriachen  Trigunonetrie  an  elegaatev  Ao- 
■ehen.  Ich  erlaube  mir  darüber  auf  eine  kleine  Schrift:  „ Stiditi 
über  das  ephärinche  Dreieck''  aufmei;ksam  sn  machen,  welch«» 
der  Program menliteratnr  begraben  liegt  (Programm  de«  Lncktaer 
Gymnasiums  1848),  und  welche  die  Keime  Ton  dem  enthält,  w» 
ich  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  etwa  Neues  und  nicht  Unfmdit- 
bares  darzubieten  habe. 
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$.3. 

Am  meisten  treten  in  diesem  Aufsatze  die  bekannten  Eeken- 
fuBctionen  herrpr,  die  hier  mit  P  und  17  beseichnet  werden  und 
deren  mannigfaltige  Znsammensetsong  sowohl  ans  den  Seiten 
resp.  Winkeln  der  Ecke  als  aas  j  e  zwei  Selten  und  dem  einge- 
schlossenen  Winkel  resp.  je  zwei  Winkeln  und  der  dazwischen- 
liegenden Seite  als  bekannt  vorausgesetzt  wird;  nämlich: 

PsÄ  5  v(l — cö8*a — cos*6— cos'c-t-2cosacos6'cosc)        (1«) 
=  V  sin  $  sin  (s  —  a)  sin  («—«6) sin  (*-— c)  (2») 

=  V^6ine8in(a-fe)sin(6-f  «)sin(c-f  6)  (3») 

=:4sinasin6siny  =  l  sin  a  sine  sin /}=  isinAsincsino  (l«") 

SS  1  jü  Sflin  asin  /Ssin  /  (5a) 

=  isin(t<^^Jsina=  l8in(pJ^Binb  =  ;sb(9^8)slne;  (6«) 

^=1V(1— cos*«— cos*]8— cos«y— 2cosaco8/3cosy)  (1*) 

=  V— •cosacoK(tf— «)cos(tf  — /?)cos(a— 7)  (2*) 

=  V^sin  f  sin  (of  —  €)8in  (/?— 0  sin  (y  —  i)  (3&) 

=  l  sin  a  sin  ß  sin  c  =s  i  sin  asin  y  sin  6  ss  «in  ^sin  y sin  a  (4*) 

=  ailfsinasin/^siny  (ßh\ 

=  i  sin  (uJi)  sin  a  =  i  sin  (pJ^  sin  j3  =  4  sin  (qj^)  sin  y.  (6*) 

Anmerkung  1.  Die  Ausdrficke  (6)  ergeben«  dass  P  con- 
stant  ist  fOr  alle  sphärischen  Dreiecke  auf  einerlei  Seite  a ,  deren 
Gipfelpunkte  in  einem  dieser  Seite  parallelen  kleinen  Kugelkreise 
liegen ;  und  dass  J7  constant  ist  fär  alle  sphärischen  Dreiecke 
von  einerlei  Gipfelpunkt  und  Gipfelwinkel  a,  deren  Gegenseiten 
a  auf  demselben  grussten  Kreise  liegen» 

Anmerkung  2.  Ist  im  sphärischen  Dreieck  aßy  (Taf.  IV. 
Fig.  2.)  f  ein  beliebiger  Bogeto  grCssten  Kreises,  der  die  Seite  n 
unter  dem  Winkel  9  trifft«  so  ist 

2P=:sin/'8in9sina,    217=  sin /sin  9  sin  o.  (7) 

Anmerkung  3.    Bekanntlich  ist 
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3(r  =  ^iA|  =  «j996ina.tt6in6siDy  =  tfp9P.  (8) 

Ist  aUo  ußy  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  ein  sphärisches  Dreieck  auf  der 
Kugelfläche  vom  Radius  Ry  so  ist  ^R^P  6ex  Inhalt  der  Pyramide, 
welche  das  durch  ußy  gelegte  ebene  Dreieck  zxn  Orundflicbe  und 
dbn  Kogelmittelphrikt  %um  Gipfi&l  hat.  Da  non  \R^  der  Inhalt 
der  eotsprecheoden  Pyramide  ttrdng  'g^eichseflige  rechtwiDktige 
Dreieck  ist,  so  ist  P  der  Exponent  des  Verhältmsste  dieser 
beiden  Pyramiden  und  der  Ausdruck  des  Inhaltes  der  ersleren, 
wenn  die  letitere  2um  körperlichen  Raummaass  geirtihlt  wird. 

Anmerkung  4.  Verlängert  man  an  einer  Ecke  die  eine 
Kante  Qber  den  Eckpunkt  hinaus  oder:  verlängert  man  zwei  Sei- 
ten eine&  sphärischen  Dreiecks  Clber  die  dritte  Seite  Mdaus  bis 
zu  ihrem  Durchschnitt,  so  wird  dadurch  ein  Mebendreleck  be- 
stimmt, welches  mit  dem  vorigen  einerlei  P  und  71  hat.  (Ueber 
die  Relationen  zweier  Mebendreiecke  ist  Mefareres  zu  finden  in 
dem  erwähnten  Luckauer  Programme  von  1848.) 

Anmerkung  5.  Bedeuten  Pj  und  I7|  die  entsprechenden 
Functionen  fär  das  Polardreieck,  so  ist 

P=JIi,     n:=^P^,  (9) 

was  sich  leicht  aus  §.  3.   und   noch  leichter  aus  §.  4.  (4)  erken- 
nen läset. 

Anmerkung  6.  Wir  werden  (aus'einem  später  erhellenden 
Grunde)  die  Function  27  mit  dem  Worte  ^^Eckcnsinus"  und  P 
als  »^polaren  Eekensinus*'  bezeichnen. 

§.5. 
Aus  (5)  geht  leicht  hervor: 

ji=M    oder    P=3in,  (1«) 

wonach  aus  (4)  und  (5)  leicht  hervorgeht: 

sinasin6sinc  =  -g  =2itfP,  (II) 

211«      211 
sin  asin  /Jsin  y  ==  -p-  =  -g  •  (12) 

Anmerkung.  Beispielsweise  eine  Anwendung  des  Modo- 
lus  M:  In  vielen  Buchern -(z.  B.  Meier  Hirsch  Sammlang 
geometrischer  Aufgaben  II.  p.l24.«  Bretschnclder  Lehr- 
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gebäude  etc.  p.  438.)  findet  man  fOr  den  Radios  der  .einem  Te> 
traeder  umschriebenen  Kugel  den  Ausdruck  entwickelt: 

4Ä*.4/^  =  tt*sin*a+/i*sin*6  -fy'sin^c  —  2pq(co8a  —  cos 6 cos c) 

— 2uq{voa  b  —  cos  a  cos  c)  —  2ti;?(cos  c— cos  acos  h). 

Da  nun 

cos  a  — "  cos  A  cos  c  =  sin  A  sin  c  cos  or 

ist  u.  s«  w.,  so  findet  man,  wenn  man  dies  einsetct  und  die  ganze 
Gleichung  durch  M^  dtvidir^^  (lach  {.  2.  und  ^  5. : 

4Ä*.4IZ'  =  tc^sin,^«:f^^l!fn^/3  4-9^«in'y-^%9f.sinJ?6inycosa 

•— 2u9  siii  asiny  cos  /} — .2tq9sin  asin  ß  cos  y , 

was  man,  wie  es  scheint,  noch  nicht  bemerkt  hat. 

■ 

Anci  /  =  2^siD  Ol  s=  ^pi  siro'  folgts 

2^7l!fi  sina  =  2p|^sin  a 
odef 

Am  Tetraeder  verhalten  si^h  ^ie-ModiiH  zweier  Dreiseite.  wif 
die  Moduli  der  gegenüberliegenden  Ecken. 


Der  Quotient 


??  — ??!—???-.?£»-.  ,10. 


ist  also  als  ein  Modulus  des  Tetraeders  zu  betrachten«  — 
Wir  werden  sehen,  dass  am  Tetraeder  mehrere  solche  constante 
Quotienten  vorkom^ien,  die  gleichein  ^n^ruch  ^of  d^o  Namen 
Modulus  haben. 


*)  Es  sei  hier  ein  für  allemal  bemerkt,  dass  die  den  festgesetzten 
Zeichen  unten  rechts  angehängten  Indices,  wie  /*, ,  /T, ,  if, ,  immer  etwas 
den  Ecken  Ay  B,  C  Angehdriges  oder  ihnen  Geg^äberliegendes  bezeiclir 
nen,  während  die  Buchstaben  ohne  Index  der  Ecke  0  oder  dem  ganzen 
Tetraeder  angeboren. 
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5.7. 
Es  ist 

—  ^^  —      ^     . £1??  ^     /sing 
^'^  M  "^  Blnoi  '  sina  "^smasiDOi 

oder,  wenn  man  Afsina  statt  sina,  Afisiaa  statt  sinai  setst: 

y^MMi  sio  a  =  /,        ffttftüf)  sin  o'  ==  «, 

}         W 


li^SPMi  ^ft^s  010  <i^s>D  /?  sio  /  :=  /mn. 

Da  nun  bekanntlich  lmnsz4(^,  so  findet  man  unter  Anwendnog 
von  (5)  und  (13)  leicht : 

iQQiM^M^  =  jj*  (15) 

Da  nun  nach  (13)  das  Prodnct  links  nnverändert  bleibt,  weDDmaB 
die  Tier  Indices  0»  1»  2,  3  beliebig  permutirt,  so  ist  anch 

ein  Modulos  des  Tetraeders,  und  zwar  derjenige,  welcher  den 
Hodnius  2^  des  ebenen  Dreiecks  am  meisten  entspricht  und  die 
Benennung  „Eckensinus''  flir  17  rechtfertigt. 

Ans  (13)  und  §.  3.  ergeben  sich  noch  leicht  die  Ausdrücke: 

m  =  ^522^  =  (k^MMiM^M^ .  (17)  08) 

1^ 


$.  8. 

■ 

Da  ^Ar=:i^iA|  =  3C,  so  ist  anch  nach  (16),  wenn  man  dorefc 
m  diyldirt: 

17A  =  Hl  Ai  =  n^h^  =  i%A,.  (19) 

Ferner  ist: 

h  =  tisin(tu/)=^  tt9in6|Stny' 

=  tdtfi  Binß'ainy'  =  (nach  (14))  fAiir|ilfadr,sina'sin/}'sinf'    (20) 
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und  weil  nach  (18) 


{iMi  M^M^  —  ^7^  —  (^  , 


60  ist 


2pA.=  m$ina'siu/?'8in/,  also  auch       (21) 
.2^1  Ai  =:=jnsiDa'sinj?siDy, 

2^A3  =  jn^sinasin/Jsiny'. 

Multiplicirt  man  die  drei  letzten  Gleichungen  und  dividirt  durch 

die  erste,  setzt  links  aus  (17)  8^1^293=:^^,    rechts    aus   (12) 

2JI  ^ 

sin  «sin  1^6107=:  -jg-,  hebt  auf,  und  setzt  wieder  links  fi*if*  =  4p*, 

so  erbfilt  man : 


also 


AiÄ^Äs  =  niÄ .  4ir2  z=z\Am  =  12/rC,  (21«) 


AÄ| V3  =  3(r.  4i7A  =  3(r.  4i7iÄi  u.  s.  w.  (22) 


§.9. 
Ä  =  usin  {u4)  =  p  sin  (pJ)  =  ^sin  (yz/) 

siua        sinp         siny   ^  ^.  ''  ^     '^ 


also 


sin  a  sin  p  sin  y     ^  ^    ^'  2il* 

415^1^    3g_4JI|iraJ73z/, 

also  ist  die  constante  Grosse  J7A  =  i7|A|  u.  s.  w. 

=  2  V^  JTi  Hails  =  2  V/T-^i  i7a  Jla  =  2  VllI^^IS 

=  ^VTTTTin^^  =  2to.  (24) 

25» 
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Diesen   Ausdruck»' welcher  in  den  Formeln  bäoig  erscheint, 
bezeichnen  wir  mit  2tü. 

Demnach  ist  also: 

*=n'  *»=jii'  ^=/^'  *»  =  :n;-      ^^> 

Da  nun 

2/7*1  =  sin  Ol  sin  ß'  sin  y' , 

2/7^  t=  sin  62  ^'>n  ex'  sin  /  y 

2n^  =  sin  Cs  sin  a'  sin  /?' , 

J  =  2^  sin  Ol  sin  A^  sio  c^ ; 

so  erhftit  man  dvrch  einfache  Moltiplication : 

2tos2V^z//7i/7s/r9  =:  psinaisiuft^^lnesSina'sinjS'siD/.     (26) 

§.  10. 
A  =  usin(uJ)  =zp8in(pJ)  =  9  sin  (q^f) 


2Piti  _  2Pap  _  2Pay 
sin  Ol  "^  sin  62       8''>  ^a 


(27) 


atao 


und,  da  bekanntHch 


sin  dl  sId  63811)03  ' 


amtii  siD^stnc^  ^  5-^ 


ist. 


*•=  2  = P Z 

16p«P,  PjPaA 

=: — p~~' 


also 


*-4pV^— •    ^  =  2VPP^,P..    (28)  CM) 

Aus  der  Symmetrie  des  Ausdrucks  2 V'/'PiPs^S'  welchen  irir 
mit  3TF  bezeichnen,  geht  herFor,  dass 
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2?        2^1         2^        2^8 


§.  11. 

p 

1  

Noch  ein  Aosdruck  fiir  h  ist  beiDerkenswerth.  Zieht  man 
vom'  Fusspnnkfe  von  A  in  ^  drei  Normalen  auf  l,  m,  n,  so  sind 
diese  Actga',  hctgß',  hctgy'.  Zieht  man  von  demselben  Punkte 
Gerade  nach  den  Punkten  A»  B,  C,  so  findet  man  aus  den  drei 
Theildreiecken,  in  welche  J  dadurch  zerlegt  wird,   . 


also 


2J  =  Ih  ctg  a'  +  mActg  ß^-\-  nhcigy' , 


2^/ 
/ctga'+mctgß'  +  nctgy'^*  ^    ' 


§.  12. 

Ausdrucke  fdr  S  ergeben  sich  nun  leicht  aas  denen  für  A, 
Vielehe  man  nur  mit  \J  zu  multlpliciren  hat.  Bemerkenswerth 
sind  folgende: 

Aus  J=:mil  folgt 

Jh  oder  3f = muh  =z  (nach  (24))  2Jttto.  (32) 

Dieser  Ausdruck  giebt  ferner: 

r 

(33) 

l*  erner :    Da  A  ^  — : —  ,  so  ist: 

sina' 

z/A  =  3S  =  — 7— =-    und  ebenso    — ?-;§^u.s.  w.     (34) 

sina  sinp  ^    ^ 

Da  nun'(3C)^=s  4zf7/|^2'^3,  so  ergiebt  die  Division  durch  (34): 

^      2iig^3  sin  c       2i^zf|8iner' 
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§.13. 

Aus  A  =  5  =.^  ((25)  und  (23))  folgt:  . 

u w         IT^Js  l  to         nJi 

8ina'~"JIJTi'"~iö~*     sin a'  ^  11^11^'^    w    ' 

p «o_ -^1^3  m  tr     JTz/^ 

sin /3-"  71172  "-~ir~*     sin  jS' ~  JIi  J^  ""    w    '^      (3^' 

9   ta        I^i^^  n  to         JlJi 

siny      iliJj         to     '      sin/ ~"  JTi  JJ9        to 

Darans  wieder: 

sin«       niliU  sina      iT,M 

ü;r7=  i^^T/'  ^**^*"  iE?=^' 


sinjS nn^p  sin  a       Hu 


siny       nn^g 
siny'      IliJtL^n ' 

und  ferner: 


u.  6. w. ; 


sin« 'sina'        iTÜi  *    to  Hi  ' 


also: 


(37)  (38) 


u/=nT8incxsina^ 
;>m=)n6in/38in/3',  ^  (^) 

^n  =  m  sin}' sin/. 

§.  14. 
Nach  (4*)  ist: 

^  8in/J8iny= -;^ — ,       sinpsin/  =  -T- — 9 

•  r       /      gjyjß  r       f        sin  »2 

sinp'siny'=-; »     sinp'sinysr: -t * 


also 
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nilx  ^2^z  1  sin  a  sin  Ol         UII^^ 

oder  ~ 


sinasioni        $ina2sina3  sincrssinos       Jt^^z' 

Ferner  ist 

Psin  a  =  Ushi  a    nach  (10) , 
Pi  sin  a  =  /Ti  sin  Oi ; 


also 


folglich  auch 


PPi  sin *a  =  niTi  sin  a  sin  Oi , 


P2P3  9in  ^a'  =  -n'^Hs  sin  ffg  sin  03 , 


und  hieraus: 


oder 


PPi     sin^g  _  nn^     sinosinat  _  II?n\ 
P^Ps  sin*a'       /r2^8  '  sin  a^  sin «3  ""  n\u^^ 


sina'V  P^P^-n^n^*  ^^^ 


sin 
also  auch  nach  (36): 

PP^^=P,P^m^,  }  (40«) 

PP3^«  =  P,Pana 

Die  in  §.  13.  und  §.  14.  ausgesprochenen  Gleichungen  lassen 
sich  oft  zur  Umwandlung  von  Formeln  verwenden. 


§.  15. 

Ehe*  wir  zu  einem  zweiten  Abschnitte  übergehen,  wird  es  gut 
sein,  den  im  Fortschritt  der  Untersuchung  erweiterten  Begriff 
eines  Tetraeder- Modulus  zu  recapituiiren.  Als  solcher  lässt  sich 
im  Grunde  jeder  Quotient  betrachten,  der  aus  BestimmungsstQcken 
von  einerlei  Index  zusammengesetzt  ist,  und  seinen  Werth  nicht 
ändert,  wenn  man  jedem  dieser  Bestimmungsstücke  einen  und  den- 
selben anderen  Index  beisetzt;  oder,  um  das  Hauptmerkmal  nicht 
als  ein  nur  äusserliches  erscheinen  zu  lassen:  jeder  Quotient,  der 
aus  irgend  welchen  zusammengehörigen  Bestiromungsgr5ssen  des 
Tetraeders  so  zusammengesetzt  ist,   dass  et  seinen  Werth  nicht 
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ändert,  wenn  man  jene  Bestimmungsstaeke  durch  je  gleichartige 
ebenso  zusammengehurige  ersetzt. 

Ein  Beispiel  der  Anwendung  solcher  Moduln  giebt  die  An- 
merkung zu  §.5.:  Enthält  nämlich  in  irgend  einer  Gleichung  jedes 
einzelne  Glied  den  Nenner  (Zähler)  eines  Modulus  aus  verschie- 
denen Gruppen  (mit  verschiedenem  Index)  ein-  oder  mehrmal 
als  Factor^  so  kann  man  durch  Multiplication  (Division)  mit  dem 
Modulus  oder  einer  Potenz  desselben  den  Zähler  (Nenner)  mit  je 
gleichem  Index  an  dessen  Stelle  setzen. 

Es  ist  nun  klar,  dass,  wenn  Ausdrucke,  die  in  der  erwähnten 
Weise  zusammengesetzt  sind,  nicht  in  Form  von  Quotienten,  son- 
dern in  der  von  Producttn  erscheinen ,  auch  diese  in  ähnlicher 
Weise  anzuwenden  sind,  indem  dann  der  reciproke  Werth  des 
einen  Factors  den  Nenner  vertritt,  während  der  andere  Factor 
als  Zähler  fungirt;  weshalb  auch  die  Einschränkung  auf  dieQoo- 
tientform  aus  dem  Begriff  des  Tetraeder -Modulus  fallen  zu  lassen 
ist.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  die  angefOhrte  Anwendung  nicht 
die  einzige  ist,  welche  die  Moduln  für  die  Umformung  von  Glei- 
chungen und  Ausdrucken  wichtig  macht.  Es  mögen  daher  die 
bis  jetzt  hervorgetretenen  Moduls  hlei  nochmals  übersichtlich 
aufgeführt  werden: 

1)  2(>  =  ;5 


Bin  Ol  * 


2)        J!f  =-7—  =  ffs 


2p  u 

3)  '*  — jJ=Af^ilf,sina" 


ra'"8 


—  Tfe«    '^öinasina'  ^ 'lw~      WF    ' 

j^)      2to=:2V^^^ir,/raiT5  =  /r*=?yf 

:z:z,  p  sia  dl  sio  6^  ^^^  ^z  ^'A  a'  sin  j3'  m  )r^ 
6)      2ir  =  2^PPiP,P,=  2?. 


Junghan:    Beitrage  %ur  TeiraedrometrU.  383 


7)        3^=Jh  =  Pupq  = 


u 


=:49^y  — p— =  2y  — gj — 


6.  16. 

Sei  nßy  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Win. 
kel  a,  ßi  fs  die  Seken  a,  6,  c.  iV  sei  ein  beliebiger  Punkt  im 
Dreieck,  von  dem  aus  die  Bogen  d,  Cy  f  nach  den  Punkten  ex, 
ß»  y»  gezogen  sind.  Die  Bezeichnung  der  dadurch  bestimmten 
Winkel  ist  aus  der  Figur  klar.  Es  handelt  sich  darum,  eine  Glei- 
chung zwischen  P  und  den  P- Functionen  der  Tfaeildreiecke  P*, 
V",  P*'  au  finden. 

Auflösung: 

2P  ^  sin  6  sin  c  sin  « 

=  Ä" sin  |S"ilf '"sin  y'"  sin  («"  +  a"0  *) 

sina"       ^   awa"'       '        .  ■       -^ 

=  sin  e  sin  /*sin  /J"  sin  y"'(ctga"+  ctg  a'"). 
Nun  ist  itber 

m 

ctga"sinj3"  =  — coaß'' cos  d-t- sind  ctg  f, 

ctg  «'"  sin  y'"  =  — *  cos  y'"  cos  d + sin  c2  ctg  e ; 

also 

^  -~<in(/?'>+y*)  cosrf-f  (ain  y"  ctg/'+sin  jT  ctg  c)  sin  rf 

ctg«   +ctg«    _  B\nß''8lnf  : 

und  folglich 

2P=:  sin  6  sin  fsln  a*  cos  «l-hsinclsin  e  sin  ^  cos  /"-f sin  cfsin/lBiojS^cos  e^ 

oder 


\ 

i 


*)  Die  aecentttltten   Budkvtaben  M\  M'' y  M"  bexieheii  «ieh  auf  df« 
Theildreiecke  Nßy^  Nay^  Naß. 
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P—P^cosd  +  P^cose  +  P'^^cosf.  (41) 

Dieser  eben  so  einfache  als  folgenreiche  Satz  ist,  so  viel  ich 
weiss,  bisher  noch  nicht  bemerkt  worden.  Er  bildet  die  Grund- 
lage zu  allem  Folgenden. 

§.  17. 

Bedeuten  V,  i?",  iy'"  die  drei  von  N  auf  die  Seiten  gefSIlteB 
Huhenbogen,  so  kann  man^  die  Gleichung  nach  (6)  auch  so  aus- 
drücken : 

2P  =  sin  17'sin  a  cos  d-\-8in irf^  sin  b cos  e-f sin  iy'" sin  c  cosf,    (4*2) 

217=sini;'sinacos<2'f8ini7^^sinj9cos^-|-6ini;'''«inyco8^     (43) 

Es  ist  sina:=ilfsina=:ilf|8ina^  u  s.  w.,  also 

sina'    ..      sinjS"  __,,      siny"'    ^,,, 

M  =  — ; —  TU'  =  — V  ^"  =     .       ^'".  (44) 

sina  sinp  siny  ^ 

Dividirt  man  daher  (41)  durch  iPi,  so  kommt: 

„      Jl'sina'cosrf  .  IZ"sinj3"cosc  .  /?"'siny"'cos/' 

sina  sinp  sin/  ^    ^ 

Noch  eine  andere  Relation  ist  bemjerkenswcrth,  die  sieb  so 
ableiten  lässt: 

2P  =  sin  6sin  c  sin  a, 

4/^'^"' =  sin  6  sin  rf  sin  «"sine  sine?  sin  of'"; 


also 


2P  sin  («"  +  a"0  ctg  a"  +  ctg« 


^puptu  —  ein  2rf  sin  «"sina"'  ""  sin^d 


(46) 


Setzt  man  nun  wieder   den   oben  schon  entwicjcelten   VVerth  vob 
ctgc"  +  qtga'"  ein,  so  wird 

2P  ctg  rfsin  a'  +  ctg  c  sin  jj"  +  ctg  /"sin  y"' 


4/V//V//  -  sind  sin /3"  sin  y'f' 

Dividirt  man  diese  Gleichung  noch  durch  2i^  =  ainesin/sinc^ 
multiplicirt  dann  rechts  Zähler  und  Nenner  mit  sinetsin^sin/',  so 
erhält  man  ebenfalls  die  Gleichung  (41). 


i 

Junfkan:    BHiräge  %ur  Tetraedromeirie.  385 


4 


$.  18. 

Wenn  man  nun  tn  diese  Formeln  (41) — (47)  d  =  e  =  / setzt 
und  dabei  berficksichtigt «  dass  dadurch  a'' ==  <j — jS,  a^''r=tf — y 
wird»  so  erhält  man  die  Bedingung  (ur  den  dem  Dreieck  tipy 
umschriebenen  kleinen  Kugelkreis.  —  Setzt  man  dagegen  in  die- 
selben Gleichungen  iff  s^if  zszif'  und  beröcksiehtigt,  dass  dadurch 
die  Seite  a  durch  17'  in  t — c  und  s~b  getheilt  wird  u.s.  w.,  dass 
a"  r=  cif"  =  la  u.  s.  w.,  so  erhSit  man  die  Bedingungen  fOr  den 
eingeschriebenen  Kreis.  Wir  verspareii  jedoch  alle  ins  Einzelne 
gehende  Untersuchungen  für  spätere  Aufsätze,  um  zunächst  die- 
jenigen Lehrsätze  mitzutheilen,  welche  fOr  dieselben  als  Ausgangs- 
punkte dienen  werden.  —  Ueber  den  einem  sphärischen  Dreiecke 
umschriebenen  und  eingeschriebenen  Kreis  enthält  übrigens  das 
Luckauer  Programm  von  1848  einiges  Material. 

§.  19. 

Der  Satz  (41)  führt  sehr  einfach  auf  einen  anderen  über  die 
gegenseitigen  Beziehungen  von  vier  Ecken  um  einen  Punkt,  d.  h. 
von  vier  Ecken,  die  durch  vier  von  einem  Punkte  ausgehende 
Strahlen  bestimmt  werden,  wie  in  Taf. IV.  Figt  1.  von  KO,  KA, 
KB,  KC. 

Den  Uebergang  bildet  folgende  Betrachtung:  Verlängert  man 
den  Strahl  OK  über  K  hinaus  und  legt  durch  die  Veirlängerung 
und  die  drei  Strahlen  KA,  KB,  KC,  die  mit  ihr  die  Winkel 
]80Q^9>  ISOO—n,  180»— K  bilden,  drei  Ebenen,  so  wird  dadurch 
die  Ecke  KABC  in  drei  Theilecken  zerlegt,  deren  jede  eine 
INebenecke  zu  einer  der  drei  anderen  Ecken  um  K  ist  und  also 
nach  §.  4.  Anmerkung  4.  mit  derselben  sowohl  einerlei  P  als  ei- 
nerlei n  hat  Bezeichnen  wir  nun  für  die  in  Taf.  IV.  Fig.  I.  gegen 
^  Ai  A%  A^  geöffneten  Ecken  um  K  die  polaren  Eckensinus  der 
Reihe  nach  mit  F  P|  F2  Ps  (die  Eckensinus  mit  %  %i  %9  %t),  so 
ergiebt  sich  nach  (41)  f&r  die  vier  Ecken  um  K  sofort: 

P  +  Pi  cos»  +  Pa  ^^^  »  +  ^^8  ^^^  X  :=  0, 

Pcosv  -f  P| -|'F2Cosv-|-PsCOStt=:&, 

Pcos  Jr  +  Pi  COS  V  +  Pj  +  P3  cos  A=z:  0, 

PCOSZ  -f-PiCOSfi+P^COSA-f-Ps  =0. 

(Die  drei  letzten  dieser  Gleichungen  sind  nach  dem  Muster  der. 
ersten  gebildet.) 

Thtil  XXXIV.  26 


j 


ä 


( 
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§20. 

Von  Bedeutung  ist  die  Zusammenstellung  der  so  eben  gefun- 
denen Gleichungen  mit  folgenden  zwar  schon  lange  bekannten, 
aber  noch  nicht  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachteten: 

Die  einfache  Betrachtung  der  Pr^jectionen  der  Dreiecke /}]. 
zf2>  ^3  au-f  ^  ergiebt  die  Gleichung: 

Jz=:  Ji  cos  a'  -f  zfg  cos  ß'  t  ^j  cos  y', 
welche,  durch  m^  12  dividlrt,  wird: 

—  i/  +  i2j  cos tt'  f  n^cosß^  +  /Zj  cosy'  =  0,  -j 

/Tcosa'— i7i  +i72C0Sy  +  ^sCosö  =0, 

:   w 

/7cos|5'  +  /Jr|Cosy  — i/g  +J2,coSQr  =0, 

/rcos/  +  ^iCOs/3   +n^co6a—JlQ  =0; 

Ton  vrelchen  Glei^hwagen  wieder  die  drei  loteten  der  ernten  oadh 
gebildet  sind. 

§.  21. 

Diese  beiden  Grippen  von  Glekbaogen,  deren  eine  die  Be- 
ziehungen zwischen  jeden  vier  Ecken  um  einen  Pankt,  die  aa- 
dere  die  Beziehungen  zwischen  jeden  vier  Tetraedereckeu  aoi- 
spricht,  zeigen  bei  einem  vergleichenden  Blicke:  das«  vier  Ecken 
nm  einen  Punkt  unter  einander  dieselben  Relationen  habeo,  »ie 
die  Polarecken  von  vier  Tetraederecken. 

Dass  diese  Analogie  keine  zubillige  ist,  lässt  sich  durch  fol- 
gende Betrachtung  nachweisen: 

Errichtet  man  auf  *den  Endpunkten  der  vier  Geraden  r,  rp 
1*29  r^9  die  von  K  ausgehen,  normale  Ebenen,  so  schliessen  ditst 
ein  Tetraeder  ein,  dessen  Ecken  offenbar  die  Polarecken  zq  deo 
vier  Ecken  um  K  sind,  und  zwar  iti  der  Weise,  dass  die  FiSchen 
Winkel  der  Tetraederecken  von  den  Seiten  der  vier  Eckeo  du 
einen  Punkt  zu  ISO^  ergänzt  werden.  Da  diese  Construction  je- 
desmal möglich  ist,  so  müssen  sich  alle  anf  die  vier  Ecken  e'm> 
Tetraeders  bezugiicben  8ätze  durch  Vertauschung  von  JI  mit  F. 
von  P  mit  «,  von  «',  /?',  y'  mit  I80<>— ü,  180«  — tt,  im-%> 
von  cf,  /3,  y  mit  180-A,  ISO«— fi,  180<»-v  auf  ,die  vier  Ecke» 
"*<^  einen  Punkt  übertragen  lassen,  und  umgekehrt. 
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•  §.  22. 

Bestimmt  man  nun  auf  den  vier  vou  K  au/Sgebenden  Strahlen 
vier  Längen  r,  r|,  r^,  r^,  verbindet  ihre  Endpunkte  O,  Ay  ß,  C 
durch  ebene  (Tetraedet-)  Dreiecke,  und  bezeichnet  die  vier  bei 
K  zusammenstossenden  Theiltetraeder  mit  r,  T|  ,  t^,  T3 ,  so  ist 
nach  (8): 

t  (50) 

3Ta  =  r3rr,ra; 
also 


_3r,Ti  _  3vt  _  3r8T,  _  ^  ^  ^  _  ,, 


p-=Tp7  =  ^^=-j^j*  =  »T,rar8  =  Ä,  (51) 

welche  GrSsse  wieder  ein  Modulus  des   Tetraeders  Ist  und  mit 
R  beaseichnet  werden  soll. 

Multiplicirt  man  damit  die  Gleichung  (48),  so  erhält  man: 

rt  +  riTi  cos  9  +  r2TsCos  n+r^v^  cos  «  =  0,   } 

1         (52) 
nebst  den  drei  anderen.  r 


§.  23. 

Das  System  dieser  vier  Gleichungen  (52)  gestattet  mit  Leich- 
tigkeit viele  besondere  Bedingungen  einzuführen,  je  nachdem  man 
über  die  Lage  des  Punktes  K  bestimtnt. 

Fflr  den  Mittelpunkt  der  eihgeschriebenen  Kugel  z.  B.  braucht 
man  nur  die  t  durch  Jd  zu  ersetzen  und  dann  ds=zdiZ!=:d^7=^d^ 
zu  setzen.  Für  den  Schwerpunkt  hat  man  t=T|  ssr^r^T,,  und 
flie  r,  r|,  r^,  r^  sind  l  der  Schwerlinien.  Am  fruchtbarsten  ffir 
<lie  Befrachtung  des  Tetraedersr  Oberhaupt  scheint  die  Bestim- 
mung KU  sein,  dass  /T  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel,  also 
r  =  ri  =r2=r3 'gemacht  wird,  und  es  wird  (flir  die  Fortsetzungen 
dieses  Aufsatzes)  gut  sein,  fOr  diesen  Fall  den  r,  T|,  t^,  r,, 
welche  dann  Pyramiden  im  engeren  Sinne  werden,  besondere  Be- 
zeichnungen p,  Px,  \>2f  Ps  zu  geben.  Es  wird  dann  aus  (50),  (51),  (52): 

3p  =  Fr»,    3p.  =  P,r»,    3pa  =  Fjr»,    3p,  =  P8r»;     (53) 
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P  ~  P,  ~P,~P,-''  • 


(64) 


iiebüt  de»  drei  anderen. 


§.  24. 

Der  in  §.22.  (51)  aufgestellte  Tetraeder -Modulus  ttiT^t^  ist 
unter  die  Moduln  im  eigentlichen  Sinne  so  lange  nicht  zu 
rechnen ,  als  über  die  Lage  des  Punktes  K  keine  BestimmuDg 
getroffen  ist,  weil  er  fQr  ein  gegebenes  Tetraeder  bis  dahin  kei- 
nen bestimmten   Werth    hat.      Dagegen   entspricht  der   Modulus 

ir*  =  p  (54)  durchaus  dem  Modulus  )n=  jj*    Wie  n&mlich  durch 

Multiplication  mit  Jr*  ans  den  Grundgleichungen  (48)  die  Glei- 
chungen (55)  hervorgehen,  so  entspringen  aus  den  Grundgieichan- 
gen*)  (49)  durch  Multiplication  mit  M  diese: 

7      (56) 
nebst  den  drei  anderen.  3 

m 

Diese  Gleichungen  (56)  scheinen  bisher  vorzugsweise  die  Aof- 
roerksamkeit  der  Mathematiker  auf  sich  gezogen  zu  haben.  So 
bat  z.  B.  Herr  Professor  Bretschneider  in  der  ersten  Abhand- 
lung des  ersten  Theils  dieses  Archivs  aus  ihnen  und  den  fol- 
genden 

t  +  ti  cos  0 -fit  cos  ff  H-  /8cossc  =  0» 
nebst  den  drei  anderen, 

worin  i,  tif  t^,  i^  die  von  O,  A,  ß,  C  aus  gezogenen  Schwer- 
fioien  bedeuten,  eine  Reihe  interessanter  Gleichungen  hergeleitet 
Er  macht  dabei  auf  die  „beinerkenswerthe  ReciprocitSt*'  anfinerk- 
sam ,  welche  freilich  ohne  die  Zurückf&farung  auf  unsere  Grund- 
gleichungen  (48)  und  (49)  nur  als  eine  zuf&llige  erscheinen  kann. 


*)  Ich  nenne  die  Gleichungen  (49)  Grondgleichangen  im  Vergleick 
zu  (56)  darniD ,  weil  jene ,  to  wie  die  Gleidiungen  (48)»  das  eiafach«te 
Verhalten  switchen  den  Ecken  aliein  und  ihren  BeetimmnngMläcken 
(ohne  Einmischung  von  Elementen,  die  den  Ecken  fremd  sind)  erg^bee. 
Dass  in  §.20.  die  Gleichungen  (A9)  aus  den  Gleichungen  (p6)  herge- 
leitet sind,  ist  unwesentlich,  da  (49)  nach  der  Betrachtung  In  {.  21.  andi 
ans  (48)  hatte  hergeleitet  werden  können. 
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Sie  erklärt  sich  niiD  daraus«  das«  die  Gleichung  dp  Or^ecke 
(56)  der  Hauptgruppe  derjenigen  Gleichungen  angehurt,  die  aus 
der  Grundgleichung  (49)  der  Tetraederecken  erwachsen«  dagegen 
die  Gleichung  der  Schweriinien  der  anderen  Hauptgruppe  derjeni- 
gen, die  aus  der  Grundgleichung  (48)  der  vier  Ecken  um  einen 
Punkt  abzuleiten  sind  *).  Die  gegenseitige  Polorität  beider  Haupt- 
gruppen findet  ihre  Erklärung  in  dem  §.21.  Gesagten. 


§.25. 

■ ,  * 

Da  nun  die  Gleichungen  (48)  und  (49)  und  ihre  nächsten  De- 
scendenten  (52)  und  (66)  die  fruchtbarsten  Ausgangspunkte  ffir 
Untersuchungen  über  das  Tetraeder  sind«  so  mOgen  die  wichtig- 
sten Ableitungen  aus  (48)  und  (49)  hier  folgen: 

m 

—  77          -f  J7|C0Sa'-f- J2^co8/3'<f  J7,cos/=:0,  I. 

nco8a'---J7|           -f  I^cos^  -f  17,cos/3  =0«  U. 

ilcos/}'  4-  ili  cos /  —  Jla          i-f  ITs  cos  a  =:  0«  111. 

i7cos/i-77|Cos/3  -l-i^cosa  —  il,           =0;  IV. 

(48) 

P          -|-P|Cosr -t-P^cosTS-f-PsCossts  0,  I. 

Pcosr  +  Pi          -f  PflCosv-f  PsCosfisO«  II.             • 

Pcos9r-f P|Cosi;-|-Ps          -fPsCosAsO«  HI. 

Pcosx-|-P|Cosfft -t-P^cosA -f  Pb          =0.  IV. 


*)  Um  das  Letstere  dentlicher  nachsttweiadn,  aU  in  $.  23.  aadeutungs* 
"weite  sehon  geschehen  ist,  denke  man  AT  aU  Schwerpunlct,  and  von  0 
aus  die  Schwerlinie  t  gesogen.  Dann  ist  lielcanntlich  das  Stücic  von 
/,  welches  innerhalb  des  Theiltetraeders  i:  ffttlt,  {i^  offenbar  aber  itt 
das  Verh&ltniss  t:X,  da  beide  auf  der  Grnndlläciie  J  stehen,  gleich 
dem  Verhfiltaiss  dieses  Stackes  sur  gansen  /,  also  T  =  i2^,  ebenso 
tri  =Tt  =:rt  =|^f  was,  In  die  Gleichung  (52)  gesetst,  ergiefot: 

f-^-fi  cos  r -f  r,  cos  nr  +  r,  cos  x  =  0 , 

und  weil  offenbar  r=i}/  u.  s.  w.  anch 

/-|-/i  cosr-{-/sCOS9r-f  ^sC08JC=:0. 
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Setzt  man  die  Wertbe  von  cQ»a',  cos/}^  cosy'  aus  II.,  III«,  IV. 
in  I.  oder  die  Wertbe  von  coeio,  cqs9s,  co^»  aua  IL«  III.»  IV. 
in  l,,  90  erhält  man : 

(57) 
n«  =  1X1«  + JIa*+ n,«— 2/T»il8C0»a--2IZiiIaC08/J— 2JIiiIaCO»y, 

» 

Durch  Elimination  von  cq9y'  au8  1.  und  IV.  und  cosy  aus 
IL,  III.  ?on  eosx  aus  L,  IV.  und  von  coüv  aus  iL,  IIL : 

(58) 

n«  +  JIi«— 2  JfITIi  cos  a'  =  iV  +  ^3*  —  217^17,  cos  «, 

nebst  zwei  anderen; 

P«+P,«+2PP|C08r=  P««  +  P8«  +  2P4PaCosJl, 

nebst  zwei  anderen. 

Setzt  man  in  (58)  links  den  Factor  11 — 2i7iCosa'  aus  L 
=  —  i7|Cosa'  +  l^co8j3'  +  JlsCosy'  und  dem  Factor  P+2P|  cosr 

=:P|  COSr-^P^COSTT  —  P3COSX: 

(59) 

2n^IT^  cosa  =s  — /r,(Er|-/7co8«')+^2(^a-^co8iS')  f  7/3(03 -TTcos/), 

nebst  zwei  anderen ; 

2P9P8  cos  l  =  -Pi  (Pi  +P  cos  r)-Pa(P,+ Pcos  fl;)-P3(P8+Pcos«), 

*nebst  zwei  anderen. 

Setzt  man  in  IV.  den  Werth  von  n  resp.  von  P  aus  L,  so 
fiibrt  dies  auf: 

-  Jliasin  V  +  JJa«  sin  «jJ'  +  JR^*8in  V 

^*«''*= w^njr, 

:    («) 

^   ,     ^      Pi*sin«r— Pa'sin»»-Pj«sin«ji^, 
ctg(^x)  =  -. 4P,P,P3        " >• 

Eliminirt  man  aas  h  und  IL,  I.  und  IIL»  I.  und  IV.  n  resp. 
P,  dann  wieder  lli  und  P|,  so  erhält  man: 


*)  (prn)   bedeatet   den   Flächenwinkel,    den   die   Ebenen   der   Wiakd 
TT  und  IC  mit  einander  bilden. 
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m 

sinVsin«|5'8ioY  =  (cosa  +  cos/3'cos/)*siDV 

+(cosa+co8Ö'cosyO(cosj3+co8a'co8/)(co8y+cos^'cos/J')» 

8il**D»IÜ*»«iD«H  =  (C08  i  — CO8JrC08»)*«lD«l> 

+(cos^-coscco8«)*sin2Ä+(cosv— cosrcos7r)»sin«x 

—  (COSJI— CaS«C08Ä)(cO8(»-<08CCOS»KcO»V-COÄ0C»ßÄ). 

Die8e  Gleichungen,  weiter  entwickelt,  ergeben: 

m 

1  ?=     coa'fip  +  CO»  V  *-  co8««caÄ««'  +  2co6  /Jcos^'eoaycosy' 

-f  ^  cos  «cos /3  cos/ 

+  cos  «ß  +  cos  «j3'  -  cos  *iS  cos  «/?'  +  2  cos  «  cos  a*  cos  y  cos  y' 

-f  2  cos  a  cos  j3'  cos  y ' 
+  cos  ^y  +  cos  V  —  <^08  *y  c<*ö  V  +  2  cos  «  cos  fi/  cos  /J  cos  |3' 
+  2cosa'cos/Jcosy'  +  2cosccos/3cosy, 

1  =        COS«X  +  cos*»  —  COS^XCOS*»  +2cOSftC08ÄCOSVC0SH 

— 2cosXcos|iiCosv 

+  COS*  f&  +  cos  *Ä  —  cos  V  cos  •»  +  2  cos  ACOS  V  COS  V  COS  % 

— 2  cos  A  cos  7c  cos  « 

I 

+  cos*v  +  cos*»  — cosVcös*»  +2co8ilcosi?cos^cos» 

—  2  cos  D  cos  ^  cos  X — 20O89C0SyGOa>E. 

Bei  den  Eliminationen,  wpdurch  die  Gleichungen  (61)  gefunden 
werden,  kommt  man  auch  auf  folgende  Gleichmigen: 

(63) 
4772/7,  =  (cos  ß  +  cos  a'  cos  y')(co8  y  +  cos  a'  cos  ßO 

+  (cos  a  +  cos  ß'  cos  y')  sin  *«' , 

4P2P3  =  (cos  f*  —  cos  u  cos  x)(cos  V — c6s  V  cos  it) 

1+  (cos  A— cos  «  cos  x)  sin  H. 
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Da  4/7sir,  eine  FuncHoa  aller  Flächenwlnkel  ausser  «  nod 
4PiP8  eine  Function  aller  Seitenwinkel  (der  vier  Ecken  um  K) 
ausser  X  ist:  so  bieten  die  Gleichungen  (63)  die  Werthe  Ton 
cosa  und  cosA  durch  die  je  ffinf  anderen  Flächen-  resp.  Seiten- 
Winkel  ausgedrflckty  dar,  was  aus  den  Gleichungep  (61)  -oder  (62) 
unendlich  mühsam  zu  erreichen  wäre. 

Für  manche  Untersuchungen  sind  auch  folgende  Ümformui- 
gen  der  Grundgleichungen  brauchbar^  die  man  erhält,  indem  man 
coso^  mit  1 — 2sin/*ia'  und  mit  2cos*4<<' — I  ».s.w.  vertauscht 
und  ebenso  mit  cosv  n.  s.  w.  verföhrt: 

(64) 
J(-lZ+iri  + 1^  +  n^)  =  ni  ein*;«'  +  ir,srn«l|5'  +  Hasin  V» 

l(ir+  iri+zra+TT,)     csiiico8\a'+n^eoB^iß*+n^co8*iy\ 

4(-F  +  PjL  +F,+P,)  =  Pj  cos«4ü  +  PaCos«47r  +  Pj  cos«l«, 
4(P+P,  +Pa+P,)      =  P,  8in«4t^  +  P4sln«i35  +P5sinn«; 

wozu  die  je   drei  anderen  analogen  Gleichungen  leicht   zu  bil- 
den sind. 

Durch  Verbindung  derselben  und  Anwendung  der  Gau 8 si- 
echen Formein  kommt  man  noch  auf: 


n+n,=    J2.?il^<*t±^  +  j7,?!5^±£^. 
n-  A  =  -  i^?in<^«j)  +  n,'^^^^'^, 

*  ^      S}pa^  •      smoft 

0  =  P— P  — P  g'"(<^""<^»)_y  sin<ox— Pft),  I 
*         *     sin(9rv)  ■     sin(»fi)     '  / 


(66) 


woraus  ferner  hervorgebt: 
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J/siii  a'  =  U^cos  63  sin  /  -f  /Ts  cos  c^sid  |J, 
ilsin  ^'  =  Üi  cos  /lg  sin  7  -|~  -^^s  cos  Ci  sin  o, 
zrsin  /  =  üi  cos  09  sin  ^  4-  •'^a  cos  6|  sin  a ; 

Psint?-|-PsCos(vo)sinv-|f;P3Cos(ffti;)sinfi  =  U9 
P  sin  rc  -|-  Pi  cos  (yn)  sin  v-f  ^^s  cos  (^tt)  sin  A  =  0^ 
P  sin  X  •{-  Pi  cos  (fi«)  sin  ft  -f  PsCos  (Ax)  sin  il  =  Ö. 


In   allen  Gleicbnngen   dieses  §.  25.    kOnnen    die   17  mit 
den  Jy  die  P  mit  3nr  oder  mit  p  vertauscht  werden. 


> 


m 


§.26. 

Einen  Ausgangspunkt  für  viele  Untersuchungen  fiber  das  Te- 
traeder bietet  auch  die  Anwendung  des  Satzes  (41)  in  §.  16.  auf 
die  vier  Ecken  des  Tetraeder  dar.  Werden  nämlich  von  dem 
beliebigen  Punkte  K  im  Innern  des  Tetraeders  nach  den  Ecken 
die  Geraden  r,  r^,  r%9  r^  gezogen  und  Ebenen  durch  sie  gelegt, 
80  werden  durch  die  letzteren  auch  die  Tetraederecken  in  je 
drei  Theilecken  zerlegt,  deren  Eckensinus  und  polare  Eckensinus 
so  bezeichnet  werden  sollen:  Die  rechts  angehängten  Indices 
bezeichnen  wie  bisher  diejenige  der  vier  Tetraederecken,  welcher 
die  Theilecke  angehört,  die  oberen  Accente  (i^^ ig'' i^'^O  eich- 
ten die  Theilecken  an,  und  zwar  in  der  Art,  dass  diejenige  Theil- 
ecke, welche  die  Seite  a^  mit  der  Hauptecke  gemeinschaftlich 
hat,  einmal,  diejenige  welche  mit  ihr  6^  gemein  hat,  zweimal, 
die,  welche  mit  ihr  c^  gemein  hat,  dreimal  accentuirt  ist. 

Wir  haben  demnach  aus  (41): 


P  s=  i«  cos  (ric)  +  P"  cos  (ly) + -P"' cos  (r^) , 
Pi  =:Pj'cos(r,t«)+Pi"cos(riiw)+  Pi'"cos(rin). 
P,  =  P.'cos (r,/)  +  Pa"cos (rip)  +  P,'"  cos  (r^n)  , 
P,  =  P,'  cos  (i-aO  +  Pa''cos  (r^m)  +  Pj"'  cos  (r^q). 


(67) 


Diese  Gleichungen  sprechen  aber  noch  nicht  aus,  dass  die  von 
O,  A9  Bf  C  ausgehenden  vier  Geraden  r,  r^,  r^,  r^  in  ein^m 
Punkte  zusammentreffen.  Je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  diese 
Bedingung  eingeführt  wird,  nehmen  die  Gleichungen  (67)  sehr 
verschiedene  Formen  an. 
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§.  27. 

Wendet  mau  z.  fi.  die  Gleichoug  (41)  in  der  Form  (43)  *)  auf 
die  vier  Tetraederecken  an,  multiplicirt  mit  r,  r|,  r^,  r^  und  er- 
setzt rsini^^,  TBiiiTii    u.  ».  u.  durch  cf i ,  d  u.  s.  w.,  80  erhält  man 

r 

(68) 

2J7r  =  <2i8inaco8(rti)  -^  c/^8in/?co8(rp)  -f  c^sinycoaCr^), 

2/I|r|  =  c26in«co8(r|U)  -|-e2^8io/€P8(r|n)4-cf3  8in^'cos  (r]iii) , 

nebst  z\^'ei  anderen. 

Hierin  lassen  sich  noch  die  12  Winkel  (ru),  {rp)^  (r|«)  u.  s.  w. 
auf  die  6  Winkel  v,  n,  ic,  k^  (i,  v  und  6  Kanten  u,  p,  q^  /,  tji,  n 
bringen,  indem 

.    .       f — ricosü.             ,      ,      Ti— rcoso 
cos(rti)  =s >      cos  (r|tt)  = ,  u.  s.  w. 

Dadurch  ivird: 

(Ö9) 

ft«r        disina,  dgsin/},  v  .  ^«'"y., 

2/Tr  =  -* (r— Tj  co8«)+  -^ ^(r*— r^cos«)  +    '     *(r— T3C0SX)» 

**  r^  y 

2ir|i^  =  — ^(ri— rco8»)+-^-(r,— r«co8v)+— ^j — (n -rjcosf*), 

nebst  flwei  anderen. 

Anmerkung.    Wenn  man  in  eine  dieser  Gleichungen  nach 

,^^^  sina       JIJJi  -        _    ^^^^    ,      Zx       Frir^r« 

(3o)  = u.  8.  w.  setzt,  und  nach  (50)  a  =  -^  =  — -^ — » 

80  kommt  man  auch  auf  diesem  Wege  au  der  Gleichung  (48). 


§.28. 

Am  fr«cbtbar8ten   ist  dieser  Ausgangspunkt  (Gleichung  (68)), 
wenn  man  für  K  den  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  wählt. 


*)  Man  wird  die  Pojin'(4d)  im  Allgemeinen  der  Form  (42)  irorsio^ 
hen,  weil  diese  12  KantenwSnkel  a,  6,  C;  a, ,  ö^  u.  s.  w.  !■  df«  4  Glei- 
chungen   bringt,    wahrend    jene   statt   deren    nur   die  6   Pläehonwiokel 

«>  /^>  y»  «'>  /^'»  y*  einfuhrt. 
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also  r  =s  Ti  =  r2  =2  rj,  cos(rtt)  =  co9(r|U)  :=  sio  Je  u.  s.  w.  setzt. 
Dann  gewinnen  unsere  Gleichnngen  die  Form: 

(70) 

2//r  =  </|  sin  asin  \v  -f-  c/ssin  ^sin  \n  -|-  ^s  sin  y  sin  ^x , 

2//|r  =  d  sin  asin  ^v  -|-  cZ^sin  y'  sin  «v-f-  eZg  sin  /3'sin  \^y 

2n^T^^=i  dsin /?sin  ^^  -|-c2|  sin  y*s\i\\v  -f  ^  sin  a^sio  ^f^, 

f 

^Ut^T  =  «/sinysin  Jx  ^c^i  sin  ^'sin  |fi-f  i^ssm  cr'stn  |il; 

oder,  wenn  man  sie  noch  mit  '2t  multiplicirt,  und  dann  2rsinio  =  « 
setzt,  u.  s.  ^'. : 

.4irr'=s  c{|U8intt-f  cf^psin/S-f  ctsf  siny, 

4/7ir^=:c?]csin«4-<f2^^io/~h^*'>^iA/''*    ^  (71) 

nebst  awei  anderen. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  durch  Eliminationen  und 
durch  Substitutionen,  die  zum  Theil  schon  aus  der  Figur  leicht 
ablesbar  sind,  zahllose  neue  Relationen  zwischen  den  Bestiro- 
mungsgruBsen  des  Tetraeders  gewinnen. 

Zu  bemerken  ist  noch  über  (71),  dass  die  Producte  usina.... 
....  /sio «'   sieb    nach  (36)    einestheils   durch      tt'tT^  '  •  •  •  jj  77    » 

anderntbeils  durch •  • .  • ' —  ersetzen  lassen.    Letzteres 

w  w 

z.  B.  giebt: 

4r«u?  =  i2rfti«+  nirfin«+  U^d^m^, 
nebst  zwei  anderen, 

woraus  durch  einfache  Eliminationen  interessante  Resultate  zu 
gewinnen  sind. 

Ancb  lassen  sich  leicht  die  Producte  je  zweier  G^genkftotan 
einfahren:  Multipllcirt  man  die  erste  der  Gleichongen  (71)  «4t 
ilf ,  80  wird 

4#V^=  <2|Usina  -f  <2^sin  b  4-  ciifsinc. 

rk  .  l       ,    .       m       .  n  ^ 

Da  nun  sina  =  2^,  sin  6  =  0—»  ®*"^*  =  qI"*  ^^  '«*• 
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8/V«=ii/^+pm^  +  yii^,  (72) 

wonach  die  drei  anderen  leicht  zu  bilden  sind.  Offenbar  ist  (da 
wir  ja  in  diesem  §.  28.  unter  K  den  Mittelpunkt  der  umschriebe- 
nen Kugel  verstehen)  -^  die  Cotangente  des  sphärischen  Radius 

des  dem  ^^  umschriebenen  kleinen  Kugelkreises.  Bezeichnen 
wir  diese  mit  ctgpi  (eine  Verwechselung  des  sphärischen  Radius 
pi  mit  dem  linearen  ^|  ist  nicht  zu  besorgen),  so  erhalten  wir: 


8AV«  =  if/ctg  ^1  -f /'m  ctg  ^  -h  ^  ctg  ^ , 
8Pir*  =  ii/ctg  9  -f  pm  ctg  ^  4-  qn  ctg  p, , 
8P,r*  =  tt/ctg^s  +;»»»ctg^  +  ^ctgp, , 
8^8*"*  =^  tf/ctg  ^  -f /Mfi  ctg  q\\qn  ctg  ^. 


(73) 


Eliminirt  man  aus  der  ersten  und  vierten^  so  wie  aus  der  zweiten 
und  dritten  qn^  so  erhält  mau : 


vi  __Pctgg+P|Ctgg|  — PflCtgfa  — PgCtgfti 

4r*  ctg^ctg^i  — ctg^ctgft, 

pm  _  Pctgp— Ptctggt-f  Pgctgfa— P,ctgfa 
4r*  ctg^ctges— ctg^ictg^  ' 

^n  _Pctgg  — Ptctg^i— Pactgpa+Pgctgfa 
4r*  ctg  ^  ctg  ^  -  ctg  9i  ctg  ^ 


(74) 


§.29. 

Der  Verfasser  hat  in  den  obigen  28  Paragraphen  aus  einer 
grossen  Menge  von  Einzelnheiten,  die  sich  bei  ihm  angehäuft 
haben,  diejenigen  Zusammengestellt,  die  ihm  theils  als  Grundlagen 
für  die  Darstellung  anderer  Gruppen  dienlich  scheinen,  tbeils 
geeignet,  diesem  verbältnissmässig  noch  wenig  entvilckelten  Zweige 
der  Wissenschaft  Aufmerksamkeit  und  Arbeit  zuzuwenden.  — 
Zur  Aufstellung  eines  organischen  Systems  fehlt  ihm  noch  so  viel 
Material,  dass  es  nicht  rathsam  scheint,  bis  zur  vollendeten  Her- 
beischaffung  und  Verarbeitung  desselben  mit  der  Veröffentlichung 
mancher  immerhin  fl!r  sich  interessanter  Einzelnheiten  zu  warten. 
Besonders  wiirde  es  ihn  freuen,  wenn  ihm  der  obige  Aufsatz  ei- 
nige Mitarbeiter  gewönne. 
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\ 

Summation  zweier  uneadiicher  Reiben  auf  elemenia* 

rem  Wege. 

Von 

^erm  Julius  Bodcy 

wiMemrchaftlichcm  HAlftlehrer  am  Gjmnaainm  zn  Dorlmnnd. 


Lejeune  Diricblef  fand  *}»  dass  der  Ausdruck 

nti  n^^if 

sich  unendlich  der  Einheit  als  Grenze  nähere»  „lorsque  la  vari- 
able  positive  q  deyient  moindre  que  tonte  grandeur  donn^e.*'  Herr 
SchlGmilch  indess  glaubt  **)y  dass  dies  auch  noch  fSr  den  Grenz' 
fall  Q=0  gelte,  und  fährt  hierzu  zwei  Beweise  an»  einen  elemen- 
taren und  einen  zweiten  ausführlicheren  als  Dirichlet  mit  Hülfe 
der  Gammafunktion.  Was  zunächst  den  elementaren  Beweis  an- 
geht» so  dürfte  es  nicht  schwer  sein»  nachzuweisen»  dass  der- 
selbe einen  Irrthum  enthält»  durch  dessen  Beseitigung  sich  dar- 
thun  lässt»  dass  der  fragliche  Ausdruck  für  p=0  ebenfalls  genau 
gleich  Null  ist. 

Herr  Schlomllch  folgert  aus 
und  der  hieran«  abgeleiteten  Gleichung 
offenbar  in  Uebereilnng  die  Relation 


*)  Crelle'«  JooroaL  Bd.  I\X.  p.  326. 

**)  Seh  15 milch'«   Zettaehrift  für    Mathematik    und   Physik.    1868. 
Litsg.  p.  99.  nod  1860.  p.  188.  ff. 
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r 
I 

\  Denn  es  ist  wohl  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  die  Glei- 

chung (1^)  auch  in  der  Form 

[1         J_  l     '     ,     1      . 

li+"e  <"2i+('+-"+(«-l)He  ■•■  «*+<'■*■  •' •• 

^»cbriebeii  werden  darf,  in  welcher  "it^  das   allgemeine  Glied 
der    Reihe    bezeichnet  und   diese  stets   mit   dem   Gliede 


(2«)Me 
endigend  gedacht  wird.     l>och  ist,   wie  sich  zeigen  wird ,  für  die 

Schlussbetrachtung  gleichgültig,  ob  das  letzte  Glied  /o  \x^g  ^^^^ 
■'  sein  soll. 


Demnach  wird: 


2  _    rf  2  2  2  I       ^      \ 

wjTf^  Ap)  —  ^  Lv2i+f  +  4Hf  +  ••••  +  (2»— 2)i+(>  ■*■  (2n)»+cy 


+  2(>  (,(«+!)»+(»+  •••  +  (2w)H(»J  J,=^ 


und 
^-1 


§^A^)-PL(ii+^-  2H(»  +  ^    •  +  (2«— l)i+^"~"(2n)W 

■^2?V(ii+l)i+c+- '+(2»)»+^  ^^*^ 

oder 

2f  p/  1 i_  1       _    ^     Y    '  "^"    1  n| 

2^-lLVl*+^      2HC+ • +(2ii-l)He     (2n)Hpy    2?^+imHeJ,^' 

Geht  man  in  dieser  Gleichung  links  und  rechts  nach  g  zur 
Grenze  tiber,  so  folgt: 

(3) 
1  r/1     1    1  1         L\     /"  1     .    •  l\~l 

Da  nunmehr  der  Werth  der  eckigen  Klammer,  welcher  mit  £ 
bezeichnet  werden  muge,  für  jeden  positiven  ganzen  Werth  voo 
n,  auch  für  n  =  QD,  genau  Null  ist,  wie  bewiesen  werden  wird, 
80  ergibt  sich  ganz  streng  nach  der  Ton  Herrn  Scfaloniileh  selbst 
angegebenen  elementaren  Methode  des  Be«ieises  /1[0)=0. 
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Bezeichnet  Dämlieh  n  irgdod  ^iii«  poAifive  gans«  Zahl,  so  er- 
hält E  drei  Glieder  mehr,  wenn  in  (3)  das  n  von  n  auf  tt  +  l 
wächst,    Qml  zwar   erhnlt   die    erste   rQ»de  Klammer  mehr  die 

Glieder  +  ö^xi  0"«^  "~2~+2'  *^'®  z}^'eite  runde  Klammer  da- 
gegen verliert  das  Glied    —tTx  '  ^^^f"""  ^'^  erhält  die  beiden  neuen 

Glieder  +s — rr  ""d  +T--rÄ»  so  dass  dieGesammtänderung  des  . 
E  beträgt: 

»_    ._!_._L 1 i 0 

(i.  b.  £  «ndert  sich  nicht  mit  n:  Nun  alter  ist  E  fSr  n=3  iden- 
tisch mit  Null,  also  auch  für  »=4,  n=5,  »i=6,  m:=7, ....',  d.i. 
auch  für  n  =  00.  . 

Hätte  man  die  Reihe  in  (1*)  nicht  mit  72^^+;^  schliessen  las- 

sen,   sondern  mit    r^n^DHe'    ^^  würde  E  allerdings  nicht  fiir 

endliche  n  gleich  Null  sein  können,  gewiss  aber  für  n=OD  un- 
endlich klein  sein  müssen^  wie  leicht  zu  sehen.  Immer  ist  dem- 
nach fjlr  n  =  Qo: 

/10>=|  =  Ü  (1) 

und 

(II) 

[i  1  Inj       _rl     IJ  _i_l      — it) 


Es  scheint  nicht,  dass  dcis  vorhergebende  Raisonnement  an- 
gegriffen werden  könne,  es  sei  denn,  dass  die  Gleichung  (3)  in- 
sofern bestritten  werde,  als  sie  aus  der  ihr  vorausgehenden  dadurch 
abgeleitet  ward,  dass  fSr  die  Grenze  der  Summe  der  unendlichen 
Reihe  gesetzt  ward  die  Summe  der  Grenzen  Ihrer  einzelnen  GTie- 
der  —  beides  in  Bezug  auf  q.  Allein  dies  thut  auch  Herr  »Seh  19- 
milch  und  ist  auch  gewiss  statthaft,  wie, ich  im  Zusammenhange 
mit  anderen  dahin  gehörigen' Untersuchungen  demnächst  nachwei- 
sen werde.     Auji  dem  vorhergehenden  Ergehniss  folgt  indess  nicht, 

dttss     £    --rr\   für  alle  anendlich  kleine  g  ebenfalls  unendlich  klein 
11=1  «*'*"v 

sei,  vielmehr  nähert  sfeh  der  Werth  dieses  Ausdrucks  mit  onend*- 

lieh  klein  werdendem  q  allerdings  einer  diskreten  Grösse  grOssei' 

als  Mall,  er  nimmt  aber  wieder  continnirlich  ab  und  zwar  bis  Kali, 

weno  Q  von   einem  gewissen   unendlich    kleinen  Werth  an  noch 
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vreiter  und  zwar  bis  Null  abnimmt.  Diese  roerkwOrdiire  Eigen- 
schaft, uelcbe  sich  als  eine  bis  jetzt  wenig  beachtete  Contiiiiii- 
tätsweise  ergibt,  kommt  der  Summe  sehr  vieler  und  wichtiger 
unendlicher  Reihen  zu  und  wird  ebenfalls  demnächst  aasfShrllch 
erörtert  werden. 


XXVIII. 

tJeber   den  Cartesischen  Satz  bezuglich    der  Anzahl 
der  positiven  and  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  Zehfuss, 

Pritatdocenten    In  Heidelberg. 


Uer  Cartesische  Satz:  Eine  algebraische  Gleichong 
mit  reellen  Coefficienten  kann,  falls  sie  Tollständig 
ist»  höchstens  ebensoviele  positive  Wurzeln,  als 
Zeichenwechsel,  und  höchstens  ebensoviele  negative 
Wurzeln,  als  Zeichenfolgen  darbieten,  erscheint  zwar, 
obgleich  selbst  Gauss  (Crelle's  Journal  III.)  es  nicht  wer- 
schmäht  hat,  einen  Beweis  desselben  zu  liefern,  f9r  die  Zwecke 
der  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  seit  dem  Bekannt- 
werden des  Stürmischen  Satzes  von  untergeordneterer  Wichtig- 
keit; allein  trotzdem  wird  man  sich  niannich Fächer  Anwendungen 
desselben  erinnern,  weshalb  es  nicht  ungerechtfertigt  erscheinen 
dfirfte,  einen  auf  neue  Principien  gegründeten  Beweis  desselben 
zu  veröffentlichen,  besonders,  da  sieh  dabei  auch  bezQglich  der 
unvollständigen  Gleichungen  einige  neue  Bemerkungen  ergeben. 

Der  Mechanismus  des  Beweises  beruht  auf  der  bekannten 
Bernoulli'schen  Schlussart,  nach  welcher  man  zeigt,  dass  der 
Satz  ffir  eine  Gleichung  nten  Grades  gelte,  sobald  er  ffir  die  je 
unmittelbar  niedere  Derivirte  sattfindet,  wodurch  die  .Entscheidung 
nach  n  — 1  Derivationen  zuletzt  von  der  Giltigkelt  dea  Satzes 
bei  der  Gleichung  des  ersten  Grades  abhängig  gemacht  ist, 
welcher  er  bekanntlich  zutrifft 
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I.     Untersuchung  des  Kennzeichens  der  positiven 

Wurzeln. 

Die  Anzahl  der  positiven,  also  von  Null  verschiedenen  Wur- 
zeln der  Gleichung  nten  Grades 

f{x)  =  aar»  +  a^x^^^  +....  +  öii-ia:+ an  =  0 

sei  gleich  r,  die  Anzahl  der  Wechsel  sei  gleich  r.  Ebenso  sei 
r'  die  An;^hl  der  positiven  Wurzeln  der  t)erivirten 

f'(x):=znax»-^  +  (n— 1)  tfi.T«-2+ ....  +  a«-i , 

und  v'  die  Anzahl  ihrer  Wechsel.  Alsdann  hat  man  immer  ent- 
weder v'=iv,  oder  t>'=v — 1/jenachdem  an  und  an— i  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Untersuchen  wir,  in  welchem 
Zusammenhange  diess  mit  der  Anzahl  der  positiven  Wurzein  bei- 
der Gleichungen  steht.  Es  sind  verschiedene  Fälle  dabei  zu  unter« 
scheiden.  , 

a)  Wenn  Ou-i  und  o«  beide  positiv  sind,  ist  v'=ü. 
Die  durch  y=zf{x)  dargestellte  Curve  schneidet  wegen  an=/'(0) 
die  Ordin&tenachse  oberhalb  der  Abscissenachse,  und  steigt  we- 
gen/''(0)=an-.i>0  anfangs  aufwärts,  bietet  also,  ehe  sie  noch 
die  Abscissenachse  trifft,  einen  Maximalpunkt  oder  eine  Wurzel 
von  /'(a;)=:0  dar.  Nach  dem  Rolle'schen,  leicht  aus  der  Be- 
trachtung der  Curve  folgenden  Satze,  kann  nun  zwischen  je  zwei 
Wurzeln  von  f  {x)=^Q  höchstens  eine  einzige  von  f(x)=^0  lie- 
gen; nur  die  grösste  positive  Wurzel  von  f(a:)=0  braucht  nicht 
zwischen  zwei  Wurzeln  von  /'(.t)=0  zu  liegen.  —  Eine  möglichst 
grosse  Anzahl  r  von  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  ergibt  sich 
demnach,  wenn  man  die  r*  —  1  zwischen  je  zwei  der  r'  Wurzeln 
von  f'(x)=^0  etwa  möglichen  Werthe.noch  um  die  grösste  W^ur- 
zel  von  f(x)  vermehrt,    wodurch   im  Ganzen  r'  —  l  +  l  =  r'  ent- 

steht      Also  ist  r r'.      Diess^    zusammen   mit  v'=zv,    ergibt: 

ß)  Wenn  a«>0  und  aN-i<0,  ist  v=v'+l,  unddieCurve 
schneidet  die  Ordinatenachse  oberhalb  der  Abscissenachse  und 
beginnt  fallend,  wegen  f\0)  =  Hn^i  <  0.  Eine  mugiichst  grosse 
Anzahl  von  Wurzeln  ergibt  sich  demnach  fiSr  /'(^)=:0,  wenn  die 
Curve  sofort  die  Abscissenachse  durchschneidet ,  ehe  sie  'einen 
einer  Wurzel  von  f^(x)  entsprechenden  Minimalpunkt  erreicht, 
und  dann  wie  unter  «)  zwischen  je  zwei  der  r^  Wurzeln  von 
f'\x)  =  0  eine  positive,  und  zuletzt  noch  eine  ausserhalb  der  r^ 
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Wurzeln  von  f'{x)  gelegene  grusste  Wurzel  ergibt    Die  grSsste  An 
zahl  der  Wurzeln  von  f(x)=:0  ist  sonach  r'Tl+(r'— l)fl^r'+l. 

Zusammen  mit  uäc'  +  I  ergibt  sich  r— oJlr'- — v'. 

y)  Die  Fälle  aii^i<0,  /in<0  und  o«-i>0,  ö«<0  lassen 
eine  den  Ffillen  a)  and  ß)  analoge  B«handtting  zu   und  ergeben 

gleichfalls  r^-^v     r' — r'. 

S)  Wenn  On&sO,  cin.i^rü,  so  herfihrt  die  Curve  im  Urspniiise 
die  Abscissenachse  und  entfernt  sich  dann  von  ihr,  indem  sie 
eher  eine  Wurzel  von  /''(a:)  =  0,  als  eine  solche  von  /(a:)=0  dar 
bietet.  Ahgiesehen  von  der  gr^ssten,  mttsrsen  demnach  die  Wor 
zeln  dek*  letzteren  säromtlich  zwischen  solcrhein  von  ^'(«)  =  0 

liegen»  ihre  grösste  Anzahl  i»t  mitbin  r (r'--*l)^l,  d.h.  t^t\ 

und  da  unter  der  Voraussetzung  d)  auch  r  =  r'  ist,    so  entsteht 
wieder  t — v^r'—v', 

s)  Wenn  on—O,  On-i^O,  so  ist  vtnv'  *).    Die  Curve  geht 

durch  den  Ursprung  und  entfernt  sich  dann   von  der   AbsciSsen 
achse;    die  weitere  Betrachtung  ist  wie  unter  ^.     Es  entsteht 

wieder  r— ü r'  — «'. 

l)  Wenn  a«>0  und  <7ii-.i=0  ist,  so  schneidet  die  Curve  ober- 
halb der  Abscissenachse  in  die  Ordiiiatenachse  ein  und  geht  da- 
selbst horizontal,  wendet  sich  jedoch  alsdann  aufwärts  oder  ab- 
wärts, jenachdem  der  erste  der  CeefHcienten  an-^i*  On—z,-"*  ^^^ 
nicht  verschwindet«  positiv  oder  negativ  ist,  weil  dann  eine  der  Ordi- 
nate f(0)  :=  On  nächstanliege  nde  Ordinate  f(x)  =  f(0)  +  i7».^:r^  -f  •••• 
augenscheinlich  nur  durch  das  die  nachfolgenden  kleinen  Glieder 
in  0?^+^....  -beherrschende  On-fiX^^  'Von  /(0)  =  flfn  unterschieden  ist. 
—  Wendet  sich  die  Curve  aufwärts-,  so  ist  die  Betrachtung  wk 
unter  a),   wendet  sie  sich  abwärts,  so  ist  sie  analog  ß) ,   in  bei 

den  Fällen  resnltirt  daher  r — v     r'  — c'. 


*)  Hiefwle  unter  ^  soft,  wie  überhaupt,  4>ei  Beartbeilno^ 
der  Anzahl  der  Zetchenweehitot  auf  Vtor«chwiadende 'Glieder 
kein«  Räclrsicht  genemmen  werden,  soadern  eegeit««  nur  die 
vom  N«ll  veraohiedenen  Criieder  ai«  masfgebeod.  Einigf 
SchriftAteller  eraet%eii  die  Nullen  nach  Willkühr  durch  ei" 
fiDgirtes  +  oder  — . 
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ri)  Aoalog  £)    eRtetebt   auch,  vi^eiiD    ii»<0,    an-i^O  ist. 

Nach  BetraohloBg  all«r  dieser  Fälie  ergllit  eieb^  daas  «elM 
wenn  in  den  Ceef&ciente«  Lacken  Yorbaaden  sind,  dh.  di#  GleJ- 

chiing  unvollständig  ist,  immer  r-^9     r'  — v'  sei,  ir^nn  nur  bei 

Zftblung  der  Zeicbenwecbsel  di«  Lücken  ginslich  ver- 
nacblässigt  werden.^  Da  der  Orad  der  Oleicbung  ohne  Eii^* 
fluss  auf  die  AllgemeSnbeit  der  Betrachtung  war,  so  lisst  aidp 
die  letste  Ungleichbett  auch  aaf  alle  Derimten  ausdebneo,  d.  fa. 
man  hat: 

Da  aber  die  (» —  l)te  Derivirte  vom  ersten  Grade  und  fiir  si^ 
also  der  Cartesische  Satz  richtig  ist,  so  hat  man  rO«-i)  —  c(»-i)==:0, 

also  ist  r — v     0  oder  r e,  womit  der  Satz  bewieaap  ist. 


II.    Untersuchung    des    Rennzeichens   der  negativen 

Wurzeln. 

Im  Vorhergehenden  ist  die  Giltigkeit  des  Kennzeichefis  der 
positiven  Wurzeln  selbst  flSr  den  Fall  der  unvollständigen  Glei- 
chung 7iten  Grades  bewiesen  worden,  wenn  man  nur  bei  Beur- 
theilung  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  die 'Lücken  nicht  mit  in 
Betracht  zieht.  Hieraus  würde  sich  durch  Transformation  voi^  a: 
in  —X  eine  leichte  Regel  für  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln 
für  alle  Fälle  herleiten  lassen,  wie  bekannt.  Allein  wir  wenden 
uns  zu  der  an  die  Zeichenfolgen  gebundenen  Regel  för  die 
höchste  Anzahl  deraegativen  Wurzeln,  und  werden  beweisei^,  dass 
sie  bei  der  vollständigen  Gleichung  nten  Grades  immer  statt  habe, 
dass  aber  im  Falle  der  unvollständigen  «Gleichung  die 
Grenze  der  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  um  eben  so 
viele  Einheiten  zu  erweitern  ist,  als  Lücken  mit  unge- 
rader Anzahl  von  Nullen  zwischen  zwei  Gliedern  von 
entgeigen.g#8«tzten  Zeichen  vorhanden  sind.,  yoxausge- 
setst,  rihiss  die  Lücken  bekn  Zäbireo  der  Zeiehe.owe£hfi^  tU^ht 
bevüeksichtigt  werden,  -r^  Die  aSthige  IMscussion  <de^  e^nzeio^ 
FÜle  ist  «durehaus  äbnüeh  ^erjenigfdn  der  Fälle  unteir  J.,  weshalb 
wir  Mis  iAtmd  beaebüäflhea  WMHeo,  bei  der  vollständigen  Glei- 
chung nur  zu  disoutiMii  de»  FaM, 
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wo   an>0    und   afi-i>0. 

Bezeichnet  man  durch  p  die  Anzahl  der  Folgen,  vod  f{x)»  durch 
p'  diejenige  der  Folgen  von  f'(a!),  und  bezeichnen  r  und  r'  die 
Anzahlen  der  negativen  (von  Null  verschiedenen)  Wurzeln  vou 
f{a;)  und  f'{x)y  so  ist  zunächst  klar^  dass  für  an>0  und  iin-i>0 
fix)  eine  Folge  weniger  darbietet  als  f(x),  d.h.  es  ist  p=:p'  +  l. 
—  Ferner  schneidet  die  Curve  oberhalb  der  Ordinatenachse  in  die 
Abscissenachse  ein  und  senkt  sich  von  da  wegen  aii-.i>0  gegen 
die  Seite  der  negativen  Abscissen  hin,  woselbst  eine  möglichst 
grosse  Anzahl  negativer  Wurzeln  von  f{x)  =  0  entstehen  kann. 
wenn  zunächst  die- Curve  die  Abscissenachse  schneidet»  ehe  sie 
in  einem  Minimalpunkte  eine  Wurzel  von  f'(x)  =  0  darbietet.  Es 
ist  dann  ferner  zwischen  je  zweien  der  r'  Wurzeln  von  f(x)  nur 
höchstens  eine  solche  von  f{x)  =  0  möglich,  und  endlich  kann 
noch  eine  absolut  grtisste  negative  Wurzel  von  f{ä:)  =  0  vorhan- 
den sein,  die  nicht  zwischen  zwei  solchen  von  f'(ns)  =  0  einge- 
schlossen ist.     Die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  ist  ahso  buch- 

stens  l+(r' — 1)+1,  d.  h.  r^r'+l.   Diess  zusammen  mit  |9=p'il 

ergibt  r—p^r'  —  p'. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  im  Falle  der  vollständigen  Glei- 
chungen bei  allen  übrigen  zu  unterscheidenden  Fällen,  also  er 
hält  man  wie  unter  I. : 

r— p  <  r'-'p'^r"  --p" ....  ^  r («-*)- ;;(-->), 

und  da  r("~*)  —  p(«— 1)  =  0  ist,  so  kommt  r^p^  d.  h.  bei  der  voll 

ständigen  Gleichung  ist  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln   deije 
nigen  der  Folgen  höchstens  gleich. 

Falls  Lücken  aiuftreten,  ergibt  sich  gleichfalls  immer  da?: 
Resultat  r — p^r' — p',  ausgenommen  den  Fall,  wo 


fln  ^  0  und    ön-i  =  0 


ist.  Sei  z.B.  aii>0,  €iff.i  =  0;  die  Curve  schneidet,  indem  sie 
horizontal  gebt,  oberhalb  der  Abscissenachse  in  die  Ordinaten- 
achse, und  steigt  nach  der  Seite  der  negativen  or,  oder  fötlt,  jenacb- 
dem  der  erste  der  Coefficienten  Oii.s,  an—s«...,  welcher  nicht 
verschwindet,  positiv  und  von  gerader  Ordnung,  negativ  und  von 
ungerader  Ordnung,  oder  umgekehrt  ist.    Man  findet  wie  oben  in 
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dieseo  Fällen  r^p^r'  —p' ,  ausgenommen,  wenn  ctn./i  von  ge- 
rader Ordnung  und  negativ,  alt^o  eine  Lücke  von  ungerader  Glie- 
derzahl zwischen  einem  Zeichen  Wechsel  auftritt.    Man  sieht  leicht, 

dass  r^l-f  r',  weil  sich  die  Curve  der  Achse  nähert,  gerade 
wie  im  Falle  an  >  0,    an-i  >  0.    Aber  es  ist  v  =  v',    also  nicht 


sondern 


r  —  t>  =  r'  —  e)'. 


r— tj^l+r'— ü'. 


Dieses  Hinzutreten  einer  Einheit  wiederholt  sich  so  oll  mal,  als 
derartige  Liicicen  nach  genügender  Anzahl  von  Derivationen  an 
das  Ende  der  Gleichung  treten,  d.  h.  so  oftmal,  als  solche  Lücken 
vorhanden  sind.  Bezeichnet  man  ihre  Anzahl  durch  fi,  so  ergibt 
sich  durch  Addition  der  Ungleichungen: 

r— ü^l  +  r'--©'. 


riv)  _  uW  ;5  I  +  T^"^^)  —  ü(H-i) , 


dass  r  — t>^f*,   was  dem  Anfangs  unter  IL  ausgesagten  Theo- 
reme entspricht.    Ein  einfaches  Beispiel  bietet  :r^"-^a3:0. 
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Die   Ellipse    und   Hyperbel    als    einhüllende   Kurven 

einefi  System«  too  Rreissehnen. 

Vton 

Herrn  Pranz   Vnferdinger 
an  der  k.  k.  Marine -Sternwarte  xa  Trieet. 


W^te-*^»- 


§.  1. 

Das  Problem,  mit  dessen  Erledigung  darcb  die  HilfsiDittel  der 
analytischen  Geometrie  sich  der  vorliegende  Aafsatz  bescbfifttgt 
ist,  was  seine  geometrische  Anscbauiichkeit  betrifft ,  sehr  einfacb 
und  lautet  folgendermaassen : 

Es  sind  in  einer  Ebene  (Taf.  IV.  Fig.  4L)  zwei  feste 
Punkte  A  und  B  und  ein  Kreis  gegeben.  Verbindet 
man  diese  zwei  Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte 
M  des  Kreises»  so  werden  diese  Verbindungslinien, 
nothigenfalls  verlängert,  den  Kreis  noch  in  zwei  ande- 
ren Punkten  Ai  und  Bi  schneiden^  und  die  Lage  der 
dütch  dies«  Punkte  Ai,  Bi  ^eUj^telt  Gei-ttdeta  ist  fir 
jeden  Punkt  üf  eine  bestimmte.  Man  soll  die  krumme 
Linie  bestimmen,  welche  die  Gerade  AiBi  beschreibt, 
während  der  Punkt  Jf  die  Peripherie  des  gegebenen 
Kreises  durchläuft. 

Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  O  des  gegebenen  Kreises  zso 
Anfangspunkt  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  und  be- 
zeichnen wir  die  laufenden  Coordinaten  mit  or,  y,  so  ist  die  Glei- 
chung des  gegebenen  Kreises  vom  Radius  r: 
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(1)  4r*  +  .y«  =  A 

Die  Coordinatep  der  vwel  feateq  Punkte  ^  und  B  in  der  Ebene 
des  gegebenen  Kreises  seien  beziehungsweise  a,  6  lind  a' ,  b'. 
Legen  wir  nun  durch  irgend  einen  Punkt  (.r^)  des  gegebenen  Krei- 
ses und  dqrch  den  Punkt  {ah)  eine  Gerade,  so  wird  diese  den 
Kreifi  noch  in  einem  zweiten  Punkte  treffen,  die  Goordinaten  die- 
ses Punktes  seien  u  und  r.  Ebenso  bezeichnen  u*  und  e'  die 
Coordinaten  desjenigen  Punktes  des  gegebenen  Kreises,  in  wei- 
chen die  durch  die  Punkte  (xy)  und  (a'^')  geführte  Gerade  den 
Kreis  zum  zweiten  Male  schneidet  Zur  Bestimntqpg  von  u,v,u'  yv' 
dienen  die  Gleichungen: 

(2)  <  (3)      S 
wobei 

(4,  L=»II*,  ;|f=*fj:3.   L'=?^.  M'=^-^^ 

ist.  Betrachtet  man  x  als  unabhängige  V^ri^ble,  so  ist  ersicht- 
lich, dafs  sowohl^  y^  als  auch  «,  r,  u' ^  t>^  als  Fqnctionen  von  x 
zu  betrachten  9indt  Legt  man  endlich  durch  die  Punkte  (tco)  und 
(h^pO  «ine  dritte  (gerade,  «o  ist,  w^nn  uiah  KQrze  halber 

(5)  ü= j,     F== T- 

setzt,  die  Gleichung  derselben :, 

(«)  y^üx^V.. 

-Gehen  wir,  x  am  Jx  Sndemd,  von  dem  Punkte  {xy)  de^  gege- 
benen Kreises  zu  einem  benachbarten  Punkte  desselben  über,  so 
werben  /^ich  auch  die  Grossen  V  und  F  entsprechend  ändern, 
und  die  Gerade  (6)  wird  eine  andere  Lage  erhalten.  Bezeichnen 
wir  die  Aenderungen  von  V  und  V  mit  JXJ  nnd  ^/P,  so  ist  die 
Gleichung  der  neuen  Geraden: 

(7)  y  =  (ü+^ü)a;+F+z/F, 

und  die  Koordinaten   des  Dorcbsohnittspunktes   der  Geraden  (6) 
und  (7)  sind: 


oder  auch: 
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Dieser  Durchscbnittspunkt  wird  offenbar  zu  eidem  Punkte  der 
gesuchten  einbfillenden  Kurve,  wenn  wir  dx  sich  der  Null  nShern 
lassen,  und  da  in  diesem  Falle 

-.    AV     dV      -.    JV     dV 
Ax       dx  Ax       dx 

wird,  so  bat  man,  wenn  x  und  y  die  Goordinaten  eines  Punktes  , 
der  gesuchten  einhüllenden  Kurve  bezeichnen: 


(8) 


dV 

dV 

dx 
dÜ' 

7= 

dx 
~dU 

C7+  V. 

dx 

dx 

Werden  die  in  diesen  Gleichungen  angedeuteten  Differenziationen 
ausgeführt  und  aus  ihnen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
x^-[-2ß^=^T^  die  Goordinaten  x^y  eliminirt,  so  ist  die  Elimina- 
tionsgleichung, welche  nur  mehr  die  Goordinaten  x,  y  und  die 
Gonstanten  r,  a,  6,  a^,  b'  enthalten  %vird,  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten einhüllenden  Kurve. 

Wir  haben  hiermit  in  Kürze  die  Methode  angedeutet,  welche 
wir  zur  Losung  der  vorgelegten  Aufgabe  verwenden  werden,  and 
es  kommt  nunmehr  darauf  an,  die  hier  nur  angedeuteten  Opera- 
tionen wirklich  auszuführen ,  was  uns  zu  einigen  ISngeren  Recb- 
nungs-Entwickeluogen  nuthigeh  wird,  worauf  ich  den  Leser  gleich 
am  Eingange  aufmerksam  mache.  Die  vielseitige  Transformations- 
llhigkeit  der  hierbei  auftretenden  Ausdrücke,  die  scfaliessliche 
Einfachheit  der  Resultate  werden  einigermaassen  für  die  Lange 
der  Rechnung  entschädigen. 


§.3. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  (.5)  17  und  F  nach  x  diffe* 
renzirt  und  die  Werthe  von  -y— >  -t—  In  die  Gleichungen  (8)  sob- 
stituirt,   so  findet  man: 
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(9) 

woraas  ersichtlicb  wird^  dass  es  zunftcbst  auf  die  Berechnung  von 

.      .    du     dv     du'     rfr'       . 
«,  r,  u\  v\  ^,  ^,  ^,    ^  ankommt.    Die  Werthe  von  «,  t> 

nnd  ti^  o'  sind  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  herzuleiten,  und 
da  aus  den  Gleichungen  (4)  hervorgeht,  dass  sich  die  Ausdrücke 
von  L',  M'  von  jenen  L,  M  nur  dadurch  unterscheiden,  dass 
a^  b'  an  der  Stelle  von  a,  b  steht,  so  werden  sich  auch  die  Aus- 

drucke  für  ti',  ^  »  Ox'  dx  *"*  J®"®"  '°'*  "'  *''  Si'  ^  «Infech 
dadurch  ableiten  lassen,  dass  man  a',  V  an  die  Stelle  von  a  b 
treten   iSsst,   so    dass  man   also  nur  die   ersteren  vier  Grossen 

du     dv         .        ,         . 
«,  »,  ^»  ^  iu  berechnen  bat,  wozu  wir  nun  übergehen.    Eli- 

minirt  man  ans  den  Gleichungen  (2)  einmal  v  und  einmal  u,  so 
erhält  man  folgende  zwei  Gleichungen: 

(1  +JL«)r«  +  2Mv  +  üf«— r«L«=0. 

Die  «rste  Gleichung  gibt  die  zwei  Abscissen  der  beiden  Durch- 
scbnittspnnkte  der  Geraden  (xy),  (ab)  mit  dem  gegebenen  Kreis. 
Da  aber  der  eine  Durchschnittspunkt  (xy)  ist,  so  muss  die  erste 
der  vorstehenden  Gleichungen  identisch  erfüllt  werden  ^  wenn  man 
X  an  die  Stelle  von  u  setzt  Aus  gleichen  Gründen  muss  auch 
die  zweite  Gleichung  identisch  erfüllt  werden ,  wenn  man  y  an  die 
Stelle  von  v  setzt.    Man  erhält  hierdurch: 

(I  +  i«)«*  +  2iüfar  +  Jlf«  -  r*=0. 

Zieht  man  diese  zwei  Gleichungen  der  Ordnung  nach  von  den 
zwei  vorhergehenden  ab  und  zerlegt  in  Factoren,  so  ergibt  sich: 
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(tt— a:)l{l+L»)(u  +  a:)  +  2Lilf|  =  0, 

da  aber  der  Voraussetzung  {gemäss  u  und  9  von  x  und  y  verschie- 
den sind,  80  können  die  vor^tehendeii  Ciieicbungen  nur  erflliit 
werden,  'wenn 

(1  +  I.^(u+a:)  +2LJf=0,    (1  +  i«)(e  +y)— 2ilf =0. 

und  hieraus  folgt: 


mithin : 


iM  lix—aiibx—m) 


a;|(g-^a)«-Ky-6)«>  +  2(y-^)(6a?-ay) 

l«-a)»  +  (y^6)« 
oder  «ueh,    weil 

—»K«~o)«  +  (y -- 6)«l -2(y-*)  (**-«») 
=a|(a:-a)»+(y-6)«l-(a:+o)t(a;-a)«+(y-6)"|-2(y-6)|6(«-a)-a(y-6)t 
=  a  { (ar-a)« + (y-6)«  I  —  (ar-a)  |  j;«  -  a« + 26(y-6)  J — (y —*)•(*-«) 
=flt(:r-a)«+(y-6)«l-(j:-«)(r«-««~««) 

und  ' 

-y|(a:-a)«+  (y— 6)»)  +2(a;— fl)(6«-ay) 


(«-a)«+(y-6)«l-(y+A)i(«-o)*+(y-ft)*l+2(«-«)t6(«-a)-«(y-*)! 
=*{  (flf-.«)»  +  (y~6)»|-  (y~*)  ty»-  Ä»  +  2«(a:-«))-(af-«)«(y-*) 
=6U«- «)*  +  (y-6)*l--(y-&)(r» -a«^Ä«) 

ist: 

«= (g-a)«.|.(y-6)* '• 

(10)        { 

= (^_«)i  +  (y-Ai* ' 

Nimmt  man  jetzt  Rücksicht  auf  die  am  Eingänge  dieses  Para- 
graphen in  Betreff  der  Ableitung  von  u',  t>'  aus  u,  r  gemachte 
Bemerkung,   so  hat  man  unmittelbflr: 
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.'"*  (*-aO»+(y-60" 

'    ,  _  6M(j?-aO«  +  (y-ftO«l~(y-60(r«-a«-6«) 


§.  4. 
Weil  nach  der  Gieicbong  (1) 

(12)  ^--~ 

,      dx  y 


ist ,  so  wird  : 


^l(,_.).+(,_6).,=  ^(*f^2). 


y 


2^  (ZSbler  von  k)  =  — ^ ^'    j"' -* 

^  (Zähler  von  .)  =  m*IZ3Sl±^-Z^^ , 

and  hiermit  nach    den  gewohnlichen  Regeln   der    Differenziation 
der  Z&Mer  von  ^ 

V*  ^  /        x.«i2a(6a?— fltf)— y(r»— a«--6«) 

y 

der  Zfihler  von  ^ 

-[6t(«-a)«  +  (,_6)«}--(y_6)(,a_a«-Ä«)]  ?(*^iS^ 

-   (r*    a«    n.j^K*-««)*-f(y-ft)'l  +  2(y-*)(&^--ov) 
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Da  endlich    3—  und  -r-  die  zweite  Potenz  von  (.T—a)'+(y— 6)*  «um 


gemeinHcbaftncheD  Nenner  haben,  so  wird: 

[  tlu_  r^-a^-b^           ' 

\'dx-  l(a:-a)2+(y-6)*ly''' 
(13) 

/  ^_  r«— a»-6« 


Wird    auch    hier    wieder  die  Bemerkung    am  Eingange    des 
§.  3.  berflcksichtiget,  so  erhält  man : 


(14) 


rf«'  r»-  a'*—b'*  

dx-Hx-a')*-\-(3i-b')*\y^' 

d^__         r*—a'*—b'*  

dx-     \{x—a')*-V{y-b')*\y 


u. 


§.5. 
Wenn  wir  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 


setzen,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkung  des  §.3.  in  Bezug 

aut  die  AbJeitung  von    -r-  >    3—  aus   -i-  i    t-  • 

^  dx      dx  dx     dx 

/iA\     **      ,        dt  ,        du'      .,  ,      dv'  .,  ,. 

/*^>    rfS  =  *^'   5^=-*"'    5J=*^'   rf^^-'^«' 

und  diese  Werthe  wollen  wir  nun  in  die  Gleichungen  (9)  substi- 
tuiren.    Weil 

,dv        dv'  ..      .,.     ,        ,du        du'    ^.  ,  , 


ferner 


so  wird  der  Zähler  von  x  gleich 

-  (Ä  --  Ä')  IM*'  (m — u')  —  (» — »')  (hu'v  -  ä'mp')  , 
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oder  wenn  mso  die  Glieder  mit  hü'  und  die  Glieder  mit  A'ti,  je 
fiirsich,  zasammen fasstund  dab^i  bedenkt,  dass  ?t*4«*^=M'H «?'*=»•* 
ist,  auch  gleich 

—  (All'  +  A't«)  (r«—  titt'  -  rp'). 

Der  Nenner  von  x  hingegen  wird  gleich 

—  (Ä«  -  A'fi')  (tt — «0  —  (Ar  •-  A'f?0  (r — rO , 

oder,  wenn  man  die  Glieder  mit  dem  Factor  A  und  jene  mit  dem 
Factor  A^,  je  für  sich,  zusammenfasst  und  wieder  mittelst  der 
Relation  tt*  +  r'  =  te'*  +  t?'*=:r*  reducirt,  auch  gleich 

—  (A  +  AO  (r*  —  M?/'—  üpO  ; 

mithin  wird 

hu'  +  A'j/ 


(17)  X  = 


A  +  A'    ' 


Wird  dieser  Werth  bei  der  zweiten  der  Gleichungen  (0)  berück- 
sichtiget,  so  gibt  dieselbe: 

_  (Att^  +  h'u)  (o  -  pQ  +  (A  4-  AQ  (ut' — u'v) 
^■~"  (A  +  AO  («—«')  •      ^ 

der  Zähler  dieses  Bruches   kann  jedoch   leicht,    wenn    man  die 
Glieder  mit  u  und  nf  je  für  sich  zusammenfasst,  nuf  die  Form 


gebracht  werden,  so  dass 

(18)  y  =  -^-^7- 

wird. 


§.6. 

Um  aus  den  Gleichungen  (17)  and  (18),  welche  nunmehr  an 
die  Stelle  der  Gleichungen  (9)  treten,  die  Werthe  von  x  und  y 
als  Functionen  von  x  und  y  zu  erhalten  ^  ist  nur  nothig,  ffir  u  und 
V  die  Werthe  aus  (10),  für  u'  und  v'  die  Werthe  aus  (II),  för  A 
und  h'  die  Werthe  aus  (15)  zu  setzen.  Nehmen  wir  zu  besserer 
Uebersicbt 

(19)    <2  =  (^-«)M-(y-A)^    <'*  =  (^-«OH(y-*')*, 

so  wird : 


I 

X 
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+ 


|Ä«a/«_4/a^^_(^_„)(y»_ß«_^«j 


yt 


^n 


yt*%  <• 


und 

Ä  +  A  = ^^s^Ä ; 

folglich  ist: 
(20)  X  = 

y  = 

In  welcbeo  Ausdrücken  man  sich  fiir  <^,  i^  die  Werthe  aus  (19) 
zu  denken  bat. 

§.7. 

Wenn  man  in  den  ziveiten  Tbeilen  der  Gleichungen  (19)  ent- 
wickelt und  alsdann  berflcksicbtiget^  dass  a;^-|-y^=r*  ist^  so  wird; 

m 

und  wenn  man  sich  diese  Werthe  f3r  fi  und  V*  in  die  Gleicbvo* 
gen  (20)  eingeführt  denkt,  so  wird  einleuchtend,  dass  diese  Glei- 
chungen in  Bezug  auf  x  und  y  vom  ersten  Grade  sind.     Indem 
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1 

wir  beabsichtigeo^  Zftbler  ond  Me««^  in  A%h  xw«UeB  Tbeil^n  liie- 
ser  Gleichungen  in  Bezu^  auf  die  Coordinaten  x  nf)d  y  zu  ord- 
nen, machen  wir  folgende,  zerr  Vereinfachung  der  Transformation 
dienliche  Vorbereitung.    Es  ist  ilentisch : 

wird  die  erste  Gleichung  mit  «t,  die  zweite  mit  af  multipHcirt,  und 
werden  alsdann  beide  Gleichungen  addirt,  wird  ferner  dasselbe 
Alan<iver  mittelst  der  Mutti plicatoreii  b  «nd  h'  ausgefährt,  «o  er- 
hält man: 

(22) 

a (a^  +  Ifi)  (r*—a'^-  6'«)  +  ri'(a'2  +  6'^)  (r*— a«— 6«) 

hiermit  wird  der  ZShler  von  x 

—  2a(fla:+%)(r«— a'*-6'«)  — 2«'(ci'ar  +  Ä'^)(r«— a«— Ä«) 
=     2r«{a(r«-ö'«— Ä'2j  +  a'(r«— fl2— Ä«)l 
— 2y{fl6(r«— 11^2— 6'*)  +  fl'A'Cr^— ««— Ä«)) 
— 2jr{(r«— Ä«^<i*— a«-6*«)  +  a'2(r*— ««—&«)} 

und   der  Zähler   von  y  .        ' 

— 26(aa:  +  A^)(r«-««— 6'«)— 26'(a'a;  +  6'y)(r»— «a-Ä«) 
— ^  -  a* — *«)  (r« — a'« — *'2)  (2^  — *  -  A') 
=     2r«{6(r«— fl«-A'2) +6'(r«— a«— 6«)J 

— 2;i;  I  aÄ<r«— «'« — 6«)  +  ä'ä'  (r«  -  a«  -  6«)  1 
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Der  X  uod  y  geroeinsobaftlicbe  Nenner  i^ird 

=     t(r»— o'a  — 6'«)(r«  +  a«  +  6»)+(r«— a*~6«)(r«+a'«  +  6«)t 
— 2ir  ta(ra— ii'a^Ä'»)  +  a'(r*— a«— 6«)} 

-2a;ta(r«— fl'*— 6'»)  +  tt'(r«-  a»— &»)  | 
~2y{6(r»-  a«— 6'«)  +  6'(r«— o«-6«)|, 

und  man  bat  daber  endlich : 

(23) 
r«|a(ra— a'«-  6'«)  +  a'(r«— o»  -6«)| 

—  (6(r«— a'«— 6'«)  +  6'(r*— a«-6«)|y 


x  = 


y  = 


r^lÄCr«-«'«— 6'«)  +  6'(r«— a«— 6«)| 
— t  fl6(r^  a'«  -  Ä'«) + o'6' (r»  -  II«  ■«  6«)  I  a: 


! 


— {6(r»-  o'«-  6'2)  +  6'(r»-.a«— 6«)ry 


§.8. 


Diese  Gleichungen  (23)  treten  an  die  Stelle  der  Gleichao- 
gen  (20)  oder  schliesslich  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (9),  nod 
es  ist  daher,  um  zur  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve 
zu  gelangen,  jetzt  notb wendig,  aus  diesen  in  Verbindung  mit  der 
Gleichung 

(1)  a:«  +  y«  =  r« 

die  laufenden  Coordinaten  Xy  y  zu  eliniiniren.  Diese  Elimination 
soll  im  Folgenden  einfach  dadurch  bewerkstelliget  werden,  dass 
wir  X  und  y  aus  den  Gleichoogen  (23)  bestimmen  und  die  gefun- 
denen Wertbe  in  die  Gleichung  (1)  substitairen.     Die  reenltirende 
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Cileichnng  wird  ausser  den  Coordinaten  x  und  y  nur  noch  die 
Constanten  r,  a,  b,  a\  V  enthalten  und  als  die  verlangte  Glel- 
chune  der  einhilllenden  Kurve  alle  Aufschlüsse  über  die  Natur, 
die  Lage  und  die  Dimensionen  dieser  Kurve  geben.  —  Werden 
die  Gleichungen  (23)  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  ar,  y  geordnet, 
so  erhalten  dieselben ,  wie  ohne  Weiteres  einleuchtet,  die  Form: 

(4o  +  ß;,x)  +  {Ay  +  ß,x)a:  +  (J»  +  l?jX)y  =0, 

^^^   I  W+«o'y)+(^i'+Äi'y)x  +  (J.'+Ä,'y)y=0; 

and  zwar  isl: 

,  Jo  =-r«ta(r«— a«-6«)  +  a'(r«-a*— 6«)|, 
ff„=     r«-(o«  +  6»)(a«+6'«). 
A^  =     (r«— 6«)(r«— o«— Ä«)  +  o«(r*— o«-6«), 
Bi  =— I  o(r«— a'«— 6'»)  +  d'Cr»—  a*  -  6«)), 
^  s     «i6(r«-««— *'»)  +  o'6'(f«— o«— 6«), 
Ä,  =-t6(r»-o«-6'«)  +  6'(r«-a«-*«)), 

Bo'=     r*-(a«  +  *«)(a«+6«), 

i4,'=     a6(r«-o«— 6'«)  +  «'6'{r»— o*— 6»), 

Äi'=-|a(r«-a«— 6«)  +  a'(r*-a»— 6«)}, 

worans  man  die  Relationen  entnimmt: 

At=Ai'.  Ä.=Äi', 

A^' =r*Bt=r*BJ ,     B^^B^'. 

Maltiplicirt  man,  in  der  Absiebt  y  zu  eliroiniren,  die  erste  der 
Gliichnngen  (24)  mit  A%'-{-BJj,  die  zweite  mit  A%-\-B^  und 
snbtrahirt  die  Prodacte,  maltiplicirt  man  ferner,  in  der  Absiebt 
X  zu  eliminiren,  die  erste  Gleichung  in  (24)  mit  Ai'-\-Bx'j,  die 
zweite  mit  A^  -f  Bi%.  und  subtrabirt  die  Producta  ebenfalls,  so 
ergeben  sich  sofort  zur  Bestimmung  von  x  und  y  folgende  zwei 
Gleichungen : 

I  (^0  +  B^)  {At'  +  l?,'y)  -  (V + Äo'y)  (^» + Bis.)  \ 

+  Kili  +  ÄiX)(^'+Ä,'y)-(^i'+Bi'y)(^,  +  Ä,x)|a:=0, 

\  (^o+Äox)(i<,' + Äi'y)— (V+Äo'y)(4 +Ä1«)  I 

+  {(il,+fi.X)(il,'+Bi'y)-(il,'+if4'y)(J,  +  B,X)|y=:0; 
Tkeil  XXXIV.  9B 
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welche,  wenn  man  die  in  den  Klammern  enthaltenen  AnedrOck« 
entwickelt,  in  Beziifi;  auf  x  and  j  ordnet  und  dabei  berücksich- 
tiget, dass  vermuge  der  Relationen  (26) 

fil,Ä,'-m,'£fa=0,    Äoßi'-«o'Äi=0.    Ä,^'-fii'Ä,=0, 

ist,   in  die  beiden  folgenden  fibergeben: 

t  {A^A^'  -  AJA^)  +  (Bo^'  -  B^A^)  x  +  {A„B^'  -  A^BJ)  y  \ 

+ 1  (^,  A^'-AtA^ ') + (Bi  A^*-  ßi^,Ox+(^i  B^'-A^Bt  Ot  l«=ft 

\(AoAi'-A^A^')-\^{BoAt'-B^AJ)i.  +  (^o^i'-^i^oOri 

und  setzt  man  endlich  zur  Abkfirzuog: 

(27) 

»=Äo^a'-Äa.V,    B'=:ÄoJ,'-B,4,'.   B,=Bj^.'-fi,^,', 

so  geben' die  vorhergehenden  Gleichungen: 

_       it^^»x^^gy  _£i±»!E±^ 

*  — il,  +  »,x+«»y'     »-Ä, +»,x-K£,y' 

und  mau   hat  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichoog 

(I)  a:«  +  y«  =  r« 

als  Gleichung  dor  gesuchten  eiehiillenden  Kurve: 

oder 

Da  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x  und  y  tob 
zweiten  Grade  ist,  so  schliesst  man  daraus  zunächst ,  dass  die 
gesuchte  einhfillende  Ku^rve  ein  Kegelschnitt  ist  Co 
weiter  fiber  die  besondere  Natur  dieses  Kegelschnitts,  aber  die 
Richtung  und  Grosse  seiner  Hanptaxen  entscheiden  zu  können,  ist 
die  Berechnung  der  mit  j0»  B,  <£,  il^  u.  s.  w.  bezekhoeten  Grus* 
sen  mittelvt  der  Gleichungen  X27)  und  (25)  nothwendig. 
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§.9. 

Durch  Anwendung  der  Relationen  (26)  auf  die  Gleichungen  (27) 
überzeugt  man  sich  mit  Leichtigkeit ,  dass 

(29)  il  =  r»»i,    il'  =  -r«tf,,    »'  =  -€ 

ist;  man  hat  daher  von  den  nenn  Grossen  Ü,  }$,  tf,  Ü',  W,  C^  üii  l^i»  tfi 
nur  die  sechs  3$,  <£,  <C  üi,  ]9i,  tf|  zu  rechnen,  um  sodann  die 
übrigen  drei  unmittelbar  hinschreiben  zu  können. 

Die  Werthe  aus  (25)  in  dem  Ausdruck  Ifir  H  in  (27)  substi- 
tuirt  geben  unmittelbar: 

»  =  — r*|*(r«— a«-6'>)  +  6'(r*-a«— 6«)I« 

+  { (r«— a«)(ra-a'*-6'2)+6'«(r«-o2-6«)Kr*-(aH&*)(a'H^'*)l 
= — 266'r«  (r»  -  ci*—  6»)  (r«— a'«  ~  6'«) 

^  (r«-ii^6*)  [r^fr'«  (r«— a«— Ä«)  -  *«{r*— (aH**)  («'*+A«) }] 
-(r2-a«--A'«)[r«6«(ra-o'^6'*)-(r»-««)tr«-  (oH*')(fl'HÄ'«)l] . 

oder  weit 
r«6«(r«-a*-6«)-6'*li-*-(a«+6*)(fl«+6'«)|=-6'«(aHÄ*)(r«-a'*-6'«), 

r«6«(r«— a'«— 6'*)  — (r«— o«){r*— (a>  +  6«)(a'«+6'2)) 

=  {r^—a^-^  6«)  I  o«(a'«  +^'«)  -  r* ) 
ist, 

»=(r«-a«-6*)(r«-a'«-6'«)i-266'r«+6'«(a«+*«)--o«(a'a+6'«)+r*|, 

oder,  wie  man  nun  leicht  findet: 

)5=(r«— a«— 6«)(r»— a«-6'«)(ra-.aa'-M0(r*+aa'— 660 

Ebenso  wird: 

tf  =     r«|  a(r»-o«^«)+a'(r«-o«— 6«)  1 1 6(r*-o'"-6«)+ A'(f«-a«-6«)  1 
—  { ab  (r«  -  a« — ft*^  +  a'6'  (r«-  o« — 6«)  1 1  r*-(a«+6«)(««+6«) ) 
=     r»(r»— o«— 6*)(r>— o«— *«)(a6'  +  o'6) 

+  (,^_a«— 6«)a'6'[r»(r»— a*— 6«)— IH— (a»+6«)(o«  +  *'«)}] 
+  (,«_a«-6'«)oA[r«(r«— a«-6«)— Ir*  -  (o»+Ä»)  (a^+i'«) )  ], 

oder  weil 
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r«  (r«~o«-Ä«)  —  ( r*—  (a«+  6«)  (a'^+Ä«)  I = — (o« + 6«)  (r«— n'*-*«), 

ist, 

oder  auch: 

tf  =  (r>—  fl«--  Ä«)  (r*  -  a'»  -  A'«)  (r«  -  ««'  -  MO  («6' + a'6). 

Ferner  findet  man : 

— |(|.«-.ft«)(r«— «'•-6'«)+a'«(r«-a«-6«)}{r*-.(fl«+6»){if'*+6«)! 
=     2ao'r«(r«-a«-6«)(r«-a'«-6'«) 

+  (rtt-a«-.Ä«)  [a'«r*(r«-««— A«)  —  fl'«|r*— {««+**)  (a'*+*'^tl 
+  (r«-a«-Ä«)  [a«r^r«-a'«-6'a)  -  (r«-6«)|r*-(aH**)(a'*+6'^ll 

oder  weil  • 

o'arV*-a*-**)--a'*l»'*-(aH*')(ö'*+*'*)l=--(«^-^-*'*)«'*(flH6*)» 

ist,  so  wird 

oder  auch,   wie  man  sich  alsbald  Oberzeugt: 

Wir  geben  nun  über  zur  Berechnung  der  Coostanten  il|,  3$t,  ^i- 
Zunächst  erhält  man: 

=     (r«—  a'« — Ä'«)«  { (r«  -  a«)  (r«  -  6«)  —  fl*6«  \ 

also  auch 

J,  =     r«(r«— a«— 6«)  (r*-  a«— 6'«)« 

oder 
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Ebeoso  Ist 

»i=-^|  a(r«--o'*-.A'«)  +  a'(r«—a«- 6«)  il  (r*—a«)(r«-a'«-6'a) 

+  6'«(r«— a*— 6«)| 
+ 1  b  (r«-«'«-  Ä'«)+6'(r«-a«-6«)  I  ( aA(r«-a'«-6'«)+fl'6'(r«-a«-*«)l 

_(r«-.a«-6«)(r«— a«-6'«)ta6'*+a'(r«— ««)— ii'66'— oftÄ'l 

+  a'(r«  -  a«)  —  a'bb'  -  abb'\, 
und,   wie  man  mit  Leichtigkeit  findet: 

»j  = — (r»—  a«  —  6«)  (r«'-  o«  -  Ä«)  (r«  —  oa'  —  bb')  (a  +  a»). 
Endlich  ist 

«j  =  — |6(r»— 0«- 6«) +  6^(1*— ««  — Ä^H(r«— 6«)(r»  — a«-6'«) 

+  o«(r«-a»— 6«)! 
+  la(r«-a'"-6'«)+a'(r«-a«-6«)}|o*(r«-a«-6'>)+a'*'(r*-a«-6')| 

_(r*_a»— 6»)(r»— a«-6'«)to'6«+6'(r»-6*)— o«'6-aa'A| 
= _  (r«_a«_fi«)  (r«-a«-6«)  1 6  (r«— o«-*«)  +  o'«6  +  6'(r»— 6«) 

—  aa'b*  —  aa'b  ] , 

oder,  wie  man  sich  ebenfaÜA  ohne  Schwierigkeit  überzeugt: 

«4  = — (r«-.a«— 6*)  (r«-a'*— 6'«)  (r«— na'  -  6*0  (6 + 6'). 

Hiermit  sind  die  sechs  Constanten  V,  t,  t',  Mi,  Hi,  Üi  he« 
rechnet  und  wir  haben  mit  Riicksicbt  auf  die  Relationen  (29),  indem 
wir  zu  besserer  Uebersicbt 

setzen,  folgende  Znsammensteliung : 

4  =  — *fr»(a  +  o'), 

»  =     J5r(r«  +  aa'  -  6A') , 

€  =     H(ab'  +  a'b), 

Jl'=     Är«(6  +  60, 
(30)  <  B'=— Ä(a6'  +  a'Ä), 

«'  =  — fl(r«— flo'+MO. 
4li  =      Ä(ra  +  aa'  f  W) , 

€,=-»(6  +  6'). 
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welche  zwei  Gleicbnngen  dorch  achlichtes  Tranapoiüren  der  Glie- 
der unmittelbar  in  die  zu  beweisenden  Qbergehen.  -*  Kraft  dieser 
Gleichungen  (35)  wird: 

««  +  «'»— r^i^ss      (a— a')*r«  +  (r«— a«— Ä«)(r*— a'«-6*). 
Ferner  ist: 

Ü» + il'»'-r«ili  »1  =:r»t— (a + aO(r* + aa'— W) + (« + öO(r*+««'+^ 

—  (6  +  60(a*'  +  fl'*)i 
=r«t(a  +  a02W  +  (6  +  A0(fl6'  +  «'A)l  =  O, 

Mi + Jl'€'-  r«ili  Ci  =-6r*(a+a')*-2Ar*(r«-.aa'+6«)+2Ar*(r«+Äc'+A«) 


S.  11. 

Die  Gleichung  (32)   der   gesuchten   einhüllenden    Kurve  hat 
also  die  Form:  ^ 


(37) 


-W + »«« + 2Py  +  «7« = 0, 


wobei  die  Constanten  DI,  K,  V,  <8l  folgende  Werthe  haben: 


(38) 


oder 


(39) 


01=    .r»Kr«— rt«-6»)(r»-o'«-4*)-(a-aO*6»|, 
X  =     (r«— ««— 6«)  (r«— a«— 6»), 

=— 6r«(o-a0*, 

=     (r«_  a*  _  Ä«)  (,»— o«— A^  +  (a  -  aO*r« 

Sm=     r«{Ä-(o— 00*6»}, 
X=     (r«— n«— 6«)(r*— o'«-6»). 


iP=— 6r»(o-a0*. 
»Ä=     »  +  (a— oO«r». 


Die  GleichonK  (37)  der  gesuchten  einbflUenden  Kurre  kaiu 
endlich  noch  dnrcb  die  Annahmen 


(40) 


r^O, 


V^ — s» 


<ai 
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.,     1»*— MÄ 

(41) 

auf  die  einfachste  Form : 
(42)  _  +  _g^  =  l 

I 

gebracht  werden ^  und  unser  letztes  Rechnungsgeschfift  wird  nun 
darin  bestehen,  die  Grössen  9«  A^,  B^  unmittelbar  durch  die  Con- 
stanten des  Problems,  nämlich  r,  a,  a',  b  auszudrücken,  um  als- 
dann unverzagt  ich  zu  den  aus  unseren  Gleichungen  ableitbarer 
geometrischen  Folgerungen  fiberzugehen. 

Aus  den  Gleichungen  (39)  erhält  man: 

niÄ  =  r»llP  +  (r«-Ä»)  (a— a)*«»  -  (a -  a')4Ä«r«K 
mithin  ist 

oder,  da  aus  der  Gleichung  (36)  mit  Rfickstcht  auf  die  Bedeutung 
der  Gr5sse  W 

r 

(r«-aa'— 6»)"  +  4ao'(r»— 6»)+62(a  +  aO*— r»(o  +  aO»=», 

(r»— aa'— 660"  +  6«(a— a')'— »*(a— oO'  =  Ä. 

V  +  (a— aO*  (r"— 6«)  =  (i»—aa'— 6«)» 
folgt, 

J>«  -  Dl«  =  rm  (r*  -  aa' — 6»)«. 
Ferner  ist 

Ä=JH-(a— oO*r*=(r«— aa'— 6*)«+(o-o')»6«, 
und  in  Folge  dessen : 

(*')  j 6r«(o— gQ«       

\  ''~  (f*— ao'— 6«)«+  (o— a0»6«' 

(44) 

(r«-aa^-6y 
*  ""^  (r«— aa'-6«)'"  +  (o— o')«6*' 

B'=^,(^_  J_6.).  ^■  (ala9»6«P<'-'-"'-*'>  (r«-a''-6«). 
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.   §.  12, 

Da  die  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden  Kurve  vom  zwei- 
ten Grade  Ist,  so  ist  dieselbe  ein  Kegelschnitt,  wie  wir  bereits 
in  §.  8.  bemerkt  haben.  Die  Form  der  Gleichung  (42)  deutet  auf 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  das  Product 

(45)  (r«-.a«— &2)  (r«— a'«— 6«), 

welches  in  (44)  in  dem  Ausdruck  für  B^  erscheint,  das  Vorzei- 
chen +  oder  —  hat,  oder  je  nachdem  die  beiden  Factoreo 
1.9.^2 — 4«^  ,.2_a'2_^«  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Der  Punkt  (xt))  ist  der  Mittelpunkt' und  A,  B  sind  die  Halbaxeo 
des  einhallenden  Kegelschnittes.  —  Ist  gleichzeitig  r^>a*'fi^f 
r«>ö'«  +  6*,  oder  ist  gleichzeitig  t^<,a^  +  b^,  r«<a'*  +  6*,  so 
haben  die  beiden  Factoren  in  (45)  gleiche  Vorzeichen.  In  diesem 
Falle  liegen  aber  die  beiden  festen  Punkte  A  und  ß  beide  zo- 
gleich  innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  des  gegebenen 
Kreises.  Ist  hingegen  r®  <  a*  +  6*  und  r^>a'^  +  6*,  oder  umge- 
kehrt, so  haben  die  Factoren  in  (45)  ungleiche  Vorzeichen,  luiil 
einer  der  beiden  Punkte  A  und  B  liegt  innerhalb,  der  aodere 
ausserhalb  des  gegebenen  Kreises.  Wir  können  daher  sagen: 
Liegen  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  beide  zu- 
gleich innerhalb  oder  beide  zugleich  ausserhalb  des 
gegebenen  Kreises,  so  ist  die  gesuchte  einhüllende 
Kurve  eine  Ellipse;  liegt  einer  dieser  Punkte  inner- 
halb, der  andere  audserhalb  des  gegebenen  Kreises» 
so  ist  die  gesuchte  einhüllende  Kurve  eine  Hyperbel. 
Aus  der  Form  der  Gleichung  (42)  erhellet  ferner,  dass  die  Rich- 
tung der  ersten  *)  Hauptaxe  A  der  gesuchten  einhüllenden  Ellipse 
oder  Hyperbel  stets  mit  der  Richtung  der  Axe  der  x  oder,  ^as 
dasselbe  ist,  mit  der  Verbindungslinie  AB  der  beiden  festen 
Punkte  parallel  ist.  Der  Mittelpunkt  der  einhGilenden  Ellipse  oder 
Hyperbel  liegt  stets  in  der  Senkrechten,  welche  man  vom  Mit- 
telpunkte des  gegebenen  Kreises  auf  die  Richtung  der  Verbin- 
dungslinie AB  der  zwei  festen  Punkte  fällen  kann,  weil^  wie  man 
aus  (43)  ersieht,   tf  stets  mit  b  dasselbe  Vorzeichen  hat. 


*)  Denn  A  i«t  iioinor  reell ,  und  für  deu  Fall ,  dass  auch  B  reell  iit 
ist  wegen 

A«  _         («->gO«r» 

B«~   +(r«-ö«— ^«)(r«— a'»-^*) 

stets  A>B. 


ais  eiiiküUende  Kurten  eines  Spsiems  ton  XreUeeh$ien.       4SL1 

Bezeicboeii  wir  für  deo  Fall  der  Hyper.bel  den  spitzen  Win- 
isel»  welchen  eine  der  beiden  Asymptoten  derselben  mit  der  Axe 
der  X  einscbliesst«  mit  a,  so  ist: 


Wir  wollen  nun  über  die  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A 
und  B  verschiedene  specielle  Annahmen  machen  und  untersuchen, 
von  welcher  besonderen.  Art  die  entsprechende  einhüllende  Ellipse 
oder  Hyperbel  ist 

§.  13. 

Sind  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  gleichweit  vom  Mit- 
telpunkte des  gegebenen  Kreises  entfernt,  so  hat  man  a'^-^^a 
%VL  setzen»  die  einhüllende  Kurve  ist  wegen  der  positiven  Bescbaf* 
fenheit  des  Prodnctes  (45),  welches  sich  alsdann  in  ein  vollstän- 
diges Quadrat  verwandelt,  stets  eine  Ellipse,  die  beiden  Punkte 
A  und  B  mOgen  innerhalb  oder  ausserhalb  des  gegebenen  Krei- 
ses liegen  und  die  Gleichungen  (43)  und '(44)  geben  alsdann: 

,1t  =0, 
(^7)  j 4a«fa-» 


A.  =  ,a       (r« +  «»-««)« 


(48) 


B«=r» 


|(r«— 6«)« -«<*}« 
{(r«  +  a»-6«)»  +  4o«6«l* 


Ist  in  diesem  Falle  iiberdiess  6=0,  d.  h.  liegen  die  beiden  festen 
Punkte  A  und  ß  gleichweit  vom  Mittelpunkte  des  gegebenen  Krei- 
ses, und  gebt  die  Verbindungslinie  AB  durcb  diesen  Punkt,  so 
wird  jrs=0,  t;=:0,>e8  fällt  also  der  Mittelpunkt  der  einhfilleoden 
Ellipse  mit  dem  letzteren  zusammen,  und  man  hat  ferner: 

(49)  A  =  r,    B=r^^, 

woraus  man  sieht,  dass  die  grosse  Halbaxe  dem  Radius  des  ge* 
gebenen  Kreises  gleich  ist. 

Setzt   man    in   den    allgemeinen    Gleichungen   (43)    und  (44) 
6  =  0,  wodurch  man  voraussetzt,  dass  die  Verbindungslinie  AB 
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der  beiden  festen  Punkte  A  und  B  durch  den  Mittelponkt  des 
piegebenen  Kreises  gebt,  während  sonst  ihre  Lsgc  willkGrlicb  ist, 
so  ergibt  sich : 

(80) 

(«>  =  0; 

(A=r, 

^^'^  )  „        V(r«— a*)(r«— a*«) 

f  Jt»  =:  r s j f 

60  dass  also  auch  in  diesem  Falle  der  Mittelpunkt  der  eioblilleo- 
den  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  dem  Mittelpunkte  des  gegebenen 
Kreises  zusammenflillt  und  die  erste  Hauptaxe  dem  Radius  die- 
ses Kreises  gleich  ist  Die  Kurve  ist  eine  Ellipse,  wenn  gleich- 
zeitig r«>a»,  j^'^a'^  oder  gleichzeitig  T'^<a^,  i^<,a^  ist,  d.  b. 
wenn  Ä  und  B  beide  gleichzeitig  innerhalb  oder  gleichzeitig  aus- 
serhalb des  gegebenen  Kreises  liegen.  Ist  hingegen  i^"^  t^  nnd 
i^^af^  oder  umgekehrt,  so  ist  die  einbflilende  Kurve  eine  Hyper- 
bel. Diese  letztere  kann  sogar  in  ein  System  zweier  paralleler 
Geraden  übergehen,  wenn  a  und  af  gleiche  Vorzeichen  babes 
(d.  h.  wenn  A  und  B  beide  auf  derselben  Seite  des  Kreismittel- 
punktes liegen)  und  f^=:aa'  ist  In  der  Tbat  gibt  hierfür  die 
Gleichung  (42)  zur  Bezeichnung  der  einhüllenden  Kurve : 

(61*)  x«  =  r«   oder  x  =  ±r. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (50)  und  (5))  a'=ae),  womit  mao 
voraussetzt,  dass  von  den  zwei  festen  Punkten  A  und  B,  welche 
beide  auf  der  Richtung  eines  Durchmessers  des  gegebenen  Krei- 
ses liegen,  der  eine  in  der  Unendlichkeit  liegt»  so  wird: 

'^  \  ,=0; 

(53)  i  -.-  ^T^-a^ 


B«=-r» 


a« 


die  Kunre  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  r*<o' 
oder  r^>  a',  d.  h.  je  nachdem  der  Punkt  A  ausserhalb  oder  inner 
halb  des  gegebenen  Kreises  liegt. 

Liegen  beide  Punkte  A   und  B  in    unendlicher   Entfemusg, 
aber  in  gegebenen  Richtungen,  so  hat  man  a=:Qc,  a'=:Qo,^6^oe, 
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~  =  <y  —fZzzÜzn  setzen,  wo  t  und  i'  die  trigonometrischen  Tan- 
genten der  Winkel  bezeichnen^  welche  die  gegebenen  fenten 
Richtungen  mit  der  Axe  der  x  einschlieasen«  Da  unter  dieser 
Voraussetzung 

wird^  wovon  man  sich  leicht  (iberzeugt,  wenn  man  Zähler  und 
Nenner  in  den  ersten  Theilen  dieser  Gleichungen  durch  6*  divi- 
dirt»  so  wird  i)  =  0  und 

*  +  (!  +  «')• 

welche  Resultate  man  erhält,  wenn  man  in  den  Ausdrücken  för 
t^  und  A*  Zähler  und  Nenner  vorher  durch  (r^--aa'— 6^)*  dividirt 
Femer  geben  die  allgemeinen  Gleichungen  (44): 

A«       (r«~  aa' — 6^«  +  (o  -  cQ«  &« , 

geht  man  hiermit  auf  den  vorliegenden  Fall  fiber,  indem  man  vor- 
her Zähler  und  Nenner  durch  b^  dividirt,  berflcksichtigend,  dass 

j  =  - ,    -r  =  p  «st,   so  findet  man : 

A«_,(H-tf)«-K<-<^)»_ 

die  einhüllende  Kurve  ist  also  ein  mit  dem  gegebenen  concentri- 
scher  Kreis,  dessen  Radius  durch  die  Gleichung  (54)  bestimmt 
wird.  Bezeichnen  a  und  a!  die  Winkel,  welche  die  gegebenen 
Richtungen  der  Lage  der  beiden  festen  Punkte  A  und  B  mit 
der  x-Axe  einschliessen,  so  ist  nach  dem  oben  Bemerkten  tga=^ 
tgo's^,  und  wenn  co  den  Winkel  bezeichnet,  weichen  die  gege- 
benen Richtungen  unter  sich  einschliessen,  so  ist  co=:a — a'  und 

*g»  =  ^g(«— «')  =  fT7ff    fol«lich: 

A«=r*rrrY-  =  r«Cos«» 

l-ftg'fO 

oder 

(55)  A=:rCoso, 
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der  Radius  A  des  einbfillenden  Kreises  ist  also  gleich  der  Pro- 
jection  des  Radius  r  des  G^egebeneu  Kreises  unter  dem  Winlcel  », 
welchen  die  gegebenen  Richtungen  der  Lage  der  swei  festen 
Pnnicte  A  und  B  mit  einander  .einschliesseil. 

Anmerkung.  Hiermit  ist  das  in  §.1.  aufgestellte  Problem 
nach  der  Methode  der  analytischen  Geometrie  gelOst,  und  die 
hierbei  gewonnenen  Resultate  geben  auch  die  Mittel  an  die  Hand, 
den  einer  gegebenen  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A  und  B 
'entsprechenden  Kegelschnitt  zu  construiren;  wir  werden  in  einem 
späteren  Aufsatze  diese  Constructionen,  so  wie  eine  Anwendong 
derselben  zur  Losung  der  Aufgabe  mittheilen :  In  einen  Kreis 
ein  Dreieck  einzuschreiben ,  dessen  drei  Seiten  durch  drei  gege- 
bene Punkte  gehen,  eine  Aufgabe,  welche  durch  die  bedeutendoD 
MSnner  (Pappus,  Castillon,  Lagrange,  Euler,  Fuss, 
Lexell,  .•..)»  <^*c  ^'^^^  ™'>^  ihrer  Losung  beschäftigten,  so  wie 
nicht  minder  durch  die  einfache  Erledigung,  welche  sie  von  dem 
jungen  Neapolitaner  Ottaiano  gefiinden  hat,  eine  gewisse  Be- 
rühmtheit erlangte.  Nach  unserer  Methode  ergeben  sich  im  All- 
gemeinen zwei  Dreiecke,  welche  den  gegebenen . Bedingungen 
genügen.  —  Auch  das  Problem  des  Alhazen,  die  Glanxpnnkte 
des  Kreises  betreffend,  kann  mittelst  dieser,  ein  Sehnensystem 
des  Kreises  einhüllenden  Kegelschnitte  gelost  werden. 

Schliesslich  sei  bemerkt,   dass  wir  die  LOsung  des  analogen 
Problems  von  der  Kugel,  welches  folgen dermaassen  lautet: 

Es  sind  im  Räume  drei  feste  Punkte  As  B,  C  und 
eine  Kugel  gegeben.  Verbindet  man  diese  drei 
Punkte  mit  einem  beliebigen  Punktet  der  Kugel, 
so  werden  diese  Verbindungslinien,  nOthigen- 
falls  verlängert,  die  Kngeloberfläche  noch  in  drei 
anderen  Punkten  Ai,  ßi,  Ci  schneiden  und  die 
Lage  der  durch  diese  Punkte  Ai,  B^,  Ci  geleg- 
ten Ebene  ist  für  jeden  ^unkt  M  der  Kugel  eine 
bestimmte.  Man  soll  die  krumme  Oberfläche 
ermitteln,  welche  diese  Ebene  beschreibt,  wäh- 
rend der  Punkt  M  die  Kugeloberfläche  be- 
schreibt, 

zur  Veröffentlichung  in  dieser  Zeitnchrift  vorbereiten.  Beide  Pro- 
bleme sind  noch  einer  bedeutenden  Verallgemeinerung  Insofern 
föhig,  als  man  an  die  Stelle  von  Kreis  und  Kugel  eine  beliebige 
Linie  oder  Fläche  der  zweiten  Ordnung  treten  lässt. 
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Die  logaritbmische  Linie  als  Curve  der  ruckwirkendeo 
Festigkeit,  nachgewiesen  im  Anlauf  des  Pfeilers,  der 
Säule   und   des   Pyramidalkorpers    mit  quadratischem 

Querschnitt.  *) 


Von  dem 


Königlichen  Sections- Ingenieur  Herrn  v.  Stokar 

za   Lichten  fels   in  Ober -Franken,   Bayern. 


0er  Pfeileranlaof. 

Von  einem  Prisma«  dessen  Querschnitt  und  Ansieht  voo  oben 
in  Fig.  1.  ersichtlich,  seien  folgende  Eigenschaften  bekannt: 

1)  die  Ober-  und  Cnterfläche  desselben  seien  horizontal; 

2)  nach  der  rechtseifigen  Längenrichtung  sei  dasselbe  von 
einer  senkrechten  Wand  begrenzt; 

'S)  die  Länge  desselben  betrage  l.OO'  Einen  Fuss,  eben  »so 
viel  seine  obere  Breite,  und  sei  zugleich  Ein  Fuss  für  die 
Längeneinheit  angenommen ; 

4)  das  Eigengewicht  der  Prismenmasse  für  Einen  Gubikfnss 
sei  mit  p,  die  reciproke  Festigkeit  derselben  für  Einen 
Qnadratfuss  mit  w  bezeichnet 

Welches  wird  die  nach  links  den  Querschnitt  ^es  Prismas  be- 
grenzende Curve  sein,  wenn  In  jedem  seiner  Horizontalschnitte 
genau  den  Ansprüchen  4er  reciproken  Festigkeit  bezüglich  des 
überlagernden  Prismentheiles  genügt  werden  soll ,  das  heisst :  der 
jeweilige  Gesammtzu wachs  an  Breite,  durch  die  Krümmung  der 
Curve  erzeugt,  und  mit  der  Länge  1.00'  eine  Fläche  bildend, 
mittelst  der  letzteren  hinreichend  sein  soll,  eben  diesen  Prismen- 
tbeii  zn  tragen. 


*)  Die  zu  diesem  Aufiatz  gehörende  Fignrentafel  a.  auf  Taf.  IV. 
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Diese  Bedingung  besetchnet  sich  analytisch,  wenn  der  Coor- 
dinatennollpunkt  bei  A  liegt,  längs  AB  die  Abscissen  und  auf 
ihnen  senkrecht  die  Ordiiiaten  gemessen  werden,  in  der  Glei- 
chung : 

y      to 

woraus  durch   Integration: 

jr  =  —  Log.  nat.  y 
und 

3f=e  * 

entsteht,   wobei  e  die  Basis  des  naturlichen  LogaritfamensysteiBS 
bezeichnet. 

För  x=zO.W  i»ty=:e  •  =1.00', 

fiJr  y  äO-OO*  ist  a:=^  Log.  nat.  0  =  —  od, 

Mit  BerQcksichtigung  der  oben  verlangten  Eigenschaft  der 
Curve  und  des  gefundenen  Resultates,  dass  ihre  Ordinate  am 
Cuordinatennullpunkt  =L00'  sein  mnss,  kennzeichnet  sich  die- 
selbe nun  in  der  Gleichung: 


/     y3^ 


to 


y-i        V 

iiun  aber- ist 


/ 


iL 
Lpg.  nat  e"' 


weil  Log.  nat.  es=  1.00  ist,  so  ist  auch: 

j    e^  öor  =  ^  ; 


V) 


fyhx  ist  aber     /  6»  Sa?— C=  ^-C,  woselbst  C dem  Werthc 


w 
des  Flächenintegrals  fOr  ;r  =  0  gleich  ist 


alt  Cune  der  rückwtrkeuäen  FeMgkeU.' 
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Wird  ferner  betrachtet,  daes  schon  die  FiSche»  entstanden 
durch  die  Multiplication  der  Ordinate  am  Coordinatennulipunlct 
mit  der  Lftnge  des  Prismas  1.00' »  ein  über  diesem  ruhendes  Recht- 


w 


eck  von  der  Bveite  =i\SXf ,  der  H8he  =->   der  Lfinge   =1.00' 
und  dem  Gewicht  von  p  (tir  Einen  Cnbikfuss  tragen  kann,  so  ist 

C=-^»    daher  nun: 
P 


f 


yhx 


-1 


P      P 
w 


P 


was  zu  beweisen  war. 

Die  Fig.  1.  giebt  den  graphischen  Beweis  f&r  die  Richtigkeit 
der  vorhergebenden  Sätze,  und  ist  fOr  dieses  Beispiel  to  =  100 
Zentner,  p  =  1  Zentner  angenommen  worden. 

Die  nachstehende  Tabelle  bedarf  keiner  Erläuterung,  ood  er- 
leichtert die  allenfalls  wänschenswerthe  Bekräftigung  der  gelösten 
Aufgabe  mittelst  eines  Zahlehbeispiels. 


Jeweiliger 

GMammtsn- 

AbtcissoB. 

Ordinateo. 

Ordinateua- 

wachs  der 

wache. 

Ordinateo. 

Amm. 

Am«. 

AMlb 

AWM. 

aooo 

1.000 

10.000 

1.105 

0.105 

0.105 

20.000 

1.221 

0.116 

0.221 

30.000 

1.350 

0.129 

0.360 

40.000 

1.492 

0.142 

0.492 

50.000 

1.649 

0.157 

0.64» 

60.000 

1.825 

0.176 

0.82S 

roixx) 

2.014 

0.180  . 

1.014 

80.000 

2.226 

0.212 

1.226 

90.000 

2459 

0.233 

1.459 

100.000 

2.718 

0.259 

1.718 

110.000 

3.004 

0.286 

2.004 

120.000 

3.320 

0.316 

2.320 

130.000 

3.609 

0.349 

2.669 

140.000 

4.096 

0.387 

3.066 

180.000, 

4.482 

0.426 

3.482 

160.000 

.  4.953 

0.471 

3.963 

170.000 

5.473 

0.520 

4.473 

180.000 

6.050 

0.577 

5.060 

190.000 

6.686 

0.636 

5.686 

200.000 

7.390 

0.704 

&390 
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j    .    JE!»  |9jej  yif=/f.056',,.  und  solj  beispielsweise  diese  DimensioD 
zugleich  die    obere   halbe    Breite   eines   Pfeifers   bezeictinen ,  8o 

wird   sich   aus  der  Gleichung  jr=—  Log.  nat.^  und  aus  der  vor- 
stehenden Tabelle  ar;=:  140.00'  ergeben.    Ferner  u^rd: 


j 


^«  tb 


yd.r  =  (y  -  1)  -  =  3.056' .  100 = 306.60^ 

P 


sein;  der  Vorsprnng  bei  x=  140,00'  ist  aber  auch  y— 1  =4.056', 
-- 1.000',  =3.056%  i|nd  kann,  daher  dJe  FiSche,  welche  3.056' 
zur  Breite  und  1.000'.  zur  LSnge  hat,  den  Prismentheil,  dessei 
Länge  ebenfalls  1.00'  und  dessen  Schnittfläche  305.609'  ist,  tra 
gen,  wenn,  wie  schon  angenommen,  p=l  Zentner,  to=  100  Zent- 
ner gesetzt  wird. 

Soü  bei  gegebener  oberer  halber  Pfeilerbreite  und'  ebenfiilb 
bestimmter  Pfeilerholbe  die  untere  halbe  Breite  gesucht  w'erdeo, 
so  geschieht  diess  n^ch  otiigem  Verfahren: 

I£s  sei  beispielsweise  zur  oberen  halben  Breite  =r  4.050*  die 
Pfeilerb5he  =  10.000'  gegeben. 

Aus  ar  =  I40;00'  wird  nun  ar  =  l40:00'  +  10.tKr  =  150.00',   ond 

T  bestimmt  sich  y  aus  der  Gleichung  y=e*^    mit  4.482'. 

Die  Fläche  mit  der  Differenz  4.482'  -  4.056'  =0.426'  zur  Breite 
und  1.00'  zur  Länge  reicht  gerade  hin,  um  den  10.00'  hohen 
Halhpfeiler  z^  tragen,  so  dass  die  in  der  Fjftche  4.056^'  ruhende  rücfc- 
tvirlcende  Festigkeit  hierzu  gar  nicht  in  AnsprncH  genommen  vrird. 

Der  Säulenanlauf. 

Es  we^de  die  Curve  gesucht,  welche  so  beschaffen  ist,  dass. 
wenn  in  FJgt>2.  der  Halbmesser  einer  Säple  am  Coordioateih 
nullpunkt  ^  =  1.00'  ist,  und  bezuglich,  der  MesmiDg  der  Ordi 
naten  sowohl,  als  der  Abscissen^  so  wie  hiHsicbtlich  der 
Grossen  «,  ii.und  tr  .die  beim  Pfelfefanl auf  gemachten  Voraus- 
Setzungen,  Geltung  behalten,  bei  der,  Drehung  der  von  der  Corre 
begrenzten  Fläche  um  die  Achse  AB^  das  heisst:  dem  blerdvrcfc 
erzeugten  Rotationskörper,  stets  der  jeweilige  ringförmige  Zuwacbi; 
die  ihn  überlagernde  Scheibe ,  deren  Hohe  ==  dar  ist,  tragen  kaniL 
so  wie  dann  ^auch  selbstTerständlich  der  den  vom  Coordinatein 
nullpunkt  ß^ ,  beginnenden  Gesammtzuwachf  bezeichnende  Riss 
auch' dem  ganzen,  zwischen  ihm  und  ^diesem  Punkte  befindlickeB 
DrehungskOrper  Widerstand  zu  leisten  föhig  Ist. 
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•  > 

2tondy  =^  pffndas , 
2wnBy 


durch  Integration  r^sultirt  hierans: 


oder 


ar=  —  Log.  nat.  y 


5r  =  c»». 


Für  «  =  0  ist  y=l.pO',  fttr  y=:0  ist  «=-00. 

Wird  naii,  (|as  Resultat,  dfiss  beim  jCoordinatenoallpankt  y=I.OO' 
ist,  mit  der  in  Vorhergehendem  von  der  Curve  geforderten  Eigen* 
Schaft  ▼erblinden,  so  drdckt  sich  das  in  der  Oleichnng: 


«  /     '  y*ö^ 


w 


aus,  welcfier  «Bedingung  ,'i^lf er  ,aucb,;^^urch  die  gefundene  Curve 
Genüge  geleisjtet  wird,^  ^^nn  in  Betrachtung  kommt,  dass  die 
Scheibe  am  Coordinatennullpunkt  schon  einen  Cylinder  von  l.OO' 

Halbmesser,  -  Hofie  ^nd,p  Eigengewicht  für  Ein^n  Cubikfuss 
tragen  kann. 

Es  ist.  nämlich  jetzt  : 

»#  j/^x=sn.  g    e**  ar=r =;jfy«  — . 

Ferner  ergiebt  sich,  alsdann : 
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Es  kann  aach  flir  dieie  Carve  schon  ans  der  graphischen 
Darstellung  die  Richtigkeit  der  bethätigten  Analyse  eDtnommeB 
werden,  so  wie  Oberdiess ,  damit  ein  Beispiel  in  Zahlen  den  Be- 
weis liefern  kann,  die  nachfolgende  Tabelle  aas  den  Ergebaissea 
der  entwickelten  Formel  construirt  ist. 


Jeweiliger 

GeeamiDt- 

Abscitteo. 

Ordinaten. 

Ordioatensa- 

OrdinateBso- 

wacht. 

wacht. 

FUU9. 

A«M. 

Fmmm. 

JPkMe. 

0,000 

1.000 

20.000 

L105 

0.105 

0.105 

40,000 

1.221 

0.116 

0.221 

60,000 

1.350 

0.129 

0.350 

80,000 

1.492 

0.142 

0.492 

100.000 

1.649  ' 

0.157 

0.649 

iao.000 

1.825 

0.176 

0.825 

140.000 

2.014 

0.189 

1.014 

100,000 

2.226 

0.212 

1.226 

180.000 

2.459 

0.233 

1.459 

200,000 

2.718 

0.259 

1.718 

220.000 

3.004 

0.286 

2.004 

240.000 

3.320 

0.316 

2.320 

260.000* 

3.669 

0.349 

2.669 

280,000 

4.056 

0.387 

g 

3.056 

300,000 

4.482 

0.426 

3.482 

320,000 

4.953 

0.471 

3.953 

340,000 

5.470 

0.517 

4470 

300,000 

6.050 

0.580 

5.0S0 

380,000 

6.686 

0.636 

5.686 

400,000 

7.390 

0.704 

6.390 

420,000 

8.160 

0.770 

7.160 

440,000 

9.025 

0.865 

&026 

460,000 

9.970 

0.945 

&970 

480,000 

11.050 

i.oeo 

10.050 

500.000 

12.180 

1.130 

11.180 

Es  sei  s.  B.  ^=1.649'«  so  wird  sich  x  aus  der  61elchiiB| 


ais  Curte  der  rückmirifenden  FesügkeiL  437 

yz=ie^^  oder  x-^  —  Log.  nat.  ^ 

Hoden«  und  swar  mit  dem  Werthe  Ton  1004)0'. 

Der  Rotationskörper  ohne  den  über  dem  Coordinatenullputilt 
befindlichen  Cylinder  viird  den  Cnbns  von  -^{y^ — 1) »=540^72^ s 

ausweisen,  welcher  cubische  Inhalt  durch  Zerlegung  des  KSrpers 
in  Scheiben  von  20,00'  H5he  und  mit  Znhilfnahme  obiger  Tabelle 
annähernd  gefunden  wird. 

Wie  zum  gegebenen  oberen  Säulendurchniesser,  wenn  die 
Säulenhohe  bestimmt  ist,  sich  der  untere  Durchmesser  berechnet, 
kann  wohl  übergangen  werden,  da  ganz  dasselbe  Verfahren,  wit^ 
beim  Pfeileranlaufe,  befolgt  werden  darf,  und  der  Beweis  fär  die 
Richtigkeit  desselben  schon  im  Vorhergehenden  enthalten  ist,  da 
ja  bei  einer  Säule  von  l.OO'  oberem  Halbmesser  und  100,00^  Höhe 
sich  die  Stärke  des  unteren  Halbmessers*  mit  1.649'  auswies. 


Der  Anlauf  des  Pyramidalk5rpers  mit  quadratischem 

Querschnitt. 

Wie  in  der  vorhergebenden  UntersuchnAg  der  Anlauf  der 
Säule  gefimden  worden  ist,  so  werde  jetzt  der  Anlauf  des  Kör- 
pers behandelt,  welcher  zum  HoriEQntalschnitt  in  jeder  beliebigen 
Hohe  nicht  den  Kreis,  sondern  ein  halbes  Quadrat  hat,  und  sei 
die  jeweilige  Länge  dieses  Quadrates  mit  äjy,  dessen  Breite  mit  y 
liezeicbnet. 

Die«  übrigen  Bezeichnungen  und  Werthe  seien  dieselbe«  wie 
ia  den  beiden  vorhergehenden  Problemen,  und  ist  es  selbstver- 
ständlich, dass  von  dem  Korper,  dessen  Querschnitt  ein  halbes 
Quadrat,  auf  denjenigen  geschlossen  werden  darf,  dessen  Schnitt 
das  Doppelte,  das  ganze  Quadrat  ist,  so  dass  der  für  das  halbe 
Quadrat,  das  heisst:  für  drei  Seiten  desselben  entzifferte  Anlauf, 
alsdann  das  ganze  nach  allen  vier  Seiten  umgiebt 

In  der  Figur  3.  ist  dieses  halbe  Quadrat  sowohl,  als  das 
ganze  ersichtlich.  Die  Bedingnissgleichung  wird  mit  Beriicksich- 
tigung  der  fiir  den  Säulenanlauf  gefundenen  Resultate  sein : 


u       8y  /      yöor 


to 


^2(»»-I)  ^  P 
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oder  mit  Worten: 

Es  wird  steta  der  Zuwachs  des  am  Coordioatenoullpunkt  tot- 
handenen  halben  2.0(K  laugen  und  1.00'  br^iteki  Quadrate  den  gas« 
sen  PyramidalkOrper  von  dem  Coordioatennulipunkt  abwärts  tra- 
gen mOsseD. 

Obige  Gleichung' differenzirt  giebt: 


/o 


nochmals  dinerenzirt: 


nun  integrirt: 


^  =  f  a;r; 
Log.  nat.  3f = ^  —    oder  y  =  «**• 


Also  ist  die  AnlaufsCurve  dieselbe  wie  für  die  Sänle. 

Es  treten  auch'  ^it  ätfktoge  TerBältHtsb«  be^feU  der  Inte- 
gration zwischen  den  Orenzbn  0  uÄd  x  ein,  indenl  hier  statt  des 

Cyiiodets  ein  Reckteckkurper  mit  ^  Höhe  und  2.009'  Basis  am 

Coordinatennullpunkt  als  von  dem  halben  Quadrat  getra^esJer  KM 
per  efifcheint 

Dtiss  aber  die  Einfflhrang  di^sös  VerhilMfM^s  und  der  C«v- 
vengleidiüdg  iii  dfö  BMingnissgleichu ng  drM6  letztere  erMk, 
geht  aus  Folgendeiti  hervor: 

P       P  P        P  ^  P        e^  /*    ?^  Ä 

=2  fe^.^  .—8^=2  A*^aa:=2  Pl^dx^i  —  =^. 

2to  to  to 

Wird  aber  zwischen  den  Grenzen  5  und  x  integrirt,  so  ist: 
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Dieses  Resultat,  eiiigc^führt  in  die  Bediogoissgleichiing 

ftj       dyj       ydz 

:«(*•- 1)        ~p' 
ergiebt : 

p 

w  w 


was  zu  beweisen  ivar. 

Es  werde  bei'  einer  HOhe  des  Pyramidalkörpers  von   100.00' 
die  Probe  gemacbt: 

Nach  der  Formel  ist  der  Cubus  desselben  vom  Coordiuaten- 
Dullpunkt  abwärts   ^  ''  -    ' 

Pf 
wenn  y=:lM%',    was  ans  der  Gleicbung  y  =  e^^    resultirt»    und 

wird  mittelst  der  berechneten,  auch  hier  giltigen  8tichmaa»ise  für 

den  Säulenanlauf  der  in  je  nur  20.00'  Hohe  gezogenen  Ordinaten 

4erAel|>e  Cubus  entzifert. 

Fflr  den   Fall,    dass  liir  die  Längeneinheit  nicht  EJin   Fuss, 
sondern  eine  beßebige' kleinere 'Lärip:e  angänömbien  wird»  ändert 
dje  Cur?e  sowohl  fSr  den  Pfjeiler,    als  die  beiden  anderen 


KO,rper  abwärts  von  der  Ordinate  l.ÖO'  nicht  ab,  wohl  aber  aut- 
wärts  von  derselben,  indem  dieselbe  Fläche,  welche' vorher*  duron 

ein  Rechteck  von  1.00'  Breite  und  —  =  JOO'    Höhe    ausgedrückt 

wurde,  nunmehr»  wenn  etwa  beim  Pfeileranlauf  für  d^e  Längen- 
einheit ^tn  halber  Fuss  genommen  werden  will,  durch  ein  ande- 
res Rechteck  von  100.00'  H<lhe  und  0.5'  Breite,  also  mit  50.009^ 
Fläche  und  einen  50.009'  grossen  FIffcbenabschnitt  Zwischen  den 
Ordinaten  0.5'  und  l.OO'  und  den  Abscissen  0.0'  und  69.31'  aus- 

gedrückt  wird»  welcher  letztere  Werth  aus  der  Formel  x=    Log.  nati^ 

durch  Einsetzung  von  y  =  zwei  halben  Füssen  =  zfrei  Längen- 
einheiten resuitirt.  < 
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Durch  dieses  Ergebniss  ist  auch  erwiesen»  dsss  y  nie  Noll 
werden  kann,  weil  doch  immer  eine  positive  GrOsse  als  Lfingeo- 
einheit  genommen  werden  mnss,  daher  aueh  der  Werth  von 
jr=  — Qc  für  y=0  dorchans  begründet  erscheint. 


Coefficienten  and  independente  Formeln  zur  Berech- 
nung der  combinatorischen  Prodocte. 

Tob 
Herrn  Carl  fVasmund 

\m  Black-£artii»    Wiseontim    Daas-Conntj«    (North  Anerict.) 


Bezeichnet  man  die  Summe  der  combinatorischen  Prodsde 
der  rten  Klasse  aus  den  Elementen  1,  2,  3.... m  für  die  Combi- 
nationen  mit  Wiederholungen  durch  AT*  und  fiir  die  CombinatioDeo 

ohne  Wiederholungen  durch  Oy  so  lassen  sich,  wie  ich  in  eiDca 

früheren   kleinen   Aursatze  *)  gezeigt  habe,   aus    den    bekanntei 
Relationen : 


«)  Archiv.  Tbl.  \XI.  Nr.  XVIII.  S.  999.  Der  Herr  Verfeitcr 
verweist  in  diesem  Auf  «atze  aof  S.  939.  aach  auf  die  Abtiandlaage«  ^ 
Herrn  Schläfli  in  Tbl.  X.  S.  886.,  ThI.  XII.  S.  58.  In^iaen  an  waA 
f^ricbteten  Briefe  an«  Black-Eartb  vom  90.  November  1859  liedwcrt 
er  sehr,  das«  er  die  Scbläfli' sehen  Abbandlangen  jetst  nicht  ssck 
einmal  babe  einsehen  können,  welches  hier  in  bemerken  ich  mieh  ik 
Heraasgeber  für  verpflichtet  halte.  Eben  so  sehr  halte  ich  nick  n 
bemerken  verpflichtet,  dast  Herr  Was m and  mir  sehreiblt  „AlUi 
was  Ich  von  mathematischen  Büchern  nnr  Hand  habe,  i«i 
die  von  Ihnen  herausgegebene  (ebene,  sphftriache  nnd  tfhi* 


tur  Berechnung  der  emMnatorieeken  Froäuete.  441 

4r«=m£«,  +  iP»-»  und   €>»  =  mOr-/ +  C"-* 

durch  Suniniiruog  aritbmetUcher  Reiben  leicht  folgende  AusdrGcke 
«   ableiten : 

ir-=:(m  +  l)„ 
/r;=(OT+2),+3(m+2)4, 
5«=(w+3)4+I0(m+3),4'16(m  +  3)„ 


*-=  fi;  (m +r>+»+i^(m  +  r)r+» +  ....  + ÄJ(m  +  r)sr 

und  ' 

C-=(m  +  I)„ 

C-=2(m+l),  +  3(mf  1)4, 

C-'=6(m  +  l)4+2b(w  + l),+16(m  +  !)„ 


C-= JJ  {*«+  l)r+i  +  ^;(m  +  l),4.«+....+4(jii+l)^ 

« 

Diese  bloss  von  r  abhängenden,   mit  B  und  il  bezeichneten 
CoetficIenteD  lassen  sich  berechnen  nach  den  Formeln: 

ä;  =  £8_(,  +3)|  *r;+(r  .+3),ÄJ, 

I 


roUitche)  Trigonometrie  nnd  der  2.  Theil  Ton  F.  Wolff'a 
thearetitch-praktitcher  Zahlenlebre.  Diese  beiden  Bächer 
•ind  mir  de»halb  eo  viel  werth ,  weil  lie  in  einem  kleinen  Baume  eo  Tiel 
eothalteo«  Mein  HaupUchaU  ift  aber  eine  Sammlao|(  von  Beroerkon- 
gen  nnd  Formeln ,  die  leh  mir  gelegentlich  bei'ni  Leeen  mathematischer 
Schriften  aofgeseichaet  babe.*^  Unter  allen  Bedingangen  habe  ich  den 
an«  eo  weiter  Ferne  mir  sngetandten  Aufeats  einee  ron  mir  in  allen 
Beaiehoagen  «ehr  hocbgeechätsten  Manne«  nnd  Frenndee,  dem  ich  die 
herslicheten  Glnckwännche  ober  den  Ocean  hinüber  aotende,  mit  beson- 
derer Frendo  hier  abdrucken  lassen.  G. 


412        WasmuHil:    Ce0ffi€UnUn  und  inäependente  Formeln 
und 

Jr  =  C,'+«-(r  +  3).C;+»f(r  +  3),C;.       . 

^  =  C;+'-i  -  (r+Oi  G;+<-H  (r+OiCM^  *-:«-....+(-  l.)*rHr+t),_iC;; 

oder  noch  bequemer  nach  den  RelationeB: 

JJf+»  =  iÄf  +  (r +»•)»;_,    und   ^J+i  =  (r+t)(Jj+^J_j). 

nach   welchen  die  beigefflgten   beiden   Tafeln  I.  und  Uj,   fCr  die 
ersten  10  Combinationsklaasen  berechnet  sind. 

Nachdem  ich  diese  beiden  Tafeln  berechnet  hatte,  habe  ich 
noch  gefunden,  daas.  sich  beide  Combinationsarten  nach  irgeod 
einer  derselben  berechnen  lassen.  Setzt  man  nämlich  in  der 
Relation  für  die  Cprobinationen  mit  Wiederholungen  — m  flir  m. 
so  kominf: 


»»1  = 


aus  der  Relation  für  die  Combinatiouen  ohne  Wiederholungen  folgt: 

r— 1 

die  Vergleichung  dieser   beiditn  Werthe  f((r  m  leitete  mich  uf 
folgenden  Satz: 

Üf-(m+i)-c«    oder    üf"=0-(«+*). 

r  r  TT 

leb  will  b(o^  zeigen,    dass 

d.  h. 

(-m  +  a)4  +  10(^111  +  2)5  +  lÖ(--m  +  2)e 
oder 

(m+I)4-  lü(m+%  +  I6(m+3)e  =6(m+l)4+20(iii+l)5  +  16(m+l)» 
sei.    Nun  ist 


f 


(m  f  WV^;«  s:  iri^m/Äf  nfW^Li  f  Iff^Afa  4-  ^*  •>  -  e^eii  (i^uvkib«  li  p»  402.)» 
also,  wenn  man  m-f-l  ITlr  m,  4  för  r,   1  and  2  för  n  8eUt: 

(W4r,l)4  =  (m+1)4. 

-  10(m  +  2)5=— 10(m  +  1)4  -  10(iii  + 1)», 

+  l8(m+3)5Ä  +  I(J(m  +  l)4  +  aO(m  +  I)5  +  »(hi  +  l)«; 

uuraus   sich,    wenn  man  addirt,    die  Richtigkeit  der  obigeir  Be« 
haiiptung  ergiebt 

Mktt'  er^Bf  bi^iMH'di^hdlVi  dtfM ^eb  den  al%eiueiDeiB#iiieto 
auf  dieselbe  Welse  fuhren  läs^t»  THu^'man  dien,  e«  «rgfebettjrfeh 
dabei  unter  anderen  die  foli^enden  Relationen  zwischen  den  mi* 
h  und  A  bezeichneten  Coefficient^n : 

><=±(«-l)<-iÄJT(0<-ifij^i±(«'+J)i-ifi5:^T...+lr-l)i-ii^; 

wo  die  oberen  Zeicheo  su  Dehmen  sind,  wenn  r-f  t  gerade,   die 
unteren,  wenn  t\%  ungerade  ist. 

1.2.3....A=±^TfiJi:Ä;T.-.  +  ^, 

^j+Jj+^j+./..+.l;:*=i:Ä;T21^±4«l^T2»2^± ...  + 

wn  die  obeveo  Zeioiiea  geMi,   itcnn  ^*i'1  ger«de»  die  witvod, 
w^a  ^  -I- 1  ungleped^  ist 

Naob  Obigeni  bat  man  also: 

A;»==»J(m  +  r)r+i  +  Ä;(m+r)r+«  + B5(m +r)r+8 +  .••• +^(w+1^^ 
= Jj(-iw)r+i  +il5(-  m)r+»  +  -4;(— llt)r+8  +....  +  A\{r^m)^t 

und 

•  •   .  .• 

0»= Äj(-m-l+r),+i  +  ^(-Ä-i+r),+a+ l^-in-l+r)r+,  + ... . 


»•...  'j-Mm-^\      i«P-      *  +li)fcr 


=:4(m4l),4A-f  i^(m-f  l)H^s-t-  .4^<m+l)r.(«.+  ....+~(<f(m+l)ar. 
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Die  indepeadeDteo  FormelD  habe  ich  auf  folgende  Art 
erhalten : . 

Bezeichnet  man  die  ersten  Glieder  der  laten,  2teD»  3ten,  etc. 
Differenzreibe  für  die  Reihe  Qu,  1»,  2y»  3y,....  mit  ^Ov,  jn^, 
JHkf,  etc.»  60  ist  bekanntlich 

Es  ist  , 

Setzt  man  flir  die  beiden  Differenzen  innerhalb  der  Klammern  die 
entsprechenden  Reihen,  so  kommt: 

aroO?»-^ — ar,  (o:  -  I)ar-i  +  o:^  (-r — 2)^-*  —  a?3  (ar  -  3)t-*  +  .... 

+  (a:-l)o(a:-l)y-»-(a:-l),(ar-2)y-H(^-l)a(a:-3)»-^-... 

=  XqX^—  a:i(x^\)y  +  x^ix—^pf  —  a:a(^— 3)y  + ....  etc, 

wie  behauptet  wurde. 
Es  ist 

if"»  = — • 

r         I.2.3....  1» 

Ans  der  so  eben  bewiesenen  Gleichung  folgt«  wenn  man  m  für 
Xt  m-^-T  fdr  y  setzt  und  dann  dnrch  1.2.3.... m  dividirt: 

1.2.3....m'^'"Vl.2.3....w/^1.2.3....(f|i— 1)' 


D^r  obige  Ausdruck  genügt  also  der  Relation  (Or  die 

tionen  mit  Wiederholungen  und  stimmt  überdies  ßr  m  =  l  vnd  2 

damit  überein »  womit  also  der  Satz  erwiesen  ist.    Ich  habe  eine 

Tafel  III.  der  Differenzen  für  y=rl,  2,  3  bis  10  berechnet  and 

beigefügt. 

Man  hat  also  jetzt  die  independente  Formel: 


r       1.2.3....  m 


iiiom*»f''— iiii  (m— I)H-»-  -f  ma(m— 2)"»^>^r"  >w,(m+3)"'4-r.f ...,  etc. 

1 .2.3....}it 

Der  Analogie  nach  müsste  nun  C^s  sein  dem  vorigen  Aus- 
drucke, wenn  man  darin  —  (ni-f-l)  für  m  setzt.  Zu  erroittelo,  ob 
dietf  richtig  ist,  würde  noch  eine  weitere  Untersuchung  erfordern. 
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Man  bedarf  aber  dessen  nicht,  da  die  Coefßcienfen  B  dnrch  die 
K  gegeben  sind ,  und  die  Coefficienten  A  sich  durch  die  B  aus* 
drficken  lassen.  Ich  habe  auf  diesem  Wege  auch  eine  indepen- 
dente  Formel  ßr  C^   abgeleitet.      Die   Sache   hat   weiter    keine 

Schwierigkeit  und-  will  ich  desshalb  Mos  noch  die  Resultate  an- 
geben.   Es  war: 

Äj=Ärj-(r+o,*rj-*+(r+£),Ärj-«_(r+i),Ärj-»f...+(-i)'-»(»-+0«-i«j. 

Hieraus  findet  man: 

Jr=:(-l)r-»/    [%i2r+l)r-i(r+i)t-t]Kl 

+  [I«(2r+l)r-i(r+.')<-i-l,(2r+2)r-*(r+t-+l),_i]  IPj 

|-|:[2o(2r+l)r-(.(r+0f-i-2i(2r+2)r-.(r+»+l)(_i  . 

+  2,  (2r  +  3),_i  (r  +  i+ 2)«_i]  «»>  • 

+[(»•-  Oo(2r+l)r-<(r+«)f-i-(r-l),(2r+2)r-f  (r+»+l)'-il 
+....+(-l)'-Hr-l)r-i(2r+r)r_<(2r+»-l)<^i]Äi:, 

Den  independenten  Ausdruck  ffir  C^  erhält  man  jedoch  am  leich- 
testen, wenp  man  X^  durch  die  Coefficienten  B  aosdrflckt,  dann 
nach  II  ordnet  und  endlich  die  in  X**,  JE^'^^ete,  multiplicirteo  Glieder 
summirt  *).    So  erhält  man : 


*)  Diese  Summirungen  lauen  sich   leirht   bewerlfstelligeni   nach  den 
folgeoden   Formeln : 

rr(a+r)«+(r  +  l)r(a+r+l)a+(r+2Ma4^+2)«+....+  (r+p)r(a+r+p). 

z=(a  +  r)r(a  +  r'i'p  +  I)a+rii 
und 

rr(a  +  r).+,-i  +  (r  +  l)r(a  +  r  + 1)«  f  .-1  +  (r +2)r(a+r+2)f »-1  +.... 

....  +  (r+p)r(a+r+/>)fl+«-i = (2— l)o(fl+r+*— l)r(a+r-fp+«)»fr+« 

—  («— l)i  {a  +  r  + 1 -2)r  (a  +  T  +p+«— l)«+r+»-i 

+  (2-l).(a+r+i-3)r(a+r+;i+i-2)«+r+— « 

—  («— l)j  (a  +  r  +  2— 4)r  (a+r+p  +  2— 3)«4.rf«-B  +  -..  etc., 

die  ich  mir  so  diesem  Zwecke  abgeleitet  habe. 
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HO  die  oberen  Vorzeichen  zn  nehmen  sind,  wenn  r  ungerade ,  die 
üiitei'en/ wenn,  r^geride  ist. 

Sehliessiich  will  ich  nur  noch  'etwas  anHihren,  was  ich  hei 
Gelegenheit  bemerkt  habe.  ^  Bezeichnet  man  die  Guloneii »  iBinio- 
fien,  Ternioneo  etc.  für  die  Gomhinätionen  öhne'Wiederhofinieen  mit 
A,  B9C,  D,tl\  etc. ,  fiir  die  Combinationen  mit  Wiederhohingen  mif 
a,  b,  c,  äf  e,  etc.;  on tf  die  Stimme  d er  Isten,  2teo/3ten,'4lem...  Poten- 
zen der  Elemente  Init  Si,  S^^  S^,  S^^'  eic,  wobei  die  Elemente 
ganz  beliebige  sein  kühnen,  so  hat  man  för  die  Conibinatienen 
ohne  Wiederholungen  die  bekanhtten  Relationen : 

A=Si  oder   ^4=5,, 

■ 

21?=  ASi  -  St  Ä= ^^=^ , 

3C=  BS,  ^\4&,  +  S,  C=  ^.'-Sy-t-gJ^ , 

4 

4D=.CS,-BStUS,-S^  />=,«l^6«!!M^^d3^6«*, 

etc.  etc. 

Für  die  Combinationen  mit  Wiederholungen  bestehen  gffnz  ähn- 
liche Relationen,' ilÜfnfich: 

o=5|  oder   a=:Si, 

die  sich  von  den  vorigen  nur  dadurch  unterscheiden  r das»  säramt* 
liehe  Vorzeichen  positit  sind ;  aus  beiden  ergeben  sich  noch  Rela- 
tionen zwischen  den  CoTnibinationen  mit  und  ohne  Wiederholungen, 
nämlich : 

^  —  «=0, 
B--Aa  +  6=:0, 

^D-Ca+  Bb  —  Ac  +  d=^0, 

etc. 
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WO  die  oberen  Vorzeichen  gelten»  wenn  r  ungerade,  die  unteren, 
wenn  r  gerade  ist,    und  wo 

^«Osr  =  x^  —  a?i  (o?— 1)»  +  x^(a!—2)y  —  o:,  (a:  —  3)»  +  0:4(5?— 4)» 

—  a?5(a:  — 6)y+....  etc. 
ist. 


Thdl  XXXIV. 


30 


4&0  Mn9enet:    Ku^iUr  Oes  FUsipunJUenMrpert 


Kubatur  des  Pusspuuktenkorpers  eines  Ellipsoides  *). 


Von 


Herrn  Dr.  Al%ert  Magener, 

Lehrer  iler  lÜltt^Mfiiatik  und  Physik  an  der  Realschule  sti  l'osen. 


Weno  niafi  von  cinein  belieVigen  testen  Punkte,  dem  Pole, 
auf  sämmtlich«  iTatogenttalebenen  einer  ge^i^ebenMi  FlStbe,  ^er 
Basis,  Senlcrechte  fidll,  so  bilden  die  FusspiMikte  derselben 
H'iederum  eine  FHicW»  die  Fnsspunkt^ »Hache  zu  iier  geg^ 
benen  Basis.  Wir  i^'oltdn  den  von  einer  solchen  Fläche  >begran2- 
ten  Kdrpfer  den  Fusspunktenkörper  der  Baais  in  Bezog  anf 
einen  gegebenen  Pol  nennen,  und  im  Folgenden  erstens  das 
Volumen  desjeutgsiir  FussputokteakOrpers  bestimmen,  desseo 
Basis  die  Oberfläelie  eln^s  dreiaxigen  Ellipsoides  tst,  snd 
zweitens  den  geometrischen  Ort  gleicher  Fusspatikten- 
k  Cr  per  eines  Ellipsoides  aufsuchen. 

1. 

f  w 

Es  liege  der  AnfaQgspunkt  eines  rechtwinkligen  CoordioateD- 
systems  im  Mittelpunkte  eines  Elfipsoides  mit  den  Ilalbaxefi 
a,  6,  c.  Wo  a>6>c  sei,   so  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoides: 

ar,*       y,*       ii*      , 
also  die  Gleichung  seiner  Tangentialebene: 

a«         ■*■         6«         "^        c«       "^'^ 


')  Dieser  Anfsatx  epihält  ein»  tum  Theil  neue  Entwickelaog  tai 
Fortsetaung  des  im  Programm  der  Realschule  xu  Posen  Ostern  Ifloß 
behandelten  Themas. 
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mithin  in  Folge  der  Gleichung  (1): 

(^)  ^2    +  ^2  +  c«  -  '• 

Ferner  sind'  die  Gleichangen  eines  von  einem  beliebigen  Punkte 
P(a,  ß,  y)  auf  die  Tangentialebene  gefällten  Perpendikels: 

i^j  =:  < =  . 

«1  yi  H 

Uro  nun  eine  Beziehung  der  Fusspunkte  aller  dieser  Perpendi- 
kel und  somit  die  Gleichung  der  Fusspunktenfläche  zu  erhalten, 
eliminire  man  aus  den  Gleichungen  des  Ellipsoides,  der  Tangen* 
tialebene  und  des  Perpendikels  die  Grossen  oPi,  ^|»  Zi,  indem 
man  die  Gleichung  (2)  erst  mit  aia^^^a),  dann  mit  b(y — ß),  end- 
lich mit  c(r  — y)  multiplizirt.  Man  erhält  dann  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (3)  folgende  Gleichungen: 

(4)         ^  ^  |«(;c-«)  +y(y-/J)  +  x(x-y)]=b(y-ß), 

^  U(a:— a)  +  y(y-|S)  +  s(j-y)|=c(z-y); 
erhebt  man  diese  in's  Quadrat  and  addirt,  so  erhält  man: 

folglich  als  Gleichung  der  gesuchten  Fusspunktenfläche  die 
Gleichung  vierten  Grades: 

(6) 
{ar(ar-a)+y(y-/J)  +  «(t— 7)!*==:a»(a:--a)«  +  6«(3^-/3)*+c«(2--y)« 
Ffihrt  man  vermittelst  der  Gleichungen 
«(j? — a)  =  rcos^,    b{y — j3)=rsin^cosi^,    c{z — ^^y)=rsin^sintf^ 

Polarcoordinaten  *)  ein,  so  erhält  man  Colgeiide  Polargleichung  der 
Fusspunktenfläche : 


*)  Im  eigentlichen  Sinne  «lud  natürlich  hier  ^^  ift,  r  keine 
Polarco^rtfinrftea ,  wae-  man  auch  twith  bei  einigen  im  IiSacrIiMgendeii 
g^ebraachten  Ansdräcken  sn  beachten  haben  durfte.  « G. 
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r« 


={'^'L-«^+ — p — + — T^ — J 


—ir  +  - — i —  ^—i — J=- 

oder : 

(7) 

ö*6*c* — aah^d^  cos  &  —  ßaHc'^  sin  O  cos  ^ — ya^bl^c  sin  O'sni  * 

^"~  6«c«cos«^  +  a«c«siii^cos>  +  c«6«siii^8in  V 


2. 

Wir  geben  nun  zur  Bestiramung  des  Volumens  des  von  die 
ser  Fläche  eingeschlossenen  FusspunktenkÖrpers  über  und  be- 
zeichnen das  zum  Pole  Pia,  ß,  y)  gehörige  Volumen  desselb« 
mit  V(tt,  ßf  y).  Bekanntlich  verwandelt  sich  das  dreifache  lute 
gral  fffdxdydz  durch  Einföhrung  der  Polarcoordinaten 

.TZTi^rcos'^^    ^=:^rsin'9-costf;,     z=CVsin^8in^ 

in  das  Integral  AB CJffr^ »in ^dd'd^fdr;   mithin  erhalten  wir  da> 
Volumen  des  FusspunktenkÖrpers: 

r(c,  ;3,  y)  =  ^  /        /         /       r»sin  ^tl»d^dr 

0  0  '^O 

oder 

1  P  n    p27t 

.     0        o 
wenn  man  die  Integration  nach  r  ausfiihrt. 

Entwickelt  man  den  Werth  von  r'»  so  wird  V(a,  ß,  y)  glekk 
einer  Summe  von  zwanzig  Integralen ,  die  nach  ^  zwischen  dei 
Gränzen  0  und  9c  und  nach  ^  zwischen  0  und  2»  zu  nehmen  snä 
und  alle  einen  gemeinsamen  Nenner  haben.  Alle  diese  Integrale 
verschwinden   aber  bis   auf  vier.     Es    ist   nämlich    das  Integnl 

sin^"'f' t/;cos*H/;c{i^  =  U;  denn  die  Elemente  des  ersten  Qua- 


/ 


dranten  werden  von  denen  des  vierten  und  die  des  zweiten  Qua- 
dranten von  denen  des  dritten  aufgehoben,  weil  in  ihnen  der 
Faktor  sin^'"+^t);  stets  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  der  Fak 
tor  cos'Hf;  aber  dem  Vorzeichen  und  der  Grosse  nach  stets  gleich 

/27Z 
cos^"*4-*t^sin«i[/rft/;  =  0,  weil  die  Ele 
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mente  des  eraten  and  vierten  Quadranten  von  den  entsprechen- 
den Elementen  de«  zweiten  und  dritten  aufgehoben  werden ;  end- 

lieh  ist  auch     /       co8^>H-^sin«^i2^=0,  weil  die  Elemente  des 

0 

ersten  und  zweiten  Quadranten  deis  Faktors  cos  ^^i<&  wegen  gleiche, 
aber  entgegengesetzte  Werthe  haben. 

Nun  haben  alle  jene  Doppelintegrale,  mit  Ausnahme  von  vie- 
ren, in  ihrem  Zahler  einen  verschwindenden  Faktor  von  einer  der 
erwähnten  drei  Formen,  die  Werthe.  des  Nenners  sind  aber  in 
den  einander  entsprechenden  Elementen  der  verschiedenen  Qua- 
dranten dem  Vorzeichen  und  der  Grosse  nach  gleich^  weil  sie  aus 
einer  Summe  von  Quadraten  bestehen;  mithin  verschwinden  alle 
jene  Integrale,  wenn  man  in  passender  Weise  entw^eder  erst  nach 
t^  und  dann  nach  ^,  oder  erst  nach  d  und  dann  nach  ^  zwischen 
den  angegebenen  Gränzen  integrirt. 

Man  erhält  somit: 

F(a,ß,y)=: 

1       pn    y^a»lU*6*c«+3a«w*6«c«cos«^+3/3*aWc«sin«^cos«t/;i 

3^y     J        \ 4-  3y«a<>6Msin^sin>  1  sin  »ddrfift  ( 

"        "^  |6«c«cos*^  +  ««c*sin«acobV  +  ci«6«sin^sin«i(;|3  * 

oder,    wenn  wir  die  vier  Integrale,    aus  welchen    F(a,  ß,  y)   be- 
steht, mit  Fo,  Va*  Vß,  Fy -bezeichnen  und 

cos^     sin^cos^     sin^sin^^ „ 

-^  +         4ä         +         ^        —  ^ 


setzen : 


(9) 

7t         n 


a\n»dMi> 


O 

n         n 


^  8a«       P*  /*•  cos^sin^ 


F(a,fty)  = 


o         o 
n         71 


*->=^jy''' 


coahjfd^d'tlf 


71  7t 

o 
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Die  vier  lotegrale    Vq,  Va,  Vßt  ^y  laaaan   sieb   ▼«rmitteist 

einer  einzigen  Integration  darstellen.    Differentitrt man  nSm- 
I  ^  *  . 

lieh   n  parttell  nach  a,  b,  c,  se  erhfilt  man: 


c» 


sin^sin^ij;  =  -j  •  — g 

BerückBichtigt  man  dies,  so  erhält  man: 


/ 


"">     "''^/T^- 


sin^rf^<2^. 


F 


y 


'^Y'/'^"'»**«*- 


Fuhrt  man  die  auf  a,  b,  c  bezüglichen  partiellen  DIfferentiatioBeo 
erst  nach  vollzogener  Integration  aus,  so  kommt  es  nur  darauf 
an,  den  Werth  des  Integrals 


C 


n  n 


-rr  - 


o         o 


zu  ermitteln.    Daraus  ergiebt  sich  dann  auch  der  Werth  Cur  Fo>  ^ 

co8>»-|-aio^co8*^4-8in>d8iD*tl>  =  l 
ist,  durch  blosse  Addition: 

und  somit  wird: 

(12) 


eines  mtpeofdes.  4&5 

Aus  diea^in  Werthe  für  V(a,  ß,  y)  und  der  Formel  (9)  lassen 
sieb  die  meisteo  der  spSter  (in  No.  4. ,  5.  nnd  0.)  aufgestellten 
Sätze  herleiten. 


3. 

Bevor  wir  jedoch  zu  diesen  Sätzen  übergeben,  %volleo  wir  den 
Werth  von   F(as  ß,  y)  entwickeln.     Das  Integral 


-fT  ^ 


0         o 


ist  dasselbe,  auf  welches  C.  G.  J.  Jacobi  *)  die  Oberfläche  eines 
Ellipsoides    mit    den  Halbazen    ~>   t»   '    zurfiqkgi^fHhrt  hat. 

Zur  TransformatioQ  desselben  setze  man  P9^eh  Jacobi: 


VI'" 


c<Ä*^     sin*^J       cosd 


n  = 


V!^^ 


cos^     sin^i      Vll'-^^A^^sin^)      JiS) 


wo  Ä*= -s — -i  ißt,   d9Pn  wird: 

osind  .  *         acosidi 

mithin : 

sin  ^d^d^  ß(f*c^  C09  idid'^ 


Ä»  V^a«-o«[6»öosWslnV+(?*^W)cps^i]«* 

Da  nun  flBr  ^=0  cosd=-  und  fQr  ^=^    cos^ssl    und    d  =  0 

wird^  so  ist  in  Bezug  auf  d  zwischen  arccos-  und  0  zu  integri* 
ren,  und  man  erhält: 

ah^t^        P^  r* coßididj} 


*)  Jacobi,  De  transforinatione  tl  deterninatione   intogra- 
lium  dopliciam.    Crelle^s  Journul  Uä,  X* 
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7t 

FOhrt  man  die  lotegration  nach  f^f  zwischen  0  and  ^  aas,  so  er- 
hält man,  da 


(> 


ist. 


O  0 


Dieser  Ausdracic  lässt  sich  auf  elliptische  Integrale  reduciren  ond 
erhält  dann  folgenden  Werth: 

C=  ^J^  1 8ln  ««£;(*,«)  + cos  «*F(*, «)) -f  J  6 V 
oder 

(13)       C  =    J^tL=\(a^d^)E(k,  d)+c«F(*,Ä)|+ J6V, 

oder  auch: 


C= 


n  1  l^ 

W  6'  cj 


8 


wenn 


<Sf  ~9  -Tt  -j  die  Oberfläche  eines  EUipsoides  mit  den  Halb- 

axen  -»  t>  -    bedeutet. 
a    o    c 

Differentiirt  man  nun  C  partiell  nach  a,  b  und  c  und  berück- 
sichtigt, dass  die  elliptischen  Integrale  tXk^S)  and  E(kgS),  die 
wir  der  Kürze  wegen  mit  F  und  E  bezeichnen  wollen,  als  Funk- 
tionen von  k  und  i,  die  Grössen  a,  b,  c  implicite  enthalten,  «o 
erhalten  wir,   wenn  wir  U^  +  l^^^zl  setzen: 

?^-llE     Fl 

Sf L 1  r_  t'«  JP)      *^in^co8  Ä 

8*  _         a(b*—c^ 

da  ~(a«— 6«)i(a*— C")»' 

§*_      *____ 

36  ~~(a*— 6«)l(o»— c»)»' 

8A  _(a«— A»)ic. 
de  ~  (a*-^ti^i  ' 
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mithin : 

dFdk        aE  aXö^---d^)F  c 


dEdk_         bE  bF 

3**86  ""'"a*-6«'*"a«-6«' 

8jP8^_         (a«~-c«)6£  bF        (o«-c«)^c 

dk  86  ""     (II»— 6«)  (6«—  c«)  "•"  a»-6«  *  (6«~  c«)« ' 

dEdk        cE    _     cF 

dFdk        cE  cF  (fl«— 6»)c» 


8ä8c""6»— c«     a^-c*     a6(6«-c«)(a«-c«)i* 
Ferner  ist: 

SEd8_    BS__        bc 


di  Ba        da     a*(a* — c*)«' 

BFdi dö  _        e 

dd  da~  Jba~~b{a*—i?)i' 

Sd  86~"'    Sd  g*-"'  °*  86—"  '"' 

dEdd_  b 

dd  dc~ '~ a(a*—d')i' 

dFd8_  a 

So  dc~     b(a*—d*)i' 

Set2en  wir  diese  Werthe  ein,  so  erhalten  wir  die  partiellen  Dif- 
fereotialquotienten  von  C  nach  a,  b,  c  wie  folgt: 

(14) 

8T=  T  lä  +  f"  -"  +?=^V=p^+  t*^-^^Jv1^p| ' 

86—4    I  a  ^  ■•■  6»-c«J  + 1"  ~  *  "  (o«-c») (6*-cV  V^^ 
8C     »fl6l6cr,        c«    ,     ,,      s  .      «*    i      ^      ■    2c'^  t 
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Substituiren  wir  nun  die  för    g~~ '  ^  '  ^  gefandenen  Werthe  id 
Formel  (12),  so  ergiebt  sieb  das  Volumen  des  Fusspunktenkurpers : 

+  5  t(a»+6«+ o«)  cH  c*- a^ft»!  r^^l^ 


F 


4. 

Die  in  Formel  (9)    aufgestellten  Ausdrfick«  iiDr    Va,.Vf,  Fy 
bleiben  stets  positiv,  da  die  Elemente  der  in  ihnen  vorkommen- 

den  Doppeiintegrale  innerhalb   der  gegebenen  Gränzen  0  und  5 

für  alle  Wertbe  von  d  und  9  einen  positiven  Werth  behaiteo. 
Daraus  ergiebf  sich  erstens,  dass  der  FusspunktenkGrper  V{a,  ß,  7) 
ein  Minimum  wird,  wenn  Va,  Vß,  Vy  verschwinden,  nod  zwei- 
tens, dass  die  in  Va^  Vß,  Fy  enthaltenen  Faktoren  von  a^^ß^yf» 
wie  sie  in  den  Formeln  (12)  und  (16)  vorkommen,  ebenfalls  stets 
positiv  bleiben  müssen.  Bezeichnen  wir  diese  positiven  Fakto- 
ren mit  Jß,  Af>,  N^  und  mit  i>*  eine  beliebige  positive  Constaote, 
und  setzen: 

(16)  \  ^^^' 

so  foehilt 
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F(«,  ß,  y)=  Fo  +  ««i^+jS'üf »  +  y^N^ 

Reinen  Wertb,  80  lange  die  Gleichungen  (16)  erftillt  fverden,  und 
wir  erhalten  folgende  Sätze: 

1.  Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  P(a,ß,y) 
aut  alle  Tangentialebenen  eines  dreiazigen  Ellipsoi- 
des  Senkrechte,  so  ist  das  Volumen  F(ay  ^,  y)  des  von 
der  erzengten  Fläche  eingeschlossenen  Fusspunkten- 
korpers  gleich  der  Summe  von  vier  Korpern  Vq-{-  Va 
+  yß+Vyf  deren  Inhalt  nach  Formel  (15)  durch  ellip- 
tische Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  ausge- 
drückt werden  kann. 

2.  Liegt  der  Pol  P{a,ß,y)  im  Mittelpunkte  des  El- 
lipsoides,  so  ist  der  zugehörige  Fosspunktenkorper 
Vq  ein  Minimum*). 

3.  Liegen  die  Pole  P{a^ß,y)  auf  der  Oberfläche 
eines  dreiaxigen,  dem  gegebenen  Ellipsoide  concen- 
trischen  Ellipsoides,  welches  durch  die  Gleichung 

L^  ilf«        iV« 

ausgedrückt  wird,  so  sind  die  zugehörigen  Fnsspunk- 
tenkdrper    V(a,ß,Y)   einander  gleich. 

Ist  ferner  die  Gleichung  eines  beliebigen  zweiten  Ortsei - 
lipsoides  ^ 

i«  M^  N^ 

^^^ST^  +  ^Ä^  +  y^ß^^*' 

so  rerhält  sich 


*)  Den  in  Formel  (15)  fär  V^  entwickelten  Werth  hat  Tortolini 
in  Crelie's  Journal  Bd.  31.  in  der  Aiihandiong  :  Nnove  applicationi 
del  Calcplo  Integrale  relative  alla  Quadratura  deile  super- 
ficie  ciiTve  e  cubatura  de  solidi  gegeben.  Die  durch  die  Glei- 
chung (jr*+y«  +  ««)«=ö*ar*  +  ^*Jf *+!:»»•  ausgedrückte  Fläche  ist  be- 
kanntlich die  Fläcihe  der  optischen  Elasticität,  welche  Fre^nel 
in  «einen  Untersuchungen  über  doppelte  Strahlenbrechung  der  Construc* 
tion  der  ebenen  Wellen  zu  Gründe  gelegt  hat.  Man  kann  dieselbe  auch, 
wie  Flacker  (Discussion  de  la  forme  g^n^rale  des  ondes  tu« 
mineoses.  Crelle's  Journal.  Bd.  19.)  nachgewiesen  hat,  aus  dem 
£llipsoide,  dessen  Azen  die  reciproken  Werthe  der  gleichgerich- 
teten Azen  des  hier  zu  Grunde  gelegten  Ellipsoides  sind,  entstehen  lassen. 


\ 
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D,D   D      Dl  A   A 
L'M'JS-  L'  /U'  N' 

I 

folglich  sind  die  Hauptaxen  je  zweier  Orts^llipsoide  pro- 
portionirt  und  wir  erhalten  den  Satz: 

4.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gleicher 
Fusspunktenkorper  sind  einander  ähnliche,  concen- 
trische  Eliip^oide. 

Dass  das  Ortsellipsoid  dem  gegebenen  Ellipsoide  im  Allge- 
meinen nicht  ähnlich  ist,    ergiebt  sich  leicht  aus  Formel (15). 

Setzt  man  a=±na,  j3=J:n6,  y=i:^nCy  so  erhält  man  nach 
Formel  (12) : 

(17)     • 

F(iia,  n6,  nc)  =  Fq  +  3n* F©,    also   Via^  b,  c)=zi  Vq  u.  s.  w. 

Daraas  folgen  die  8ätze: 

5.  Liegen  die  Pole  der  Fusspunktenkurper  in  den 
vier  Geraden»  deren  Gleichungen  «=±110,  ß=iznb, 
y=z^nc  sind,  so  sind  die  Volumina  V(na,nb,nc)  gleich 
dem  (3n^-fl) fachen  Volumen  des  Minimumkorpers   Vq. 

Da  die  ganze  Schaar  der  Ortsellipsoide  alle  Punkte 
dieser  vier  Geraden  durchschneidet,  so  ist  jeder  Fuss- 
punktenkorper  V(a,ß,y)  gleich  (3n*4-l)Fo,  wo  n  sich 
aus  der  Gleichung  (16)  des  Ortsellipsoides  bestim- 
men  lässt 

Der  Werth  F(a, /3,  y)  erscheint  unter  einfacherer  Form, 
wenn  man  o  =  ^=y  setzt.  Da  nämlich  Ceine  homogene  Funk- 
tion vierten  Grades  ist  *) ,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Satze :  „Wenn 


•)  üa.  I„..gr.i  C^f'r ''"^^^^ 


^«^"*"  d^  "*"  C*  } 

ist  in  Bezug  auf  a,  ö,  C  symmetrisch,  denn  es  behält  seinen  Werth, 
wenn  man  darin  a,  ö,  c  oder,  was  dasselbe  Resultat  giebt,  die  Grös- 
sen cos^,   sin ^ cos  1^,   sin ^ sin  ^    mit    einander   vertauscht.     Setzt  man 

d  c 

tiämlich  nach  Jacobi  I.  c.   -tg^  oder  -tgO'  für  tg^  ein,  so  erhält  man, 

während  sowohl  die  Gränzen  des  Integrals,  als  auch  sein  Werth  unver- 
ändert bleiben,  dieselben  Transformationen,  als  wenn  man  b  oder  c  mit 
a  vertauscht. 
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man  die  partiellen  abgeleiteten  Funktionen  nten  Grades  durch  die 
VerSnderiiehe,  worauf  sie  sich  bezieben,  multiplizirt,  so  ist  die 
Summe  dieser  Producte  gleich  der  iifachen  Funktion''  die  Glei- 
cbung : 


SC  .  ^dC  ,     SC      .,, 


«ws(l,  1.  i) 


welche  man  auch  direkt  aus  Formel  (14)  hätte  herleiten  können. 
Mithin  erhalten  wir  nach  Formel  (12): 

(19)  F(«,a,a)=Fo+««ciÄcS(i,  j,  ^). 

Die  vier  durch  die  Gleichungen  J:a=db/?=±y  ausgedrückten 
Geraden  kann  man  als  die  vier  Diagonalen  des  Würfels  an- 
sehen» welcher  mit  dem  gegebenen  Ellipsoide  denselben  Mit- 
telpunkt hat  und  dessen  Kanten  den  Hanptaxen  desselben  paral- 
lel sind.  Wir  wollen  sie  die  Diagonalen  des  dem  gegebeneu 
Ellipsoide  concentrischen  Würfels  nennen.  Dann  ergiebt 
sich  aus  der  letzten  Formel  folgender  Satz: 

Liegt  der  Pol  P(a,€iya)  eines  FusspunktenkOrpers 
V(a,a,a)  in  einer  der  Diagonalen  des  concentrischen 
Würfels,  so  ist  derselbe  gleich  dem  Minimumkorper 
Vq  plus  dem  Körper,  welcher  entsteht,  wenn  man  die 
Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  reciproken  Axen 
mit  a*abc  mültiplizirt.  Die  Zuwachse  dieser  Fusspunk- 
tenkurper  stehen  im  Verhältniss  von  o^,  oder  auch  im 
Verhältniss  der  Quadrate  der  Entfernungen  d.es  Pols 
vom  Mittelpunkte  des  gegebenen  Ellipsoides. 

In  dem  besonderen  Falle  nun,  in  welchem  die  Halbaxen  des 

gegebenen  Ellipsoides  der  Gleichung  cre  =  A^  genügen,  wird  nach 

Formel  (13): 

(20) 

F(«,«,a)===ro  +  ^|c«+;^^:=^p[(a«-c«)E(^,d)  +  c«F(A,^ 
oder 

V{a,  a.  o)=  Fo  +  7  «(«.  V«c,  c)  *), 


*)  Hieraus  ergiebt  sich  Dach  Formel  (19)  zwischen  den  Oberflachen 
S(a,  Vac,  c)  nnd  s(^,    -T=»    -  )    die  Relation: 

5(«,  Vic,  c)  =  ön«6'(i,    —=,   c). 
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da  die  Oberflflche  •  eine«    dreiaxigen  Ellipsoides   S(a,  6,  e)   nadi 
Legendre  durch 

sich  ausdrflcken  ISsst»  wenn  ^  =  arcco6-  ist  und  kt^ziz.j:  ^ — sr 

gesetzt  wird,    and  somit  für   ac^V^  der  IModulus  Ä:i*=Ä:*  wird. 
Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Wenn  in  einem  dreiazigen  Ellipsoide,  dessen  eine 
Aze  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  beiden 
anderen  ist,  der  Pol  in  einer  der  Diagonalen  de^  cod- 
centrischen  Würfels  liegt,  so  ist  der  Fusspunkten- 
kSrper  gleich  dem  MInimamkorper  Fq  plus  d-em  Korper, 
welcher  entsteht,  wenn  man  die  Oberfläche  des  gege- 


a« 


henen    Ellipsoides   durch    -r    multiplizlrt. 

Bestimmt  man  für  einen  beliebigen  Pol  P(a,  /?,  y)  vermittelst 
der  Gleichung  des  Ortsellipsoides 

£*         Jül*       ZV* 

die  Länge  der  Halbazen  des  Ortsellipsoides  f^i,ßi,yit 
also  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  dieses  Ellipsoides  mit  den 
Coordinatenazen,  und  l,  die  Länge  der  Diagonale  des  con- 
centrischen  Wurfeis  vom  Mittelpunkte  bis  zur  Ober- 
fläche des  Ortsellipsoides,  so  lasstsich  das  Volumen  eines 
Fusspmiktenkorpers  auch  auf  folgende  Weise  ausdrucken: 

(21) 
F(a,/5.y)=Fo+Fa,=  Fo+FA  =  Fo+Fy.=  Fo+^Ä(J>  J.  J) 

Wir  schliessen  diesen  Abschnitt  mit  der  Bemerkung,  dass, 
während. der  geometrische  Ort  der  ebenen  Fusspunkten kurven 
gleichen  Inhalts  für  eioe  geschlossene  und  fiberall  konvexe 
Curve  nach  Steiner  (Von  dem  KrGmmungs-Schwerpunkte 
ebener  Curven.  Crelle's  Journal.  Bd.  21.)  ein  um  ihren 
KrClmmungsmittelpunkt  beschriebener  Kreis  ist,  das  Ortsellip* 
seid  für  ein  dreiaziges  Ellipsoid  als  Basis  immer  ungleich- 
azig  sein  muss.  Da  nämlich  die  Funktion  C  eine  homogene, 
symmetrische  Funktion  der  Halbazen  a^  b,  c  ist,  wo  a>6>c 
ist,  so  mfisste,  wenn  zwei  Halbazen  des  Ortsellipsoides,  etwa 
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die  beiden  urUeseren,  gleieh  .«ein  fiollte«,  «n  Folge  der  Formel 
(12)  auch  flö~  =  ^ör   sein,    woraus  nach  Note  3.: 

also  die  Gleichlieit  aller  drei  Halbaxen  des  Ortsellipsoidee,  und 
somit  C:=2i.{abc)^  folgen  würde*  Dtese  Form  kann  aber  die 
Funktion  C  nicht  annehmen,  da  sie  nur  durch  elliptische  Inte- 
grale, nicht  aber  als  algebraische  Funktion  von  a,  b,  c  ausge- 
drückt werden  kann.  Das  OrtseHipsoid  wird  jedoch  ein  Rota» 
tionsellipsoid  oder  etne  Kugel,  wenn  die  Basis  selbst  ein 
Rotationsellipsoid  oder  eine  Kugel  ist.  Es  lassen  sich  dann  dlb 
nar  för  eine  symmetrische  Funktion  von  verschiedenen  Varia- 
bein geltenden  Schlilsse  mit   Hülfe  von.  C  nicht  mehr  mächen; 

es  wird  vielmehr  für  o=6  auch  a  5—^^=6  ^r    und    fSr    a  =  6=r=e 

da  CO 

auch  ^^  =  ^^=^2"»   ""^  ®^  erhält  Wir  die  Kugel  die  Funk- 
es 
tion  C  wirklich  obige  algebraisehe  Form,  es  wird  nämlich  C^=-^(abc)^, 


5- 

Wir  wenden  uns  n«n  zur  Untersuchung  der  speciellen  Fälle, 
in  welchen  die  Basis  eins  der  beiden  Rotationsellipsoide  oder  eine 
Kugel  ist. 

Ist  erstens  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellip- 
soid mit  der  Dmdrelrangsaxe^ay  so  gebt  fQr  b—c  dfe  Crteichnng 
der  FusspunktenflSche  aus  Formel  (6)  über  in: 

Dann  wird 

*«=?^^=^=s|,    ^/=V^l-.Äasin^=co«^. 
o" — c* 

^  '   '    J      cosd  a_Va«— 6« 


o 


E(k,9)^  I       cos dM  £=  sin d. 
o 
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Bezeichnen  wir  hier  das  zani  Pol  P(a,  ß,  j)  gehörige  Volamen 
mit  F«       ,    so  wird: 

{a,ß,Y)  •  ß  y 

Die  Werthe   V^  und  F*  ergehen  sich  aus  Formel  ^5)  für  6s=c: 

4(a«~6«)'  V^a«— Ä«    «  — Va«— 6» 

Daraus  folgt: 


^'      C2) 


(22)  F«  =^  1-  ^^.S(fl,  a,  6), 

da  die  Oberfläche  eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoides  mit 
den  Halbazen  a  >  6 

ist. 

Um  F<*  2u  finden,  muss  man,  da  Formel  (14),  des  verschiriD- 
ß 
denden   Nenners   h'^^c'^  wegen ,   nicht  angewandt  werden  kaon, 

zum  Werthe  von  C  in  Formel  (13)  zurückgehen.    Bezeichnen  wir 

nun  mit  Cb=:e  den  Werth  von  C»  den  es  flir  b  =  c  annimmt,  und 

mit  l^j        den  partiellen  Differentialquotienten  von  C  oacb  &, 

wenn  in  ihm  nach   vollzogener  Differentiation  6  =  c  gesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich: 

folglich : 


— 5i— =T  7~ö 7äv   2a»  — 3fl6*+---7= —    — /. ;==^l- 

86         4  (a*  — 6»)^  aV^a*— 6«    a—V«?^ 


Da  nun    C  in   Bezug  auf  6  und  c  symmetrisch  ist,    so  ist  narb 
Note  2. : 

folglich : 


-*(ä6)»=.' 
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p  ab  \cb/ttne 

od«r 

F«=  -j  .-^ Tri 2a*  —  3aA*+  -— 7=5=1==/. •■^^--—^ | ;  • 

B        4   a*— Ä"  2Vo*— 6*    o  — Va*— 6* 


mithin,    da   F':=F<' iat: 

/»        r 


(23) 


p.        ==<;  +I7^l4a.-2«6.--^=^/.?±^|) 
(<«,^,y)       ]       4(a«— «»)'  Va»-Ä»    a— Vo«-6« 

Formel  C2'2)  giebt  den  SatE: 

Der  Fosspunktenkarper  V^,  dessen  Pol   Im  Mittel- 

o 
puflkte  eines  verlängerten   Rotations-Ellipsoides   mit 
den  Halbazen  a>  b  liegt,  ist  gleich  dem  vierten  Tbeile 
einer  Kugel  mit  der  grossen  flalbaxe  des  Ellipsoides 
als  Radius  plus  dem   Körper»  welcher  durch  Multipli* 

cation  von  mit  der  Oberfläche  eines  abgeplatte- 
ten Rotationsellipsoides  mit  denselben  Azen  entsteht. 
Nach  der  Formel  (17)  ergiebt  sich  ans  Formel  (22): 

(24)  F»        =4r«=l^?^  +  ^S(fl,a,6). 

Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind  in  einem  verlängerten  Rotationsellipsoide  als 
Basis  die  Coordinaten  des  Pols  gleich  den  Halbazen 
der  Basis»  so  ist  der  Fusspunktenkörper  gleich  einer 
Kugel»  deren  Radius  gleich  der  grossen  Halbaxe  der 
Basis  ist»  plus  dem  Korper»   der  durch  Multiplication 

von  —  n&it  der  Oberfläche  eines  abgeplatteten  Rota« 
tionsellipsoldes  mit  denselben  Azen  entsteht. 
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Die  den  Werthen  L,  M^  N^  D  entsprechenden  Grussen 
L^y  m,  N^,  B*  sind  auch  Air  das  Rotationsellipsoid  als  Basis 

m        m         m         a 

stets  positiv  y  und  da  hier  M^  =:  iV*  ist  und   F'        seinen  Wertii 
so  lange  behält,  als  die  Gleichung  a'^L^  +  (ß^-\'y^m=0^  tMW 

a  «  • 

wird,  1^  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fast- 
panktenkorper  ein  verlängertes,  cnncentrisches  Rota- 
tionsellipsoid, dessen  Axen  siich  dorch  die  Forme! 
(23)  bestimmen  lassen. 

Setzt  man  ^  +  y*  =  ^*,   so   behält    F«        seinen  Werth,  w 

lauge  (fl  unverändert  bleibt.     Daraus  folgt  der  Satz: 

Liegen  ffir  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid  als 
Basis  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  Cylinder». 
dessen  Axe  mit  der  Axe  der  Basis  zusammenfallt,  s» 
stehen  die  Zuwachse  der  Fusspuuktenkorper  im  Ver 
hältniss  von  o^;  mithin  sind  die  FusspunktenkOrper. 
deren  Pole  auf  derselben  Cylinderoberfläche  liegen  nni 
gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  einander 
gleich.  Bleibt  a  unverändert,  während  q  sich  ändert. 
80  stehen  die  Zuwachse  der  Pusspunktenkurper  in 
Verhäftniss  von  q^. 

Verlegt  man  ferner  den  Pol  P(a,p,  y)  in  den  Brennpunkt 
der  grossen  Axe,  setzt  also  a*=cf*  — 6*  und  /93=y=0,  «owird 
das  zugehörige  Volumen: 


Ci5)      Fa=  U^"*. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  FusspnnktenkKrper,  dessen  Pol  im  Brenn 
punkte  der  grossen  Axe  desselben  liegt,  gleich  einer 
Kugel  mit  der  grossen  Halbaxe  als  Radius. 

Setzt  man  endlich    a=:^=:/,    so  folgt: 


«t»e$  attftatdtt.  4B? 


y     =  


^ 


also 


«* 


(26)  F-      =F-  +  =-S(o,o,6)*) 


oder: 


(a,a.a|  O 

Mitbin  erballen  wir  den  Satz: 

Ist  die  Basis  ein  vetlSngertes  Rotationsellipsoid, 
80  ist  der  Pusspunktenkurper^  dessen  Pol  in  einer  d«r 
Diagonalen  des  coticentrischen  Würfels  liegt,  gleich 
dem  Minimumkurper  plus  dem  K^örper,  welcher  ent- 
steht,   wenn    man    die   Oberfläche    des    abgeplatteten 

Rotatioosellipsoides  mit  denselben  Auen  durch  --  mu4. 

tiplicirt;   oder  gleich  dem  vierten  Theile  einer  Kugel 
mit  der  grossen   Halbaxe  der   Basis  als  Radius    plus 

dem  Korper,  der.  durch  Multlplication  von ^  mit 

der  Oberfifiehe  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoi- 
des  mit  denselben  Axen  entsteht. 


6. 

Wählt  man  zur  Basis  eip  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
mit  den  Axen  2a<2<;,  so  erbalten  wir  den  vorigen  analoge  Sätze« 
Die  Gleichung  der  Fussptthktenfläche  gebt  fflr  einen  Pol  P(a,  ß,  y), 
wenn  a=:6  gesetzt  wird,  über  in: 


*)  Hieran«  folgt  nach  t«*nrmel  (19)  die  Relation  zwischen  den  Ober' 
flächen  der  RotntionRellipsoide: 


S(a,«>*)  =  ß.*.5(l.    l   J)- 


81 
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ferner  wird 

fll — Ij«  ^  l|S — u» 

0 

Bezeichnen  wir  das  zum  Pol   P(a,  /},  )f)  zo^ebOrige  Volumen  mit 

F«         und  überhaupt  alle  auf  das  abgeplattete  Rotationsellipsoki 
(«,/»,  y) 

bezQglichen  Grtissen  mit  dem  Index  c,  so  erhalten  wir  nach  For- 
mel (16): 

F^=g|3Q»c+2c»-h^:^— -arctg^^     ^), 
10"  V  a* — c*  ^ 

oder 


r.=  f^  +  (0_ 


(26*)  F«=  -^  +  ^-j- S(a.  c,  c). 

da  die  Oberfläche  eines  verifingerten  Rotationsellipsoides  mit 
den  Halbaxen  a'^c 

S(a,  c,  c)  =2nj{c«  +  -p==r--arctg \ 

\  a^  —  c^  c 

ist. 

Da   K-   in  Formel  (]4)  den  verschwindenden  Nenner  n^-f^ 
enthfiit»  so  müssen  wir,  am   F^  zu  entwickeln,  den  Werth  von  C 

a 

aus  Formel  (13)  zu  Hfilfe  nehmen,  und  erhalfen: 

folglich : 

8Ca=ft             gj             s  4    o  -4  .  3a*c-4a»c»      .    V  ii»-c»,, 
~-ö — =m 57  3fl'c*— 2ac*+— r7===:=-arctg 

mithin,   da  nach  Note  2.  (  q~J  _  =^i  '  ^^     Ist, 


a         ac\ca/or:=b     4(a*-c»)*  y^JuT^       ^ 


i«-f« 


— — r 


c 


Hnei  Siiipsaides.  409 


Also  ergiebt  sich,   da    F«=  F«  ist: 

a  ß 

(27)  . 

r«       =<   +-77-= — -sr{3a"c — 2c"  +  — ,   .      .     arcte 


Aus  Formel  (26)  erhalten  wir  deo  Satz: 

Ist  die  Basis  eio  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
mit  den  Halbaxen  a^Cy   so  ist  der  Fusspuuktenkorper 

V^j  dessen  Pol  im  Mittelpunkte  der  Basis  liegt,  gleich 

o 

dem  vierten  Theile  einer  Kugel  mit  der  kleiseren  Halb- 
axe  als  Radius  plus  dem  Körper,  welcher  durch  Mul* 

(0" 

tiplication  von  mit  der  OberflSche  eines  verlfin- 

c 

gerten  Rotationsellipsoides  mit  denselben  Axen  ent- 
steht. 

Ferner  ist  nach  Formel  (17)  und  (26*): 
(28)  F.      =4F.=^"  +  ^S(a.c,c). 

(a,a,o)  0,0  c 

Mitbin  erhalten  wir  den  Satz: 

Sind  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
als  Basis  die  Coordioaten  des  Pols  gleich  den  Halb- 
axen der  Bäsisy  so  ist  der  Fusspunktenki^rper  gleich 
einer  Kugel^  deren  Radius  gleich  der  kleineren  Halb- 
axe  der  Basis  Ist,  plus  dem  Körper,  der  durch  Mnlti- 

a^ 
plication  von   --  mit  der  Oberfläche  eines  verlänger- 
ten Rotationsellipsoides  mit  denselben  Axen  entsteht. 

Auch  fär  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  bleiben  .die 
aas  Formel  (27)  sich  ergebenden  Grossen  L^^  M^^  N^,  D^  stets 

e  e         o  e 

positiv;   mithin  behäH,  da  l^zszM*  ist,    V^      seinen  Wertb,  so 
lange  die  Gleichung  {a^-{-SI^)Iß^fN^=iy^  crfOllt  wird. 

a  a  • 
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Mithin  erhalten  wir  den  Satx: 

Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid» 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuss- 
punk^tenkurper  ein  abgeplattetes,  concentrlsches  Ro- 
tationsellipsoid, dessen  Azen  durch  Formel  (27)  b«- 
stimmt  werden. 

Setzt  man  a^-f  j}<=^>,  so  behält  F«       seinen  Werth,  selaogc 

0^  unverändert  bleibt,    und  wir  erhalten,    wie  bei  dem  Terlänger- 
ten  Rotationsellipsoide,  den  Satz: 

Liegen  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
als  Basis  die  Pole  auf  der  Oberfläche, eines  Cylinders, 
dessen  Axe  mit  der  Axe  der  Basis  zusammenfällt,  so 
stehen  die  Zuwachse  der  Fnsspunktenk9rper  im  Ver- 
hältiiiss  von  7*;  mithin  sind  die  Fusspunktenkurper, 
deren  Pole  auf  derselben  Cylinderoberfläche  Hegei 
und  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  einao- 
der  gleich.  Bleibt  y  unverändert,  während  q  sich  än- 
dert, so  stehen  die  Zuwachse  der  Fusspunktenkurper 
im  Verhältniss  von  q*. 

Verlegt  man  den  Pol  P(«,ßfy)  in  den  Brennpunkt  der 
Rotati onsaxe  2c,  setzt  also  y^^=za^'^tl^  und  «=/?=0,  s% 
wird  das  zugehörige  Volumen: 


(29)  r«=  7t{a^c+  _^^::::^arctg 5-=2  F» 


3 


Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Liegt  in  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 
der  Pol  im  Brennpunkte  der  Rotationsaxe,  so  ist  der 
Pusspunktenkorper  gleich  dem  doppelten  MlBinon« 
körper  minus  einer  Kugel  vom  Radius  der  halben  Axe. 

Setzt  man  endlich  auch  hier  a=/3=sy,  so  erhält  man: 

(30)  r-      «F«+^S(a,c.e)*) 

oder 


*)  Hieraas  folgt  nach  Formel  (t9)  die  Relation  twitehen  den  OUf 
llächeB  der  Rotfilions-Elliptoide: 


5(Ä.r,c)5=Ä«ir»5(i,  i,  1). 
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F«        = 


«'+6)*..     ..»c 


(a,  o,  a)  C 

Wir  erhalten  somit  denSatz: 


S(fl,  c,  c)  +  -j-. 


Ist  die  Basis  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid, 
so  ist  der  Fusspanktenkurper»  dessen  Pol  in  einer  der 
Diagonalen  des  concentrischen  Würfels  liegt»  gleich 
dem  Minimurokörper  plus  dem  Kdrper^  welcher  ent- 
steht, wenn  man  die  Oberflache  des  verlängerten  Ro- 

tationsellipsoides  mit  denselben  Axen  durch  ~  mul- 

tiplicirt;   oder  gleich   dem  vierten   Theile  einer  Kugel 
mit  der  halben  Axe  der  Basis  als  Radius  plus  dem  K.ur- 

per,  der  durch  Multiplication  von     mit    der 

*  c 

Oberfläche  des  verlängerten  Rotationsellipsoides  mit 

denselben  Axen  entsteht. 


7. 

Wenn  wir  zum  Schlüsse  die  Kugel  als  Basis  nehmen,  so 
erhalten  wir  für  a=sb:=:c  für  einen  beliebigen  Pol  (a,ß,y)  als 
Gleichui^  der  Fusspunktenfläche: 

{:t(«-^)+y(y-»+«(*-r)J*=«*K«-«)»+(y-«*+{«~y)*i. 

Wir  wollen  die  auf  die  Kugel  bez£(glichen  Grössen  mit  dem  Index 
$  bezeichnen,   dann  müssen  wir,   um   F*       zu  bestimmen,   zum 

urspringlicben  Werthe  von  C, 


=//' 


sin  M^d^ 


(cos^e  ,  sin^cosV  .  sln^sin^^X^ 
-^^ p + ^ ) 

zurückgehei^  und  erhalten : 


n 


0  0 

Da  nun  C  in  Bezug  auf  a^h^e  symmetrisch  ist,  so  ist: 
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» 

fem  er 

mithin  oacb  Formel  (11)  aDd'(Il): 

V9M  4ie  geometrische  Betrachtong  sofort  ergiebt»  uad 
oder 

8els0t  man  o*  -f  /?•  +  y*  =  r*,   so  wird : 

Nimmt  man  bierio  r^a,  so  erhUt  maa: 
(33)  F»=2.^o«. 

m  O 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  S  fitze: 

1)  Ist  .die  Basis  eine  Kugeloberfificbe  vom  Radlns 
a  and  ist  r  die  Entfernung  des  Pols  vom  Alittelponkte 
der  Kugel«  so  ist  der  Fussponktenkorper  gleick  der 
Kugel  plus  einem  Rotationsellipsoide  mit  den  Halb- 
axen  a  und  r. 

2)  Liegt  der  Pol  im  Mittelpunkte  der  Kugel,  so  ist 
der  Fusspunktenkurper^  die  Kugel  selber,  ein  Mini- 
mum;  liegt  er  aber  auf  der  Kugeloberfificbe,  so  ist 
derselbe  doppelt  so  gross  als  die  Kugel. 

3)  Ist  die  Basis  eine  Kugeloberfificbe,  so  ist  der 
geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fusspunktenkor- 
per  eine  mit  der  Basis  concentrische  Kugeloberfificbe 


Noten. 


I.    Die  partiellen  Differentialquotien^en  einer  symmetrischen 
Function  von   n  verschiedenen  Variabein   geben  in  einander 


über,  «reoii  man  oach  vollsogeaer  Differentiatioii  irgend  zwei  der 
Variabefln  mit  einander  vertauacht 

2.  Setzt  man  in  einer  symmetriaefaen  Function  von  n 
verschiedenen  Variabein  die  Variabein  einander  gleich»  so  Ist 
der  totale  Differentialquotient  {d)  der  Function  nach  einer  der 
Variabein  gleich  dem  nfachen  partiellen  Differentialquotienten 
(8)  der  Function  nach  derselben  Variabelen,  wenn  darin  nach 
vollzogener  partieller  Differentiation  die  Variabein  einander  gleich 
gesetzt  werden.  Es  ist  also  fiir  eine  symmetrische  Fonctioii  von 
n  Variabein  fia,  b,  e,...0* 

dfiOf  b,  c,.>..)o=s»=e=.». /8/'(fl,  b,  c\...)\ 

da  V  3a         /as=ft=.e=r .... 

Der  Beweis  ffir  beide  Sätze  bt  leicht  zu  ßihren. 

3.  Sind  in  einer  homogenen,  symmetrischen  Function, 
»iten  Grades  von  n  verschiedenen  Variabein  die  Producte  aus 
irgend  zwei  partiellen  abgeleiteten  Functionen»  multiplicirt  mit  der 
Variabein y  -worauf  sie  sich  beziehen»  einander  gleich ,  so  sind 
alle  so  gebildeten  Producte  ein^aoder   gleich >   und  es   ist   die 

Function  selbst  gleich  der  —  ten  Potenz  des  Products  der  Varia-" 
beln,  multiplicirt  mit  einer  willkQrlichen  Constante. 

Beweis.  In  jeder  symmetrischen  Function  fia,  b,c.,..)  von 
n  verschiedenen  Variabein  ist  det  partielle  Differentialquotient  nach 
einer  der  Variabein»  «»twa  nach  a»  eine  symmetrische  Function 
der  übrigen  Variabein  b,  c»  d.... ;   denn  es  bleiben  in 

BfiOfbt  c....)  __  fja-j-düf  b,  c....) — fja,  6»  g....) 
5a"        ■"  da 

beide  Posten  dea  Zählers  rechts  symmetrische  Functionen   von 
b,  c ....    Sind  nun  zw^i  beliebige  der  obigen  Producte  gleich ,  etwa : 

8/^a»  6»  g....)        8^(a,  6,  c....) 
« gä «c ^ . 

so  ist,  da  a ^ in  Besag  auf  6»  c»  d....  symmetriteb 

ist,  auch  c  gj     —  in  Bezug  auf  b,  c,  d....  symmetrisch» 

folglich  ist: 

9f(üpb,  c....)      .df{a,  b,  c ....)       Bf(a,  6,  c ....) 
a  gjjj-  -6 gg =c g^ =  .... 
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•äS +*¥  +  *'?;+••••  =  "•'^* '  *•  *-> 

ist,  80  erhalten  wir,   wenn  f(a,b,c.,..)  eine  homogene,  sym- 
metrische Function  mten  Grades  von  n  verschiedenen  Variabela ist: 

dfittyb....)       ^df(a,b....)         df(a,b....)     »i 
a 55 ä6 gg =:e^-j^—=t«A«»  *--.)» 

also: 

1_ Sf(a,  ft— •)  .  _*^  I         y(a,6.w.) Mctt 

f(a.b....)        da       ■""«    «'   /TäTK...)        96    ~— iT'**-' 

folglich : 

, 1_ iy(g,6....).       8/(a.ft....)  8/(8.6....)  , 


m\da     db  ,  de 


+  6  +  €.+  ••• 


oder 


f(a,b,e...:)  '"ii  |  a  +  4  +  e  +'  'l' 


i.f(a,  6y  €....)  =  "  /(a6tf)-|-CoDSt> 


wenn  K  eine  wiilkuhrliche  Constante  bedeutet* 
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AndentaDgen  über  astronomische  Beobacbtangen   bei 

totalen  Sonnenfinsternissen'*'). 

Voo 

Herrn  Karl  von  LUtrow, 

wirklicbem  MitglM«  der  kaiterl.  Akademie  der  WiMeotchaflteo  su  Wien. 


(Aus  dem  XXXIX.  Bande,  S.625.^  des  Jahrganges  1860  derSiUungs-^ 
berichte  der  mathem.^naturw.  Classe  der  kaiserlichen  Akademie  der 

Wissenschaften  hesonders  abgedruckt) 

(Vorgelegt  io  der  Sitzuog  am  9.  Februar  1800.) 


Wir  besitzen  nachgerade  einige  sehr  lehrreiche  Instmctionen 
über  die  Beobachtungen»  welche  bei  totalen  Sonnenfinsternisseo 
ansustellen  sind;  ich  Rihre  hier  nur  an:  Arago's  Aufsatx  im 
Annuaire  du  Bureau  des  Umgitudes  1842,  die  von  der  Britiik 
Association  mit  Znratheziehung  von  Otto  Struve  1851  heransge* 
gebenen  ^^Suggesthnsto  Attronomers**,  dann  Carrington's  1868 
erschienene  ,/lnformation  and  SuggesHons*' ,  femer  ans  der  neoe- 
sten  Zeit  Faye's  Vorträge  in  der  Pariser  Akademie  (Comptes 
rendus  1869,  October),  endlich  Airy's  Bemerkungen  in  den  MoniMg 
Notiere  der  R  Astr.  Soc.  Vol.  XX.,  Nr.  2.    So  sehr  ich  den  hohen 


*)  Dfetea  mir  freaudlichit  initgetheilteo  Aafsati,  welcher,  den  Ge- 
genatsnd,  tat,  den  ea  aiefa  hier  bandelf,  rorzagaweite  aoi  richtigen  6e- 
•lobtopiiakCoa  aoffaaeend,  in  Tortuglieher  Wei«e  geeignet  iift,  Beobaditer 
totaler  SoaaenSastemiaee  aaf  da«  hisanwalsen ,  worauf  sie  haaptedehlich 
ihre  Atofaierkaanikeit  sa  richten  haben,  la««e  ich  so  achleuuig,  als  ea 
mir  irgend  mSgliab  Ist,  in  deni  ArcblTa  abdrucken. 

.    ^  Der    Herautgeber. 
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Wertfa  dieser  Schriften  im  Allgemeinen  anerkenne»  raiws  ich  doch 
gestehen  9  daee  ich  in  manchem  wesentlichen  Punkten  mk  densel- 
ben nicht  fibereinstimme ,  und  halte  mich  durch  den  glOddtcheo 
ZuCaII  ,  der  mich  die  seltene  Ejcscheloung  zweimal  so  ToUstSndig 
als  möglich  sehen  Hess,  gleichsam  für  verpflichtet«  auch  mein 
Scherflein  über  das  Was  und  Wie  der  eigentlich  astronomisches 
Aufgabe  beizutragen. 

Vor  allem  mnss  ich  nach  nieiner  Erfahrung  dringend  empfeh- 
len, idles  an  sich  Unwesentlich^' vi'egzulassen.  Die  Zelt  der  Tota- 
lität ist  auch  im  besten  Falle  eine  so  kurze,  der  Eindruck  des 
Phinomenes  ein  so  unwiderstehlich  mächtiger,  dass  die  ganze 
Fassung  eines  geiSbten  Astronomen  dazu  gehurt,  um  auch  nur 
einiges  Wenige  mit  voller  Sicherheit  wirklich  zu  beobachte d. 
Ich  rechne  aber  zu  solchen  unwesentlichen  Dingen:  Beleuchtung 
und  Farbe  von  Himmel  und  Erde,  Einwirkung  auf  Thiar-  und 
Pflanzenwelt,  Ab-  und  Zunahsie  von  Temperatur»  Feuchtigkeit 
und  Licht  etc.  lu  letzterer  Beziehung  wird  ohnehin  ^ie  «»«rlis* 
sige  Bedingung,  unter  welcher  allein  solche  Notirungen  Sinn  halien, 
nämlich:  völlig  reiner  Himmel,  hier  nur  sehr  selten  erföllt»  da 
eine  mehr  oder  minder  bedeutende  Wolkenbildung  mit  zur  Cha- 
rakteristik der  Erscheinung  gehurt. 

Da  in  den  meisten  Fällen  die  Beobachtungs- Stationen  nur  nach 
längeren  Reisen  zu  erreichen  sind,  an  dem  glucklichen  Trans- 
porte der  Instrumente  aber  alles  gelegen  ist,  so  sollte  man  diese 
auf  das  Allernothwendigste  beschränken.  Ein  gutes  Fernrohr  von 
wenigstens  3  Zoll  Oeffnuog  und  eihe  verlässige,  Secunden  zeigende 
Taschenuhr  scheinen  mir  der  Hauptsache  nach  völlig  hinreichend. 
Damit  wird  allerdings  auf  Angabe  der  Orts -Zeiten  des  Anfanges 
lind  Endes,  ja  selbst  auf  genaue  Bestimmung  der  Dauer  und  oft 
auch  auf  bessere  Kenntniss  der  geographischen  Lage  des  Beob- 
achtungsortes verzichtet,  denn  dazu  bedarf  man  weiterer  Instrumente 
und  eines  eigentlichen  Chronometers.  Wozu  aber  sollen  hier  diese 
Erschwerungen  der  ohnehin  nicht  leichten  Aufgabe  des  reisenden 
Astronomen  dienen?  Zu  Längenbestimmungen  hat  die  heutige 
Wissenschaft  längst  weit  bessere  Mittel,  zur  Bestimmung  der 
Fehler  unserer  Tafeln  werden  die  Beobachtungen  aller  ständigen 
Sternwarten,  denen  die  Finsterniss,  wenn  auch  nurpartieH,  sicht- 
bar ist,  ebenso  gutes  und  besseres  Material  sammeln,  die  genauen 
geographischen  Coordinaten  der  Stationen  endlich,  wenn  überhaupt 
in  besonderen  Fällen  nothig,  mag  man  beliebig  später  und  anf 
anderer  Weise  sich  verschaffen,  unsere  Aufmerksamkeit  wird  wohl 
noch  ffir  eine  geraume  Zeit  auf  die  Erforschung  der  SteOung, 
Dimension  und  Beschaffenheit  überhaupt  von  Corona  und  Proto-. 
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b^afi«eD  sieli  bescbrftiikeii  nfi^sen,  tnkl  es  wird  aicbaunVchst 
immm  baadeb,  unseren  lasiniiiieiitM  die  hierin  geeigneten  £in- 
ftcbtnngen  su  geben. 

In  dieser  Hinsiebt  erlaube  icb  mir  anf  meine  bei  anderer  Ge- 
legenheit gemachten  Bemerknngen  (Sitzangsberichte  d^r  Icatser- 
lichen  Akademie  der  Wissenschaften  mathem.-naturw.  Cl.  XVlI.Bd., 
8.411.  u.  tt.,  so  wie  Astron.  JNachr.  XXXII.  Bd.,  8.395.»  XXXIII.  Bd., 
8.  129.,  XXXI V.  Bd.,  8. 27.  und  XLIL  Bd.,  8.200.  u.fT.}  zurüciczu- 
kommen,  da  mir  durchaus  kein  4$rtind  bekannt  wurde,  meine  da* 
maligen  Ansichten  irgend  wesentlich  zu  ändern«  leb  verweise  in 
Bezug  auf  die  nähere  Begründung  von  manchen  meiner  Vorschläge 
auf  die  angeführten  Quellen  und  will  hier  nur  bei  denjenigen  Punk* 
ten  länger  verweilen,  die  auch  Liebhabern  der  Wissenschaft  zu- 
gänglich sein  sollen» 

Corona  und  Protuberanzen  verhangen  ganz  verschiedene  Kraft 
des  Fernrohres.  I>te  Elgenthümlfcbkeiten  der  Corona  verwisehen 
sich  immer  mehr,  je  stärker  die' 'angewendete  Vergrösserung  ist, 
und  fiir  diesen  Theil  der  Esdheinung  wäre  ein  Ocular  am  zweck*' 
massigsten,  welches,  wie  bei  Arago 's  Versuchen  über  die  Fähig- 
keit des  freien  Auges  die  Jopitersatelliten  auszunehmen,  gar  nicht 
vergrSsserte,  sondern  eben  nur  ein  scharfes  Bild  gäbe.  Ueberdiea 
ist  bei  Untersuchung  der  Corona  :sehr  zu  wünschen,  dass  man  die 
ganze  Mondscheibe  beständig  fiberblicken  könne.  An  den  Protu- 
beranzen hingegen  gibt  es  Detail  zu  prüfen,  das  sich  erst  bei  etwa 
60maliger  Vergrossening  in  hinlänglicher  Deutlichkeit  zeigt.  Am 
besten  also  wfirde  jede  dieser  Aufgaben  einem  eigenen  Beobach« 
ter  zufallen*  Wenn  aber  schon  ein  und  derselbe  Beobachter  bei- 
des bestreiten  soll,  so  musste,  da  an  ein  zeitraubendes  Wechseln 
und  wiederholtes  Richten  etwa  zweier  Fernrohre  nicht  zu  denken 
ist,  das  Instrument  entweder,  was  gewiss  am  bequemsten,  nach 
Liais  mit  einem  Doppelfernrohre  oder  nach  meinem  Vorschlage 
mit  einem  Doppel -Oculare  versehen  werden,  das  in  8chieberform 
oder  durch  eine  excentrische  Scheibe  eine  schnelle  Aenderung  der 
Tergrosserung  zuliesse.  Dieses  Ocular  mOsste  so  construirt  sein, 
dass  jeder  der  beiden  Einsätze  auf  das  Auge  des  Beobachters 
bereits  eingestellt  ist  und  so  bleibt,  wenn  es  in  Thätigkeit  gesetzt 
wird.  Mit  einem  solchen  Doppel -Oculare  vermag  auch  allenfalls 
der  einzelne  Beobachter  dem  Bedürfnisse  zu  entsprechen,  beliebig 
oft  entweder  den  ganzen  Umkreis  des  Mondes  zu  fibersehen  oder 
irgend  hervorstechende  Gegenden  genau  zu  erforschen.  Immer 
aber  bleibt  dies  nur  ein  Nothbehelf,  und  eigentlich  stimme  ich, 
wie  gesagt,  ffir  Trennung  der  Aufgaben. 

Für  die  Messung  der  Lage  und  GrSsse  aller  Erscheinungen 
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Rand«  der  beiden  HlmnielskOTper  ist  der  haoftsScMklislien 
mechanischen 'EinriditfiDg  nach  daa  gew^hiriiebePoeitiotis-Mikro- 
meter  entschieden  der  angemessenete  Apparat^  wenn  man  leigeode 
MMlißcationen  in  Gebrauch  und  Constrvetien  einfreteii  I&wt: 

I.  Die  zur  Messung  des  Positionswinkels  dienende  Linie  kann 
zum  Behufe  der  Messung  nicht  wie  sonst  in  den  Radius  gelegt, 
sondern  muss  an  der  betreffenden  Stelle  des  Mondrandes  mit  diesem 
in  Berührung  gebracht  werden.  Die  normale  Lage  dieser  Linie  ist 
parallel  zum  Aequator  und  mit  hier  völlig  hinreichender  Genauig- 
keit dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  kurz  vor  und  nach  der  Beob- 
achtung den  Sonnenrand  oder  eineaSonnenfieck  bei  ruhig  stehendem 
Rohre  längs  der  Linie  hingehen  lässt  und  dieselbe  so  lang  dreht, 
bis  das  Object  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Gesichtafeides  die 
gleiche  Entfernuni;  von  der  Linie  behält«  Die  Lesung  am  Posi- 
tioDskreise,  welche  dieser  Stellung  der  Linie  entspricht,  wird 
notift,  und  damit  jeder  in  dem  gebräuchlichen  Sinne  von  Nord 
Ober  Ost  gezählte  Positionswinkel  unmittelbar  combinirt.  Durch 
Bemerkungen  in  einigen  der  vorerwähnten  Instructionen  reraDlasst, 
hebe  ich  ausdrucklich  hervor,  dass  es  hierbei  keinen  wesentlichen 
Unterschied  macht,  ob  das  Fernrohr  äquatorial  montirt  ist  oder 
nicht;  das  Verfahren  ist  bei  parallaktischer  oder  ganz  einfiBicber 
borisontaler  Aufstellung  des  Teleskopes  gleich  anwendbar.  Fsye, 
der  diesen  ursprünglich  von  Beseel  (Astr.  Nachr.  XVI.  Bd.,  S.  I6L) 
für  ähnliche  Zwecke  gemachten  Vorschlag  ad optirt,  will  durch  eine 
Libelle  die  primitive  Lage  jener  Linie  auf  den  Horizont  bezogen 
wissen,  was  mir  keine  Verbesserung  der  Besserscben  Idee 
scheint,  da  es  das  Instrument  complicirt,  die  Operation  schwieri- 
ger  und  wohl  auch  ungenauer  macht,  endlich  unnützerweise  den 
Winkel  zwischen  Declinations-  und  Vertioalkreis  In^s  Spiel  bringt 

2.  Der  Positionskreis  soll  im  Inneren  des  Rohres  angebmcht 
sein,  so  dass  man  den  Positionswinkel  ohne  Hilfe  einer  Lampe 
und  ohne  das  Auge  vom  Fernrohre  zu  entfernen,  ablesen  kann. 
Herr  Faye  bat  vollkommen  Rechte  sich  gegen  solchen  inneren 
Positionskreis  zu  erklären,  unter  der  Voraussetzung,  dass  man, 
wie  bei  dieser  Einrichtung  bisher  immer  geschah,  die  Positioos- 
Winkel  unmittelbar  auf  den  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  bezo- 
gen denkt,  denn  damit  ist  auch  die  in  der  Praxis  so  gut  wie  onaos* 
fübrbare  Annahme  gemacht,  dass  man  das  Centrum  der  Mondscheibe 
beständig  auf  jenem  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  erhalte;  er 
thut  aber  gewiss  nicht  gut  daran,  diese  Einrichtung  auch  dann  zu 
verwerfen,  wenn  man  den  Positionswinkel  durch  Tangimng  der 
Peripherie  des  Mondes  nüsst,  wo  von  solchem  beständigen  Cen« 
triren  weiter  nicht  die  Rede  ist. 
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3.  Statt F&d^fi  0oilte eindinaa*,  w#il«iilMes nnd planparftflelits 
Crl«8  im  BfftDBpvnJite  «ingefietst  werden,  dae  dnrcb  awei  auf  eiD- 
ander  aeokfechte  Raibeii  ^ea  CaMen  Lmieo  in  Quadrate  getbeiit 
iat  IHe». elfte  Reihe  dtireecLiioienTertritt  den 'in  seiner. normalen 
Steilung  zukn  Aequator  parallelen  Faden,  die  andere  Reibe  den 
beweglieben  Faden  des  gewohnlicben  Poaitione-Miltrometere,  and 
es  reicht,  naelidem  irgend  eine  Linie  der  ersten  Reihe  mit  dem 
betreffenden  Punkte  der  Mondscheibe  in  Berübrnng  gebracht  and 
der  Positronswinker  so  bestimmt  int,  ein  einziger  Blick  ohne  alle 
weitere  Manipulation  hin,  die  Dimensionen  der  fraglichen  Ob» 
jecte  nacb  allen  Richtungen  festznstellen.  Ich  habe  mich  bei  der 
fötalen  Sonnenfinstemiss  im  Jabre  1861  anf  das  beste  überzeugt, 
dass  eine  solche  Glasplatte  dem  deotlicben  Aasnehmen  nach  der 
zartesten  Objecte  nicht  den  geringsten  Eintrag  thnt,  und  dass  man 
die  auf  das  Glas  geritzten  Linien ,  wenn  aoch  so  fein ,  dass  man' 
sie  mit  freiem  Auge  kaum  bemerkt,  i^uf  dem  liebten  Hintergrunde 
der  Corona  vullig  bestimmt  sieht,  während  z.B.  D'Abbadie  {R,  A. 
•S.  M.  N.  Vol.  XVIII.,  pag.312.)  die  unangenehme Erfabrung  machte^ 
dass  ihm  die  Fäden  verschwanden.  Haqptsäcblich  desshalb, 
dann  aber  auch  wegen  der  grösseren  Sicherheit  vor  zufälligen  Be* 
Schädigungen  und  weil  man  auf  Glas  beliebig  enge  und  genau 
äquidistante  Linien  graviren  kann,  ziehe  ich  hier  die  Glasplatte 
dem  Fadennetze  vor.  Der  in  2.  besprochene  innere  Positionskreis 
kiinnte  tuglich  auf  dieser  Glasscheibe  angebracht  werden,  wo  dann 
der  Index  an  der  Fassung  fe^^t  sein  niOsste»  während,  wenn  der 
Positionskreis  am  Rande  des  Diaphragma  etwa  in  einer  Zähnung 
bestünde  y  die  Glasplatte  den  Index  an  einem  beliebigen  Punkte 
ihres  Umfanges  zu  tragen  hätte.  Wenn  das  Ocular  die  oben  be- 
sprochene Einrichtung  eines  Doppeleinsatzes  erhält,  so  wird  man 
wohl  am  besten  jeden  Einsatz  mit  einem  besonderen  Positions- 
kreise versehen.  Die  Messung  der  Dimensionen  wird  um  so  ge- 
nauer sein  können y  je  enger  die  Linien  gezogen  werden.  Ich  fand 
bei  einem  Fernrohre  von  3  Zoll  Oeffnuog  mit  60maliger  Vergrös- 
sernng  eine  gegenseitige  Entfernung  der  Linien  von  0^7  Bogen ,  bei 
llmaliger  Vergrösserung  das  Zehnfache  dieser  Distanz  ganz  ent- 
sprechend, da  man  leicht  auf  das  Zehntel  solcher  Intervalle  schätzt 
und  damit  hinreichend  genaue  Resultate  erhält.  Man  wird  gut 
than,  diejenige  Reihe  von  Linien,  weiche  znr  Messung  des  Positions- 
winkeis  dienen,  etwa  durch  einseitige  Abbiendung  am  Rande  des 
Gesichtsfeldes  kenntlich  zn  machen,  um  bei  allenfalls  n<ithigen 
grösseren  Drehungen  der  Glasscheibe  diese  Reihe  von  Irinieu  nicht 
mit  der  anderen  zu  verwechseln,  und  so  um  90^  falsche  Winkel 
zu  erhalten.  Vielleicht  findet  man  es  bequem,  die  Lamelle,  mit 
welcher  diese  Abbiendung  bewirkt  wird,  mi^Zähnen  zn  verseben, 
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Ae  als  Zlihler  flir  die  Linien  des  Mllcrbmeters  dieDen.  Notbwen- 
diger  ist  sol'clie  ZUilung  f&r  stMere  Ve^p-Seeemngen  bei  der  aiide- 
Ten  Reibe  von  Linien,  denen  dann  die  grSeeeren  Dimensionen  xn 
messen  zuftüt.  Somit  iväre  es  ßir  solche  Vergrusserongen  mn 
zwecicmSssigsten,  diese  sireite  Reihe  von  Strichen,  welche  orsprfiog- 
lieh  auf  den  Aeqoator  senlcrecht  gestellt  wird,  abzublenden,  mid 
die  erste,  zum  Aequator  parallele,  zum  Unterschiede  frei  zi 
lassen.  Die  tilasplatte  muss,  wie  man  sieht,  von  aussen  drehbar 
sein,  konnte  also  hier  einen  zweiten,  ftnsseren  Positionskreis  haben, 
der  genauer  getheilt  wAre,  als  der  innere,  und  an  dem  man  durch 
Niederdrdcken  eines  abfkrbenden  oder  sich  eindrückenden '  Stiftes 
die  Lesungen  am  inneren  Positionskreise  ergfinzen  und  controli- 
ren  wfirde.  Diesen  registrireoden  Sasseren  Kreis  allein  und  ohne 
den  inneren  anzubringen,  wie  Faye  TorscblSgt,  hielte  ich  wegen 
möglicher  Verwechslungen  der  einzelnen  Messungen  ffir  bedenklich. 

Um  die  Ubrzeiten,  deren  möglichst  bftufige  und  genaue  Noti- 
rung  hier  von  grosser  Wichtigkeit  ist ,  für  die  verschiedenen  Wahr- 
nehmungen zu  erhalten,  wird  man  sich  vielleicht  am  besten  eines 
kleinen  Chronographen  bedienen,  d.  h.  einer  Vorrichtung,  die  ein 
Rad  von  wenigen  Zollen  Durchmesser  wfibrend  einer  kurzen  Zeit 
gleichförmig  dreht,  auf  dessen  breiter  Felge  ein  Papierstreifen  so 
befestigt  wird,  dass  ein  darflber  angebrachter  Stift  durch  Nieder- 
drücken Zeichen  darauf  macht.  Die  hiesige  Sternwarte  besitzt 
schon  seit  langem  einen  solchen  Apparat  als  Hilfsmittel  zur  Map- 
pirung  von  Sternen,  und  Airy  macht  jetzt  einen  Shnlichen  Vorschlag 
för  den  hier  besprochenen  Zweck  (A.  A,  S.  JUontU^  Notices  Vol.  XX, 
pag.  63).  Ich  halte  einen,  wenn  auch  nur  zur  Noth  erst  an  Ort 
und  Stelle  geschulten  Geholfen  bei  der  Beobachtung  für  beinahe 
unentbehrlich,  und  diesem  wOrde  ich  das  GeRchfift  zutheilen,  deo 
Stift  des  Chronographen  in  ThStigkeit  ztt  setzen,  so  oft  er  vom 
Beobachter  dazu  das  Signal  erhSit;  die  Vergleichung  des  Chro- 
nographen mit  der  Uhr  vor  und  nach  def  Beobachtung  gäbe  die 
entsprechenden  Momente  in  Uhrzeit.  Dieser  Gebfllfe  hätte  audi 
schnell  zu  Papier  zu  bringen,  was  man  ihm  dictirt  und,  im  Falle 
kein  Chronograph  vorhanden,  an  der  Uhr  die  Secnnden  während 
des  Verlaufes  der  totalen  Finsterniss  beständig  laut  zu  zlUileo. 

Mit  solcher  Vorbereitung  wäre,  glaube  ich,  allen  billigen  Au* 
forderungen  entsprochen  und  die  kurze  Dauer  des  Phänomenes 
in  streng  astronomischem  ^inne  thunlichst  auszunutzen» 

Es  erübrigen  mir  nun  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen. 

Das  grosse  Princip  des  Theilens  der  Arbeit  wird  hier  mehr 
als  irgendwo  in  Anwendung  zu  kommen  haben.  Wenn  die  An- 
zahl der  Beobachter  auf  einer  Station  es  zulässt,  konnte  sehr  zum 
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Vortheiie.'  der  Sache  jedem  derajelben  ein  gen^^User  Theil  der 
Peripherie  des  Mondes »  z.  B.  eia  benimm ter  Quadraot  zur  Ueber-» 
wachnng  zugewiesen  irerden.  Ea  würde»  wie  auch  Carringtou 
sehr  richtig  bemerkt»  ungleich  roebr  Nutzen,  bringen«  irenn  man 
eine  befitiramte,  an  steh  sehr  bescbfi^ßkte  Gegend  des  Sonnenum* 
kreises  |nit  ungetheilter  Aufmerksamkeit  betrachtete,  als  wenn 
man  in  dem  Streben»  alles  bemei'ken  zu  frollen»  nur  vage  Wahr« 
nehmnngeu  zu  Stande  brächte.  Jedenfalls  sollten  etwa  auf  Pola^ 
Pisa tions- Versuche,  Anwendung  TooActinomef er n  und  dergleichen 
sich  nur  solche  Beobachter  verlegen,  neben  denen  andere  jene 
Hauptaufgaben  bereits  vollständig  besorgen.  Insbesondere  wird» 
wenn  nicht  unerwartet  gunstige  Verhältnisse  behiilflich  sind»  das 
Aufsuchen  von  neuen  Unteren  Planeten  eine  grosse  Anzahl  von 
Beobachtern  erfordern,  deren  jeder  einen  gewissen  ganz  kleinen 
Theil  des  Himmels  zu  durchforschen  hätte. 

Hinsichtlich  der  Corona  und  der  Protnberanzen  hat  mir  immer 
die  einfachste  Hypothese  die  beste  geschienen ,  nämlich  :  dass  sie 
Medien  angeboren»  welche  die  Photosphäre  der  Sonne  umhiilien» 
und  ich  glaube,  dass  jeder  Astronom  bei  dem  Anblicke  der  Er« 
scheinUng  sich  dieser  Ansieht  von  selbst  zuneigen  wird.  Daför 
spricht  mir  hauptsächlich  der  Umstand»  dass  die  Form  der  Pro- 
tnberanzen sich  in  der  Corona  fortsetzt»  und  diese  an  denselben 
Stellen  ganz  ähnlich  gestaltete  Hervorragungen  zeigt»  so  wie,  Jass 
offenbar  die  Protuberanzen  nicht  immer  in  einer  £bene  liegen» 
sondern  häufig  sich  auf  einander  projiciren.  Es  schiene  mir  fer* 
ner  für  diese  Frage  so  ziemlich  entscheidend»  wenn  man  den 
niedrigeren  und  dafür  auf  einen  grosseren  Theil  der  Peripherie 
des  Blondrandes  sich  ausdehnenden  Protuberanzen  mehr  Aufmerk- 
samkeit schenkte,  als  dies  bisher  der  Fall  war.  Ich  bin  der  Meinung» 
dass  diese  niedrigen  Ketten  von  Protuberanzen  sich  überall  dort 
am  ersten  zeigen  werden»  wo  grtissere  Theiie  der  Ränder  der 
Sonne  und  des  Mondes  in  geringer  gegenseitiger  Distanz  beisam* 
men  verweilen,  also  bei  den  Punkten  der  inneren  Berührung»  so 
wie  eher  auf  den  Grenzen  der  Totalzone,  als  auf  der  Linie  der 
Centralität»  und  dass  man  durch  ein6  gehörige  Verbindung  der 
Beobachtungen  von  verschiedenen  Oertiichkeiten  sich  von  der 
Continuität  dieses  rothen  Saumes  überzeugen  werde. 

Es  ist  übrigens  eine  merkwürdige,  von  mir  seihst  wiedcfrholt 
beobachtete  Eigenschaft  dieser  Protnberanzen,  dass  man  diesel- 
ben zwar  bleich  und  farblos»  aber  doch  ganz  in  den  Umrissen 
ihrer  völligen  Ausbildung  einige  Secünden  vor  Beginn  und  nach 
dem  lande  der  totalen  Finsterniss  sieht.  Es  wird  schon  desshalb» 
so  wie  aus  anderen  nahe  liegenden  Gründen  gerathen  sein»  kurz 
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vor  dem' Versch^vindeD  der  Sonne  das  Bleniiglas  vom  Fernrohre 
abzunehmen  und  dasselbe  erst,  nachdem  von  der  Sonne  mehr 
wieder  erschienen  ist,  als  das  Auge  ertragen  kann,  wieder  Tor- 
zustecken.  Nur  so,  nämlich  ohne  Blendglas,  wird  man  auch  über 
Baiiy's  t^beads"  entscheiden  können,  besonders  wenn  man  die 
Vorsicht  braucht,  diejenigen  Theile  des  Mondrandes,  welche  be- 
stimmt sind  für  die  betreffende  Station  die  letzte  und  erste  Phase 
vor  und  nach  der  totalen  Finsterniss  zu  bilden,  genau  zu  befrach- 
ten und  etwa  zu  Papier  zu  bringen,  da  an  der  Lage  der  Mond- 
berge hier  alles  gelegen  ist. 

Eine  wesentliche  Vorbereitung,  der  leider  von  den  Voraosbe- 
rechnern  beinahe  nie  entsprochen  wird,  ist  die  Kenntniss  de^ 
Punktes  der  Mondscheibe,  bei  welchem  die  zweite  innere  Beruhraog 
stattfindet.  Die  Corona  wird  in  der  ganzen  Gegend  des  Wieder- 
erscheinens der  Sonne  so  licht,  dass  den  Beobachter  besonders  bei 
stärkeren  Vergrösserungen  unwillkürlich  die  Besorgniss  ergreift, 
er  habe  vielleicht  nicht  den  richtigen  Punkt  im  Auge.  Dass  aber 
solche  Unruhe  vom  Uebei  ist,  brauche  ich  nicht  erst  zu  sagen- 
Kennt  der  Beobachter  hingegen  den  Positionswinkel  des  Endes 
der  Totalität,  und  lässt  er  sich  etwa  30  Secunden  vor  diesem  Ende 
von  seinem  Gehülfen  avertiren,  so  ist  eine  einfache  Drehung  des 
Mikrometer^  hinreichend,  um  mit  aller  Bestimmtheit  zu  erfabreo, 
wo  man  den  ersten  Lichtblitz  wieder  zu  erwarten  hat. 

Was  den  vermutheten  Zusammenhang  der  Protuberanzen  mit 
den  Flecken  und  Fackeln  der  Sonne  betrifft,  so  sollten  die  rei- 
senden Astronomen  es  den  stabilen  Observatorien  überlassen,  für 
die  Beantwortung  dieser  Frage  die  nuthigen  Daten  zu  sammeln. 
Das  Augenmerk  dieser  letzteren  wird  darauf  gerichtet  sein  müs- 
sen, möglichst  genaue  Kenntniss  von  der  Lage  der  Flecken  mid 
Fackeln  zu  geben,  die  während  der  totalen  Finsterniss  am  Rande 
der  Sonne  stehen,  also  an  sich  unsichtbar  sind.  Thun liehst  zahl- 
reiche  Beobachtungen  der  Sonnenflecken  mit  zweckmässig  einge 
richteten  Mikrometern  etwa  eine  Woche  vor,  und  ebenso  eine 
Woche  nach  der  Finsterniss  werden  die  Frage,  welche  Steliong 
die  in  Betracht  kommenden  Flecken  während  der  Finsterniss  eio- 
nahmen,  ganz  besonders  dann  hinreichend  genau  beantworten, 
wenn  man  der  Reduction  für  jeden  einzelnen  Ffeck  jene  Elemente 
der  Rotation  des  Sonnenkorpers  zu  Grunde  legt,  welche  aus  de« 
Positionen  gerade  dieses  Fleckes  sich  ergaben«  Die  KedactioB 
wäre  allenfalls  in  der  von  mir  befolgten  Art  (A.N.  Bd.XLII.,  S.209.1 
Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  matben.- 
naturw.CI.  XVIL  Bd.,  S.41L)  vorzunehmen.  Die  Sonnenfackeln, 
deren  unmittelbare  Beobachtung  schwer  halten  dürfte,   kSmitea 
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auf  die  Fleckeo  bezogen  und  ihre  relative  Lage  gegen  diese  mög- 
lichst vollständig  angegeben  werden.  Während  der  vierzehn  Tage, 
in  deren  Mitte  die  Finsterniss  fiele,  sollte  nur  eben  die  Entwicke- 
lung  von  Flecken  und  Fackeln  thunlichst  überwacht  werden. 

Unter  den  Beobachtungen,  die  mit  freiem  Auge  anzustellen 
sind,  emplehle  ich  wiederholt  (A.  N.  Bd.  XXXII.»  S.  395.)  die  Fest- 
stellung derjenigen  Orte,  wo  entweder  die  totale  Finsterniss  nur 
ein  paar  Secunden  gedauert  oder  ein  ganz  kleiner  Lichtfunke  der 
Sonne  übrig  blieb.  Wenn  man  dafür  Sorge  trägt,  die  Oertlich- 
keit  der  Station  genau  anzugeben,  werden  solche  Bemerkungen 
über  die  eigentliche  Lage  der  nurdlichen  und  südlichen  Grenzlinie 
des  Totalitätsgürtels  von  grossem  Nutzen  und  vielleicht  den  zu 
ähnlichem  Zwecke  vorgeschlagenen  pbotographischen  Abbildungen 
des  Mondes  vorzuziehen  sein. 

Schliesslich  wünsche  ich,  dass  recht  viele  Astronomen  es  über 
sich  gewinnen  mögen,  ihr  Auge  festgebannt  am  Fernrohre  zu  lassen, 
und  auf  den  Genuss  der  Schönheit  des  Phänomcnes  im  Ganzen 
zu  verzichten.  Nur  wer  dieses  Opfers  föhig  ist,  wird  wirklich 
Erspriessiiches  leisten. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Als  ich  eben  dieses  Heft  zu  schliessen  im  Begriff  bin,  erhalte  ich 
Nr.  1244.  der  „Astronomischen  Nachrichten.  1860.  März  29/% 
worin  sich  ein  sehr  lesenswerther  Aufsatz:  „Ueber  die  Pola- 
risation des'Lichtes  der  Corona  bei  totalen  Sonnen- 
finsternissen'^  von  Herrn  E.  Edlund,  Professor  der  Physik 
an  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Stockholm,  befindet, 
in  welchem  derselbe  Nachricht  giebt  über  seine  bei  der  in  Schwe- 
den eingetroffenen  totalen  Sonnenfinsterniss  vom  28sten  Juli  185J 
zu  Wernamo,  einem  beinahe  auf  der  Linie  der  Centrallinie  der 
totalen  Finsterniss  liegenden  Orte  in  Schweden,  angestellten  Be- 
obachtungen. Aus  diesen  mit  grosser  Sorgfalt  angestellten  Beob- 
achtungen ergab  sich  ganz  unzweideutig,  dass  das  Licht  der 
Corona  polarisirt  war,  und  es  war  auch  möglich,  die  Rich- 
tung der  Polarisationsebene  zu  bestimmen.  Wenn  nun  Herr  Ed- 
lund  am  Ende  seines  sehr  beacbtenswerthen  Aufsatzes  sagt: 

„  Die  Polarisation  und  die  Richtung  der  Polarisationsebene  im 
Lichte  der  Corona  sind  schwer  zu  erklären,  wenn  man  nicht 
annimmt,  dass  der  Sonnenkorper  von  einer  Atmosphäre  um- 
geben sei,  die  ohne  selbstleuchtend  zu  sein  das  Vermögen 
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befiitzt»  die  Lichtstrahlen  zu  reflektiren.  Nimmt  man  die 
Existenz  einer  solchen  Atmosphäre  an ,  so  vrerden  die  von 
mir  beobachteten  Erscheinungen  davon  eine  noth  wendige  Folge 
sein  und  können  vorausgesagt  werden.  Von  Obrigen  Umstän- 
den,  welche  für  das  Vorhandensein  einer  Sonnen -Atmosphäre 
sprechen,  will  ich  bloss  die  erst  im  Jahre  1852  von  Herrn 
Secchi  gemachten  Wahrnehmungen  hier  erwähnen,  zufolge 
deren  die  Sonnenscheibe  von  der  Mitte  mehr  Wärme  ab 
von  Punkten  näher  an  der  Peripherie  ausstrahlt,  woraus  man 
die  Folgerung  schon  gezogen  hat^  dass  die  Photosphäre  von 
einer  wärmenden  absorbirenden  Atmosphäre  umgeben  sein 
möge;** 

so  stimmen  wir  ihm  darin  ganz  bei,  und  sind  der  Meinung.  da$s 
auf  diese  Weise  ein  neuer  Beweis  geliefert  ist,  dass  die  bei  totaleo 
Sonnenfinsternissen  vorkommenden  merkwürdigen  Erscheiouogeii 
lediglich  der  Sonne  und  nicht  dem  Monde  angehören ,  weon 
man  auch  hiervon  nicht  schon  anderweitig  längst  überzeugt  wäre. 


Sf  i  s  c  e  1  1  e  n. 


Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kreise  zu  suchen- 

Von  Herrn   Dr.  W.  St  Ammer. 
Die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  seien 

Bezeichnen  wir  dann  mit  a:\  y*  die  Berührungspunkte  des  ersten 
und  mit  af'y  y"  die  des  zweiten  Kreises,  so  hat  man  noch  die 
beiden  Gleichungen: 
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Erhebt  nuiD  die  letzte  Gleichung  in'e  Quadrat «  addirt  auf  beiden 
Seiten  1,  so  kommt: 

Dadarcb  liefert  die  erste  der  beiden  letzten  Gleicbunf^en : 

(y'-A')  (Ä'  -  Ä'')  +  {x»  ^g*)  (ff'  -yO  =  r'  (-r'  T  r^h 

Da  diese  Gleichung  an  die  der  Polaren  erinnert»  mnltiplicire  man, 

r' 
um  in's  «weite  Crlied  r'*  zu  erhalten ,  mit r^T/;  das  gibt 


— r'Tf' 


A'-A^ 


Jetzt  setze  man; 

daher 

_AV±ÄV;  _gV±^ 

und 

Die  gesuchten  Berührungspunkte  sind  also  die  Durchschnittspunkte 
des  Kreises  I  mit  der  Polaren  des  Punktes  x^,  y^.  Da  nun  zwei 
solche  Punkte  arg,  y^  ezistiren  (wegen  des  Zeichens  Jt)»  so  gibt 
es  also  im  Allgemeinen  vier  Berührungspunkte,  mithin  auch  vier' 
Tangenten.  Sollen  diesb  Punkte  existiren,  so  muss  die  Polare 
den  Kreis  schneiden,   mithin  die  Punkte  x^,  y^  ausserhalb  oder 

auf  dem  Kreise  liegen^   also  (ars— ^')'+(y8-"*0*^»''*»   woraus 

man  die  bekannten  Bedingungen  ableitet  ^—  Andererseits  zeigen 
die  Ausdrücke  fBr  Xg,  y^^  dass  diese  Punkte  die  Centrale  im  Ver- 
bältniss  der  Halbmesser  tbeilen  und  mithin  mit  den  Mittelpunkten 
harmonische  Punkte  sind.  Nimmt  man  nun  einen  dritten  Kreis 
hinzu  und  nennt  die  neuen  beiden  Paare  Aehnlichkeitspunkte  x^ ,  y^ 
und  ^11  yi  9   60  hat  man : 


Xg  —        yf  A.ff  ".S.W. 


Daher 
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Die  Zeichen  der  eiBgeklammerteD  AuedrOcke  rfihren  von  jfsi  4:, 
her,  und  da  diese  von  x%9  y^  unabhängig  sind,  so  folgt,  dassdie 
eingeklammerten  Ausdrucke  unter  sich  und  ebenso  die  nicht 
eingeklammerten  unter  sich  zugleich  mit  dem  oberen  oder  dem 
unteren  genommen  werden  müssen,  dass  aber  die  Zeichen  der  eiD« 
geklammerten  von  den  anderen  nicht  abhängen.  Eben  dieselbe 
Bemerkung  gilt  für 

yi—y^_^  {h"T') — h'r"  ±  A  V^+  h'^r"  ±  (A^rQ  T  h!j^ 

^1  - ^3  ""  +  {9"r')-g'T''±(f'f^-\rSrr^'±{srr') ±9'r^' 

Zur  Bildung  dieses  Ausdruckes  muss  man  erst  Zähler  und  Neo- 

ner  von  ^3,  ac^  mit  db  1  multipliciren;  so  dass 

db  AV  +  h'r" 

Beachtet  man  nun,  dass  die  eingeklammerten  Glieder  in  beiden 
Brfichen  zugleich  mit  dem  oberen  oder  unteren  Zeichen  genom- 
men werden  mOssen,  weil  sie  sich  auf  denselben  Punkt  bezieh^o, 
und  dass  die  oberen  Zeichen  dem  inneren,  die  untern  dem  äus- 
seren Aehnlichkeitspunkte  entsprechen ,  und  dass  ferner  drei  roo 

den  sechs  Punkten  in  einer  Geraden  liegen,  wenn  — — ^z=i^ — ^1 

so  erhält  man  aus  der  Vergleichung  der  bejden  Bruche  för  die 
verschiedenen  Zeichen  sehr  leicht  den  bekannten  Satz  von  deo 
vier  Aehnlichkeitslinien. 

Wenn  auch  dieser  Beweis  etwas  weitläufig  ist,  so  hat  er  docfa 
den  Vortheil,  sehr  allgemein  zu  sein  und  nicht  (wie  der  von 
PlCIcker)  einen  anderen  Lehrsatz  vorauszusetzen. 


Aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Dr.  Zehfuss  in  Heidel- 
berg an  den  Herausgeber. 
.  Ich  habe  eine  unter  gewissen  Voraussetzungen  sehr  allge- 
meine Formel  gefunden ,  welche  ein  bestimmtes  Integral  mit  den 
Grenzen  od  und  0  auf  ein  anderes  zwischen  denselben  Grenzen 
zurückführen  lehrt,  wobei  sich  häufig  Bestimmungen  ergebeu. 
Ueberdiess  erhält  man  wegen  Einfuhrung  des  Imaginären  allemal 
zwei  Formeln  auf  einmal.  Eine  Skizze  desjenigen  Theils  meiner 
Formel,  welcher  zur  Herleitung  des  einen  von  Herrn  Lector  Lind* 
man"*")  erwähnten  Integrales  hinreicht,  lässt  sich  wie  folgt  geben. 

/OD 
F{x)dx  zu  verwandeln,    denke  man  es  als  einen 

o 

speziellen  Fall  tf;(0)  von 

*)  Heft  I.  diesea  Theilc.  S.  118. 
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j^ijl)  =  y*  *  F{x  +  y  \A- 1)  Ar. 

"0 


1)  Unter  Voraussetzung  der  Differentiirbarkeit  die- 
ses Integrales  nach  jedem  positiven  Werthe  von  y 
(wozu  vor  aKien  Dingen  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  F{x-\'y%) 
für  alle  Werthe  von  x  und'j^  zwischen  0  und  oo  gehurt)  ergibt  sich: 

^^  =  »y* *  F'{x-\-yi)da:  =  iF(oo  +  yi)^iF(yt). 

0 

Es  sei  nun  v  so  bestimmt,  dass  för  n=:oD 

lim  (n  +yiy  F(n  +  yi)=:L 
werde,  wo  L  einen  constanten  Werth  vorstellt.    Nun  ist 

also 

*^^  ~  (n  +  yiy-^  —ifF(yi)dy. 

2)  Wenn  nun  v>]y  so  fallt  rechter  Hand  das  erste  Glied 
weg,  und  indem  man  für  ^  die  Grenzen  oo  und  0  annimmt^  entsteht 

*(«)-^(0)  =  -ty  *  F(yi)dy. 

0 

/OD 
F(x  +  (xi)dx  verschwindet. 


o 

F(a:)<£i:  ist: 


F{x)dx-i  j    ,  F(xi)dx. 

O  0 


In  dieser  Fundamentalformel  setze  man  nun 
alsdann  sind  die  Bedingungen  (1),  (2),  (3)  erfüllt,  also  ist 

0  o 

d.  h.  nach  Trennung  des  Realen  und  ImaginSren : 

O  O  V       O 

und 
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n    P^    dx  p^  x*^"^ — 1 

—  sin (2^—1) 2^       T\^—^^^^J  I— j-a    <^  > 

o  o 

aus  beiden  Gleichangen  ergibt  sich  durch  Auflösen : 

1  +  ar*  2siDf*7r     ^  1 — x^  2       ®*^ 

0  o 

Das  andere  von  Herrn  Leetor  Lind  man  erwähnte  Integral  war 

-        /*  *  sin  ax  sin  hx  ,  ^    , 

J=  #        <u:,     o>o* 


o 

Man  hat 


J  « 

» 


Da  nun  nach  einer  bekannten  Formel 


/ 


dx  —  {S 


X 

ist,  so  lässt  sich  der  vorige  Werth  auch  setzen: 

Nachsatz.    Um  den  Werth  des  bestimmten  Integrales 

*  sin«+*+iarrfa: 


=/ 


ar«+i 


zu  ermitteln,    worin  n  und  k  gerade  positive  Zahlen   sind,    ver- 
tausche man  x  mit  ax\    diess  gibt: 

»sin«+*+»(aa:) 


«"••'=/ 


cZor« 


Nun  sei 

sin  *+*+i(aa:)  =  ^^  sin  ax  +  ils  sin  Zax  + .... = ^  Jm  sin  max , 
wo  i^i ,  ^g....  Binomialcoefficienten  vorstellen.    Alsdann  ist 

_       _  .      /**  sinmiij?  , 

u 

Differentiirt  man  beiderseits  nmal  nach  a^  Bo  kommt: 

o 

also  ist 

n 

•'===  2iiP+i •  ^T^  f *"•  ^'^  +  *  + '^^^^^ 
Heidelberg,  den  3.  Februar  1860. 
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Literarischer  ^Bericht 

cxxxni. 


Josepb  Grallloli, 

ProfeMor  der  höheren  Pbj«ik   an  der  Universiiät  zu  Wien, 
starb,    kaum  30  Jahre  alt,  in  Wien  an  der  Sohwindsacht 

am  13.  September  1859. 

Der  Herausgeber  des  Archivs  ist  durch  die  Nachricht  tod  dem 
Dahinscheiden  des  obigen  trefflichen  jungen  mathematischen. Phy- 
silcers  wahrhaft  erschüttert  worden.  Er  hatte  im  Jähre  1856  das 
Glück y  denselben  persönlich  kennen  zu  lernen,  namentlich  einige 
ihm  ewig  unvergessliche  Stunden  in  dem  engeren  Familienkreise 
eines  von  ihm  wahrhaft  hochverehrten  Alannes  mit  dem  so  früh 
Dahingeschiedenen  zu  verleben,  und  glaubte  damals  in  demselben, 
im  höchsten  Grade  angezogen  durch  die  grosse  Liebenswürdig- 
keit und  Anspruchslosigkeit  seines  Wesens»  einen  jungen  Mann 
von  blühender  Gesundheit  zu  erkennen,  —  wenigstens  seiner  äus- 
seren Erscheinung  und  dem  ersten  dadurch  hervorgebrachten  Ein- 
druck nach,  worin  man  sich  ohne  nähere  Kenntniss  freilich  leider 
nur  zu  oft  tauschen  kann.  —  Desto  erschütternder  und  betrübender 
musste  natürlich  die  Nachricht  von  seinem  Tode  wirken.  Was  G  r  ai- 
licb  der  Wissenschaft  war,  zeigen  seine  Arbeiten,  und  Alle,  die  ihm 
näher  standen«  namentlich  seine  trefflichen  Lehrer,  wissen  es; 
mehr  über  seinen  Werth  zu  sagen,  ist  jetzt  hier  nicht  der  Ort; 
es  kann  nur  der  Wunsch  ausgesprochen  werden,  dass  derselbe 
recht  bald  in  einem  ausAlhrlichen  Necrolog,  um  dessen  Einsen- 
dung der  Herausgeber  des  Archivs  dringend  bittet,  vollständig 
gewürdigt  werden  uOge.  6. 


Mechanik. 

Einleitung  in  die  Mechanik.    Zum  Selbstunterricht 
mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  lies  praktischen  Lebens 
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Ton  H.  B.  Ldbsen.  IV.  Theit.  Fortsetzung  der  Dynamik 
fester  K5rper.  V.  Hydrodynamik.  VI.  Aerodynamik. 
Mit  51  Figuren  im  T«ext.    Hamburg.    O.  Meissner. 

Wir  freuen  uns,  dass  unser  im  Literar.  Ber«  Nr.  CXXIX.  S.2. 
ausgesprochener  Wunsch,  dass  noch  die  auf  dem  obigen  Titel 
angegebenen  Theile  der  Mechanik  als  Fortsetzung  der  früheren 
in  der,  genannten  Nummer  des  Literarischen  Berichts  angezeigten 
Theile  dieses  empfehlenswerthen  Buchs  erscheinen  mochten,  sclion 
jetzt  in  ErfölluDg  gegangen  tst.  Die  Fortsetzung  der  Dynamik 
enthält  die  Gesetze  der  Pendelschwingungen,  die  Lehre  von 
Mittelpunkt  des  Schwunges  und  des  Stosses  und  die  Lehre  Ton 
der  Wirkung  oder  Arbeit  der  Kräfte»  wo  sich  auf  S.  119.  die  histo 
rische  Notiz  findet,  dass  das  Maass  der  Kräfte,  welches  man 
jetzt  eine  Pferdekraft  nennt»  daher  entstanden  sein  soll,  dass 
Watt  gegen  einen  Fabrikanten,  der  eine  Mfihle  dnrch  acht  Pferde 
bewegen  Hess,  geäussert  haben  soll:  er  wolle  ihm  eine  Dampf- 
maschine liefern»  welche»  bei  geringeren  Kosten,  dasselbe  leiste, 
mit  derselben  Kraft  wirke,  wie  jene  acht  Pferde.  In  der  Hydro- 
dynamik und  Aerodynamik  hat  sich  der  Herr  Verfasser  nur  aaf 
das  Allernothwendigste,  in  der  gewohnlichen  Praxis  am  HSafig* 
sten  Anwendbare  beschränkt»  nlimlich  auf  die  Lehre  vom  Aus- 
fluss  des  Wassers  aus  Gefässen  bei  consfanter  Oruckhuhe,  die 
Lehre  vom  Ausfluss  des  Wassers  aus  prismatischen  Geflissen  bei 
coDstanter  Druckhöhe»  die  Lehre  vom  Sfoss  des  Wassers  gegen 
feste  Körper  und  umgekehrt»  und  auf  die  Lehre  vom  Ausflüsse 
der  Luft  aus  Behältern.  Bei  Wi!«senschaften ,  deren  Natur  noch 
so  sehr  eine  bloss  hypothetische  ist,  wie  die  der  Hydrodynamik 
und  Aerodynamik,  halten  wir  bei  einem  Buche  von  der  Tendenz 
des  vorliegenden  die  sehr  engen  Gränzen,  die  der  Herr  Verfasser 
sich  hier  gezogen  hat,  für  völlig  zweckentsprechend,  und  ver- 
weisen übrigens  riicksichtlich  unsers  aifgemeinen  Urtheils  fibei 
dieses  Buch  auf  die  oben  angegebene  Nummer  des  Literar.  Ber. 


Physik. 

«  « 

Der  Redaction  des  Archivs  ist  der  ttachstebende  Catslog 
akustischer  Apparate  zugesandt  worden»  welche  bei  Herrn  Rn- 
dolph  König  in  Paris  (Place  da  Lycöe  Louis -Le- Grand,  5.) 
verfertigt  w^erden.  Schwerlich  wird  man  anderwärts  eine  so  voll- 
ständige Sammlung  schöner  und  neuer  in  das  Gebiet  der  Alroslik 
einschlagender  Apparate  finden,  wie  hier»  wobei  wir  hemerkeii, 
dass  ffuclr  die  Preise  ons  sehr  mAssig,    iberall  dem  WerÜM  der 
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Afipartte  entoprecbMid,  ai»gesetzt  »i  «ei«  schfiineD»  Wir  telten 
«HS  daber  iik  Terpflicbtet,  WM^e  Le6«r  auf  dieflen  CalalQg  auf-» 
markaam  x«  naebeo,  welcher  in  ayatematUcher  Ordnoag  227. 
Nuoimeni  eathälL  Uie  |]ao)»t-RiitKikeii  desaaJben  k^mteu  wir 
im  Folgeadea  leider  oor  angeben: 

Catalogue  des  principaux  appareila  d'Acoustiqae^ 
qai  ae  fabriqueot  cbez  Rudolpb  Koenig  h  Paris,  Place 
da  Lyc^e  Louis-Le-Grand,  5.  Paris«  Iniprimerie  Bailly, 
Divry  et  CS  Place  Sorbonne»  2.    1859.    S^. 

1.  Appareils  pour  1a  production  du  son  dans  les  principaux 
cas  (N®.  1~30.)*  —  II-  Etudes  sur  i'origine  et  la  natura  du  son 
(N<^.  31—45.).  —  III.  Appareils  peur  tracer  et  pour  compter  le» 
Vibration«  (N**.  46— 65.).  —  IV.  Appareils  pour  determiner  la  yitesse 
delapropagation  du  son  (N^.  56 — 59.).  —  V.  Appareils  pour  F^tude 
des  mouvements  ondulatoires  et  vibratoires.  (N®.  60—79.).  — '  VI.  Vi- 
brations  de  l'air  (NO.  8U— 123.).  —  VII.  Vibrations  des  cordea 
(N^  124—133.).  —  VIII.  VibrationsdesmembranesCN«  134-143.). 
—  IX.  Vibrations  des  verges  et  lames  (N®.  144 — 158.).  —  X.  Vl- 
brations des  plaques  (N^«  159 — 172.).  —  XI.  Comniunication  des 
vibrations  et  ^yts^iues  vibrants  (N^.  173—190.).  —  Tableaux  peinta 
k  Thuile  de  1  metre  50  sur  1  metre ,  servant  aux  demonstrations 
publiques  d*un  cour««  d'Acoustique  (N^.  191 — 232.).  —  Quelques 
modales  d'anatomie  ^fastique  du  Dr.  Auzoux  (N^.  233 — 237.). 

Man  wird  hieraus  die  grosse  Vollständigkeit  dieser  Sanimlung 
erseben  und  die  besondere  Binweisung  der  pbysikaliscben  Kabi- 
nette aller  Lehranstalten  auf  dieselbe  gewiss  gerechtfertigt  finden» 
Besonders  interessant  ist  aber  noch  die  dem' vorliegenden  Cataleg 
beigelegte  Anieige  eines  von  Herrn  Edouard-Löon  Scott  er- 
fundenen^ von  Herrn  Rudolph  Koenig  construirten  Instruments» 
.welches  unter  dem  Namen  ..Plionantoffraphe^'  den  2jweok 
bat,  die  den  Schall  bedingenden  vibratorischen  Bewegungen  ge- 
wissemiassen  niederzuschreiben  oder  bildlich  darzustellen.  Des 
Interesses  wegen«  welches  dieses  Instrument  nothwendig  erregen 
musSy  lassen  wir  das  Wesentliche  aus  der  uns  vorliegenden  An- 
zeige nachstehend  abdrucken,  indem  wir  des  Weiteren  wegen  auf 
den  Catalog  selbst  verweisen : 

• 

Le  Phonautographe,  appareil  pour  la  fixation  gra- 
phique  des  bruits,  des  sons,  de  la  volx,  inveiit<^  par 
M.  J^doiiard-L^on  .  Sc^f  t  et  conslrnit  par  M.  I^adniph 
Koettig»  censtracteur  d'instruiDents  d*aeeuati4]ue,  .j^ 
Paris»  Place  d«  Lyci^e  Louis-Le-Grandy  5.  Brevets. 
fran^ais  (a«,g«  d.  g.)  et  ^trangers» 
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M.  L^on  Scott,  vou^  par  sa  professUin  It  r^Me  aHMqie 
•t  Bavante  de  la  typo^apfaie,  a  conaacrä  six  aoneea  d^^dToH«  et 
de  aacriices  k  la  rechercbe  d'one  impressioti  Däturdl«  de«  pMwh 
mtoes  sonores ;  plu^ieurs  socMt^s  scientifiques  et  des  profes^ean 
ämiaeDts  ont  re^u,  ä  diifärentes  reprises,  comnninicatieii  des  epreo- 
ves  par  lui  obtenues  de  soiis  de  IVir,  de  bruits,  da  chant  des 
Instruments  de  musique  et  de  la  toix.  II  est  en  mesure  aajourd^hoi 
de  foarnir  aux  savants  et  aux  praticiens  un  Instrument  capable  de 
r^aliser  les  exp^riences  les  plus  curieuses  et  les  plus  vari^s. 

L'inventeur  a  dii  lutter  longtemps  contre  les  obstacles  de  toute 
nature  qui  se  rencontrent  k  la  naissance  des  decouvertes  iropor- 
tanteSy  dont  le  rösultat  ne  s'adresse  pas  immödiatement  a  la  sa* 
tisfaction  des  besoins  raatäriels.  Heureusement,  un  auxiliaire  tsi 
est  arriv^.  M.  Rudolpb  Koenisr  s'est  mis  ä  sa  disposition  poar 
la  Gompl^te  mise  en  oeuvre  de  la  phonautographie.  M.  Scott 
doit  beaucoup  ä  ce  constructeur  babile  pour  Texäcution  reguliere 
de  riastrument»  .la  disposition  de  ses  diverses  parties  dans  de 
bonnes  conditlons  acoustiques,  Tingäoieux  agencement  qui  doit 
permettre  h  Tappareil  de  figurer  honorableroent  dans  un  cabinet 
de  pbysique.  En  moins  de  six  mois,  la  collaboratiou  de  rinven- 
teur  et  du  constructeur  a  donn^  naissance  au  Pbonautograpbe,  eo 
ce  moment  soumis  ä  Tappräciation  et  au  jugeroent  du  roonde  de 
la  Science  et  de  Tart. 

La  särie  des  experiences  d<^jä  r^ussies  et  qui  est  indiqoee 
plus  loin  montrera  l'etendue  des  Services  que  le  nouvel  instroment 
est  appele  ä  rendre  ä  la  science  ainsi  qu'aux  arts  entre  les  VMm 
des  pbysiciens,  des  physiologistes ,  des  professeurs  de  conseira- 
toire»  des  linguistes,  des  facteurs  d^instruments,  des  amateurs 
curieuXy  des  cbercheurs  repandus  sur  la  surface  de  TEurope  sa- 
vante.  II  sufBra  de  dire  ici  qu'on  obtient  facilement,  des  aujoD^ 
d^bui,  une  Impression  correcte  d'un  grand  nombre  de  mouvernent:» 
rapides  et  späcialement  des  mouvemen ts  vibratoires  qui  s'accom- 
plissent  dans  Fair  et  qui  sont  produits  par  des  Instruments  qoel- 
conqueSy  seit  de  niecanique,  de  physique  ou  de  iHustque,  oumeme 
des  voix  ou  d*autres  agents  physlologiques,  et  qu*on  peut,  par 
extensiouy  en  multiplier  les  ^preuves  par  les  moyens  eonnus. 

,  Voici  une  sörie  d*exp^riences  qu'on  peut  realiser  par  la  pho- 
nautographie : 

10  Ecrire  le  roouvement  tibratoire  d'un  solide  quekonqoe  pow 
ser?ir  de  terme  de  comparaison  avec  les  mouvemen  ts  d'nii  Mde: 
compter»  au  moyen  do  chronoma^re  pomteur,  le  nombre  de  vibra- 
tions  ex^cut^es  par  ce  solide  dans  Tunite  de  temps; 
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^  Ud  Diapason  ayaht  ^t^»  par  le  moyen  d«  Texpirienee  pr^c<$- 
deot^/^talonii^  k  on  nombre  determln^  de  vibmtio««  dana  PiiniM 
de  temps  (600  oo  1000  par  «xemple),  compter,  en  ^ea  fiiiaant 
^crire  siiniiUan^nrenty  le  nombre  dea  vibrationa  accomplies  par  un 
ageiit  apte  k  vibrer  (solide  ou  flaide)  dans  an  espace  de  tempa 
anssi  covrt  que  Tod  voudra  (quelques  milli^mea  de  seconde). 
Ezemple;  compter  et,  mesurer  lea  phasea  diverses  d'un  bruit  et 
les  intervalles  de  temps  compris  entre  des  ph^^nomdnes  sonores 
rapides  et  snccessifs ;  ^prouver  la  sonoritö  relative  des  mutans» 
des  alliages,  des  bois,  etc.; 

3^  Ecrire  les  vibrations  produites  dans  une  roembrane  par  un 
tuyau  ou  plusieurs  sonnant  simuitanementy.  en  compter  le  norobre, 
en  montrer  les  phases;  obtenir  la  figure,  ou  diagramme  acousti« 
que»  de  cbacun  des  aecords  et  des  dissounances;  Ecrire  de  m^me 
le  cbant  d*instrnments  ä  vent^uelconqoes,  montrer  le  timbre  propre 
de  ces  Instruments;  Ecrire  le  mouvement  compos^  r^sultant  de 
sons  de  deux  ou  de  plusieurs  Instruments  jouant  simultan^ment; 

4^  Ecrire  le  cbant  d*une  voix;  en  mesurer.  l'^tendue  par  le 
cbrouometre  pointeur  ou  le  diapason  ätalon  pointeur;  ^crire  la 
gamme  d*un  chanteur,  en  mesurer  la  justesse  par  le  diapason 
pointeur,,  en  montrer  la  puretö  {ou  risochronisme  des  vibrations) 
ainsi  que  le  timbre;  Ecrire  une  m^lodie  et  la  transcrire  ä  IVide 
du  diapason  pointeur;  Ecrire  le  cbant  simultan^  de  deux  voix  et 
en  montrer  Taccord  ou  le  desaccord; 

50  Etudier  acoustiquement  les  mouvements  physiologiques.oa 
pathofogiques  de  Tappareil  voeal  et  de  ses  parties  pendant  les 
diff^rentes  «Emissions  de  son,  le  cri»  la  toux,  etc.;  marquer  les 
accidents  de  timbre  propres  ä  une  voix  dpnn^e; 

6^  Etudier  la  voix  articul^e  et  la  d^clamation»  ainsi  que  les 
diagrammes  syllabiques,  etc.; 

7^  Inscrire»  ä  Täide  d'ajustements  accessoires»  les  mouvements 
du  pendule,  du  toton»  de  raiguilje  aimantöe,  le  mode  de  locoroo- 
tion  d*un  insecte,  etc. 

Prix  de  Tappareil  complet,    dont  le  chronom^tre  et  le 
diapason  ^talonne,  roentionn^s*  1^  et  2^»  fönt  partie    .    .    5(X)  fr. 
—  Le  m^me,  avec  cylindre  et  porte-merobrane  en  bois  .    400  ,» 

Bien  que  Tappareil  seit  d*un  nianTement  facile,  et  les  mani- 
palations  n^cessaires  k  l'obtention  et  ä  la  fization  A^b  ^pfeuves 
Änssi  simples  que  peu  nombreuses,  il  sera  donnii  aus  personnes 
qui  se  proeureront  un  appareil  trtie  Instruction  d<$taHWe  paar  aofei 
emploi. 
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S'a4retter*  poiir  racquisitm  des  appar«ll#>  ä  M.  Bti^lpb 
K«eliig,  «e«!  cott^tractev,  a  Paris»  place  du  Lyc^  Loaia-I«- 
Grand,  «<>.  5; 

Et  ponr  lea  eesaions  de  breveta,  k  M.  P.  CloUFet,  atocat, 
roe  Saint -Jacques,  n^.  326. 

Anleitung  au  den  magnetischen  BeobachtungeD. 
Von  Karl  Kreil,  Director  der  k.  k.  Central-Anstalt  für 
Meteorologie  und  Erdmagnetismus  u.s.  w.  Zweite  ver- 
mehrte Auflage.  (Als  Anhang  zum  XXXIL  Bande  der 
Sitzungsberichte  der  mathem.-naturw.  Ctasse  derk.k. 
Akademie  der  Wissenschaften.)    Wien.  1858.    8. 

Wir  freuen  uns  sehr^  diese  neue  Auflage  einer  aus  ihrer 
früheren  Ausgabe  hinreichend  bekannten  trefflichen  Schrift  anzei- 
gen zu  können.  Jedenfalls  enthält  diese»  aus  der  Feder  eines 
mit  der  Anstellung  masrnetischer  Beobachtungen  und  allen  dazu 
gehurenden  filteren  und  neueren  Apparaten  so  vollkommen  wie 
irgend  Jemand  vertrauten  Mannes  geflossene  Schrill  eine  der 
besten  Anleitungen  zu  solchen  Beobachtungen»  welche  es  gieH 
und  muss  Allen,  die  sich  mit  solchen  Beobachtungen  bescbifti* 
gen  wollen 9  dringend  empfohlen  werden»  da  wir  sie  filr  Jeden» 
der  sich  solchen  Arbeiten  zu  widmen  denkt»  geradezu  tlnentbeh^ 
lieh  halten.  Auch  können  wir  namentlich  die  Versicherung  geben, 
dass  in  dieser  neuen  Ausgabe  alle  seit  dem  Erscheinen  der  erstea 
gemachten  nenen  Erfindungen,  sofern  sie  wirklicb  wisaensehaft- 
ifcben  und  praktischen  Werth  haben  >  sorgdUtige  Berficksichtigiisg 
gefunden  haben,  und  dass  alle  Instrumente  und  Apfiarate  derch 
sehr  saubere  Holzschnitte  erläutert  worden  shid.  Auch  sind  aUes 
Methoden  vollsttUidig  ausgerechnete  numerische  Beispiele  beige- 
fSgt  worden,  entnommen  aus  den  vielen  praktischen  Arbeiten, 
welche  Herr  Director  Kreil  auf  diesem  Felde  in  einer  langen 
Reihe  von  Jahren .  in  allen  Theilen  des  österreichiscben  Kaiser- 
staats ausgeführt  hat.  Zuerst  beschSftigt  sich  die  Schrift  mit  den 
,  Bestimmungsstiicken  der  magnetischen  Erdkraflt,  n9mlicb  L  der 
Dedination,  H.  der  horizontalen  Intensitfit,  111.  der  Inclinatioo; 
hierauf  folgen  die  Variations- Apparate  und  dann  die  astronomi- 
schen Beobachtungen,  die,  wie  sich  von  selbst  versteht,  mit  jeder 
magnetischen  Beobachtung  zu  verbinden  sind.  Den  Schiusa  bil- 
det eine  Reihe  von  Tafeln,  wddiezur  w*esentltclran  Erleiehferutt^ 
der  Reehtmngen  sehr  geeignet  sind,  nftmlicht  1.  Tafel  fiir  die 
MÜtageverkesserong.  iL  Tafel  fdr  die  Mitternachts^ flf hesucü eng. 
IIL  Tafel  Mr  die  mittkre  Refraclion.  iV.  V.  Vi.  TaMii  Or  die 
Correetionen  wegen  des  Lnftdrucks,   der  Temperatur  des  Qnerk- 
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vmd  der  Temperatur  der  Sos^ereii  Luft    VII.  HOhenparat- 
laxe  ifer  Saline.    Vlll.  LegarithneD  von  m  «tid  n.    Bemerkuagm. 

Muge  der  Herr  Verfasser  durch  Beacbtung  seiner  ausgezeicb- 
neten  Schrift  in  möglichst  weiten  Kreisen  fflr  seine  bei  der  Re: 
arbeitong  dieser  neuen  Auflage  gehabte  Muhe  reicblicb  belohnt 
werden. 


Astronomie. 

Gewiss  ist  es  den  Lesern  des  Archivs  interessant«  au  ver^ 
aehuen,  dass  die  Erben  8chumacher'sy  des  früheren  berfihai- 
ten  Directors  der  Sternwarte  in  Altena»  dessen  Briefweehsel  mit 
Gauss  und  Olbers,  im  Ganzen  5  Bände  ä  28  Bo|;en«  heraus- 
zugeben beabfitichtigen y  und  dass  die  Loitung  dieses  Cnterneh« 
nieos  jedenfalls  keinen  besseren  Händen  anvertraut  werden  konnte, 
als  denen  seines  treflTlichen  Nachfolgers,  des  gegenwärtigen  hoch- 
verdienten Directors  der  Altonaer  Sternwarte,  Herrn  Prof.  Dr. 
C.  A.  F.  Peters.  Je  mehr  der  Onterzeichnete  selbst  das  An- 
denken  Schnmacher's  mit  aufrichtiger  Pietät  In  seinem  Herzeir 
bewahrt,  und  je  mehr  er  sich  durch  die  Freundschaft  des  treff- 
lichen Herausgebers  geehrt  und  beslilckt  ftihlt,  je  mehr  er  aber 
auch  —  was  natfirlich  hier  die  Hauptsache  ist  -*  von  der  sehr 
grossen  Wiehfigkett  die.^es  Briefwechsels  In  wlssens-chaft«^ 
lieber  Rücksiclit  überzeugt  ist:  desto  mehr  hält  er  sich  flir 
verpflichtet,  die  Leser  seiner  Zeitschrift  auf  dieses  interessante 
und  wichtige  Unternehmen  aulmerksam  zu  machen  und  die  er- 
schienene desfallsige  Anzeige  nachstehend  vollständig  abdrucken 
zu  lassen.  Grunert. 

Aufforderung  zur  Subscription  auf  Scbumacher's  wis- 
senschaftliche Correspondenz. 

Die  Erben  mehies  berflhmten  Vorgängers  Schumacher  beab- 
sichtigen, die  nachgelassene  wissenschaftliche.  Correspondenz  des- 
selben herauszugeben  und  haben  mir  die  Ordnung  und  Auswahl 
der  Briefe  übertragen.  Diese  Briefe  sind  wegen  der  Verbindung, 
in  welcher  Schumacher,  beinahe  ein  halbes  Jahrhundert  hin- 
dareh^  nicht  allein  mit  den  Astronomen  und  den  Verfertigeni 
astronemisober  InstnNneaie,  sondern  aueh  mit  vielen  boworrageo* 
den  Cvelebrten  der  verwandte«  Wissenscbaften  stand,  von  gros- 
ser Wiehtigbeit  für  die  Geschichte  der  Fortsohrkte  der  exaclen 
Wissensofcaflsn  und  enthalten  einen  reichen  Schatz  von  BrGrte- 
rangen,  -die  sieb  auf  alle  Tbetle«   losbosondero  Jodock  auf  de» 
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b«obacbtendeu  Theil  der  Astronomie,  auf  Geodäsie»  MagnetisaiaB, 
auf  Wagungeii  etc.  beziehen.  Ausserdem  enthalten  sie  viele  io- 
teressaote  Urtheile  über  astronomische  Schriften  und  Arbeiten, 
über  Instrumente  etc.  Sie  werden  daher  ^in  wichtiges  Geschenk 
für  Astronomen  9  Mathematiker  und  Physiker  bilden  und  ohne 
Zweifel  fördernd  und  anregend  auf  deren  Wissenschaften  einwirken. 

Zuvorderst  wird  der  Briefwechsel  Schomacher's  mit  Olbers 
und  Gauss  veröffentlicht  werden.  Durch  die  freundliche  Bereit- 
willigkeit des  Herrn  Senators  Olbers  in  Bremen»  so  wie  des 
Herrn  Ober-Baurathes  Gauss  in  Hannover  und  des  Vorstandes 
der  Universität  su  Gottingen  sind  die  Briefe  von  Schumacher 
an  Olbers  und  Gauss  gleichfalls  zur  Verfugung  gestellt ;  sodass 
also  beide  Gorrenpondenzen  jetzt  vollständig  vorliegen. 

Um  die  Mittel  zur  Bestreitung  der  Druckkosten  zu  erlangen» 
haben  die  Schumacher' sehen  Erben  den  Weg  der  Subscription 
gewählt.  Sobald  jene  Kosten  gedeckt  sind,  wird  der  Druck  sei- 
nen Anfang  nehmen  und  muglichst  schnell  gefördert  werden. 

Der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Schumacher  wird 
3  Octavbände  von  ungefähr  28  Bogen  jeder,  und  der  zwischen 
Olbers  und  Schumacher  etwa  2  ähnliche  Bände  füllen.  Auf 
diese  beiden  Briefwechsel  kann  einzeln  subscribirt  werden  und  ist 
der  Preis  pro  Band  auf  3  Thaler  Preuss.  Cour»  oder  4  Thaler  R.-B1. 
gesetzt,  die  bei  Ablieferung  jedes  einzelnen  Bandes  bezahlt  werden. 

Aufträge  bitte  ich  an  mich  adressiren  zu  wollen.  Es  wäre 
erfreulich,  wenn  die  Herren  Subscribenteh  ihre  Aufträge  recht  bald 
einreichen  mochten»  weil  der  Beginn  des  Drucks  davon  abhängt 

Altena  1858  März  16.  Prof.  C.  A.  F.  Peters» 

Director  der  Altonaer  Sternwarte. 


Vennischte  Schriften. 

The  Atlantis:  a  Register  of  Literature  and  Science. 
Conducted  by  Members  of  the  Catholic  Univertfity  of 
Ireland.    N«.  IV.    July  1859.    8». 

Die  drei  ersten  Nummern  dieses  auch  rucksichtlich  seines 
nicht -mathematischen  und  physikalischen  Inhalts  vieles  luteres- 
»ante  entbalteudeu  Journals  sind  in  den  Literarischen  Berichten 
Nr.  CXXVI.  S.  8.  und  Nr;  CXXXI.  S.  10.  angezeigt  worden.  Die 
vorliegende  Nnmmer  enthält  die  folgenden,  in*  den  Kreis  des 
Archivs  gehörenden  Aufsätze:   Scientific  Researcbes.  .  Artl. 


LUerarischer  Bericht  CXXXIIf,  g 

On.tbe  a^e  of  the  Sections  of  tbe  Cone  in  the  Solution  of  certain 
Geometrical  Problems.  By  Rev.  W.  G.  Penny,'  M.  A.  (Auf  die- 
sen zwar  elementaren,  aber  manches  Lebrreiche  und  Bemerkens- 
werthe  entbaltenden  Aufsatz  boffen  wir  im  Archiv  spSter  noch 
besonders  zurückzukommen).  —  Art.  II.  Note  on  the  Thickness 
of  tbeEarth's  Crust.  ßy  Henry  Hennessy.  F.  R.  S.  —  Ein  zwar 
nicht  unbedingt  in  den  Kreis  des  Archivs  gehurender,  aber  doch 
im  Allgemeinen  sehr  interessanter,  mit  grossem  Fleiss  in  clima- 
tologischer,  meteorologischer  und  statistischer  Rücksicht  bearbei- 
teter Aufsatz  ist:  Art.  III.  Cliniatology  of  Irisbon  in  Relation 
to  the  Tellow  Fever  Epidemie  of  1857.  By  Robert  D.  Lyons, 
M.  D.  —  Auch  mlige  in  chemischer  Rucksicht  noch  erwähnt  wer- 
den: Art.  IV.  On  the  change  of  Caseineinto  Albumen  with  some 
Observations  on  Lactic Fermentation.   "By  William  K.  Sullivan. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIV. 
S.  5.) 

Ueber  die  neue  sehr  zweckmässige  Einrichtung  dieser  so  viel- 
fach wichtigen  Sitzungsberichte  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIV. 
S.  8.  Nachricht  gegeben,  worauf  wir  also  des  Folgenden  wegen 
ein  fiSr  alle  Mal  verweisen. 

Band  XXX.    1858. 

Nr.  16.  Vogel:  Ueber  die  Entmischung  des  Weingeistes 
in  Folge  spontaner  Verdunstung.  S.  261.  —  Lowy:  Elemente  der 
Bahn  des  von  Brabns  am  21.  Mai  1858  in  Berlin  entdeckten 
Cometen.    S.  ,271. 

Nr.  17.  Handl  lind  Weiss:  Cntersuchuns^en  über  den  Zu- 
sammenhang  in  den  Aenderungen  der  Dichten  und  Brechungs- 
Expon^nten  in  Gemengen  von  Flüssigkeiten  und  Verbindungen  von 
Gasen.    S.  389. 

Band  XXXL    1858. 

Nr.  K.  Starke:  Ueber  ein  kleines  Passage-  und  Hdhen- 
mess- Instrument,  welches  in  der  W^erkstätte  des  polytechnischen 
Institutes  verfertigt  worden  ist.  S.  3.  (Wir  bemerken,  dass  dieses, 
wie  es  scheint  sehr  schöne  und  zweckmässig  eingerichtete  Instru- 
ment, dessen  Fernrohr  14  Zoll  Brennweite,  15  Linien  Oeffnung 
und  eine  28mallge  Vergrusserung  hat;  bei  vvelchem  ferner  der 
Vertikalkreis  8  Zoll  Durchmesser  hat  und  durch  zwei  diametrale 
Nonien  10  Secunden  angiebt,  der  Horizontal  kreis  dagegen  mittelst 
eines  Nonius  von  30  zu  30  Secunden.  getheilt  ist,  nur  300  Fl. 
=:  200  Thir.   kostet,    wogegen    der    Preis,    %venn    der    Horizon- 
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talkreis  ebenralls  durch  2  Noöien  von  10  m  K)  SecundM  g«lhtilt 
i«t,  sich  auf  330  Fl.  =220  Thlr.  stellt.  Bei  der  gffOMen  Solidi- 
tät aller  aus  der  Werkstätte  des  polytechnischen  IiMlit«ils  w  Wiea 
hervorgehenden  Arbeiten  ]«»t  dieser  Preis ,  wie  jedec  Keimer  siehtt 
eiu  li heraus  massiger,  weshalb  IbstrunieBte  dieser  Art  alle«  Lehr- 
anstalten recht  sehr  eropfohlen  zu  werdeo  verdienen.)  —  Simerka: 
Die  Perioden  der  quadratischen  Zahlformen  bei  negativen  Deter-% 
ininanten.  S.  33.  —  Weiss;  Ueber  die  Bahn  der  Ariadoe.  S.68. 
—  V.  Lang:  Untersuchungen  Tiber  die  t)hysikaltachee  Verhäit- 
nisse  krystallisirter  Körper.     S.  85. 

Nr.  \%  Petzval:  Ueber  das  neue  Landschafts»  als  Fero- 
rohr  Objectiv.     S.  213. 

Nr.  20.  Strauch:  Auszug aus,der  Abhandlung:  Anwendaag 
des  sogenannten  Variationscaiculs  auf  zweifache  und  dreifache 
integrale.  S.  310.  —  Känitz:  Note  über  baro-  und  thermome- 
trische  Windrosen.  S.  332.  —  Haidinger :  Neueste  genaue  Län- 
gen >  und  Breitenbestiiiimungen  auf  St.  Paul,  durch  Herrn  k.  k. 
Schiffs  -  Fähnrich  Robert  Mdller  von  Sr.  Majestät  Fregatte  No- 
vara  ausgeführt.  S.  351.  —  Oeltzen:  Argelander's  Zonen-Be« 
obachtungen  (Fortsetzung).  Sechste  Abtheilung  von  19*  bis  23*. 
S.  367. 

Band  XXXII.    1858. 

Nr.  21.  Ludwig  und  Stefan:  Ueber  den  Druck,  den  das 
IKesseiHle  Wasser  senkrecht  zu  ^eraer  Stronirichtnng  ausübt.  (Mit 
3  Talein)  S.  25.  —  Grailich  und  t.  Lang:  Untersuchungen 
Ober  die  physikalischen  Verhältnisse  krystallisirter  Kurper.  H. 
S.  43.  —  Peter  in  und  Weiss:  Untersuchungen  über  das  Teaeo 
der  Flammen  flüssiger  und  fester  Kurper.  Mit  1  Tafel.  S.  68.  — 
Ditscheiner:  Ueber  die  graphische  Linien -Ellipsen -Methode. 
Mit  2  Tafeln.     S.  76. 

Nr.  22.  A  Freih.  v.  Baurogartner:  Nachtrag  za  roefneni 
Aufsätze:  Von  der  Umwandlung  der  Warne  in  Elektricität.  S.  157. 
(Der  hochverdiente  Verfasser  dieses  Aufsatzes  hatte  im  Jahrytoge  ' 
1856  der  Sitzungsberichte.  Band  XXli.  eise  höchet  lesenswertb^ 
Abhandlung  unter  dem  Titel:  »»V^n  der  Umwamllaof;  der  Wlnne 
in  Elektricität '*  veröffentlicht.  Gegen  ilie  in  dieser  Ahbandlong 
vorgetragenen  Ansichten  hat  Herr  Prof.  M  Oll  er  «p  Freiburg  iB* 
einige  Bedenken  vorgetragen»  welche  Herr  Freiherr  v.  Baum« 
gartner  in  dem  vorliegenden  Aufsätze  mit,  wie  es' «us  scheiot, 
siegreichen  Gründen  widerlegt,  zugleich  aber  noch  andere  sehr 
heacbtenswerthe  und  lehrreiche  Beraetkungea  beißigt,  die  wir  d«r 
Aufmerksamkeit  uaaerer  Leser  empfehleo.)  —  IL^sX  ▼•  &oBMar: 
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Ueber  die  Transversal -Schwinjaii^n  eines  elastischen  Stabe^. 
S.  207.  —  A  t  U :    Ueber  die  Bahn  der  Leda.    S.  258. 

Nr.  23.  Weisse:  Vercleicbmig  des  „Catatogns  generalis 
pro  1830/'  in^  Struve's  ,,Ste1laruni  fixarnm  imprimis  ttapficiafn 
et  multiplicium  positiones  mediae.  Petropoli.  185^"  mit  den  bei- 
den Catalogen  aus  Bessers  Zonen -Beobachlungea.  S.  27B.  — - 
Zantedeschi;  Delta  legge  fondanientaie  delle  ▼arge  vlbiaati 
e  delle  canne  a  bocca.  S.  290.  --r  l^er«elbe:  Lc^e  archetifü^ 
delle  verghe.     S.  301. 

Band  XXXIII.    1858. 

Nr.  24.  Blaserna:  Ueber  den  Inducirten  Strom  der  Neben- 
batterie. 8.  25.  —  Lutvy:  Bestimmung  der  Bahn  des  Kometen 
V.  1858.  S.  150.  —  V.  Laug:  Ueber  die  Minimam- Ablenkung 
der  Lichtstrahlen  dnrch  doppelt  brechende  Priemen.     S.  155. 

Nr.  25.  Knochenhauer:  Uelier  den  elektrischen  Zustand 
der  Nebenbatterie  wfibrend  ihres  Stromes.    S.  163. 

Nr.  26.  Simerka:  Lösung  zweier  Arten  von  l^ileicbungen. 
8.  277.  —  Unger:  Botanische  StretCsuge  auf  dem  Gebiete  der 
Ciilturgesehichte  (allgenieia  iikieressant).    S.  303. 

Nr.  27.  Weiss:  Ueber  die  Bahn  des  Kometen  VIII.  des  Jah- 
res 1858.  S.  359.  —  Grailich  und  Lang;  Uni ersuclnuigen  Ober 
die  physikalischen  Verhältnisse  krystallisirter  Körper  (IV.  Font- 
Setzung).    8.  36fc). 

Nr.  29.  ▼.  Lang:  CMe  Aenderungen  der  Krystall-Axen  des 
Arragonites  durch  die  Wärme,  gerechnet  aus  Rudberg's  Beobach* 
tuiigen.  S.  577.  —  Adolph  Weiss  und  Edmund  Weis«: 
Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  in  dep  Aenderungen  der 
Dichten  und  Brecbungs  Exponenten  in  (^emengen  von  Flüssigkeiten. 
8.589.  —  Grailich:  Ueber  symmetrische  Functionen,  welche 
zur  Darstellung  gewisser  physikalischer  Verhältnisse  krystallisir- 
ter Körper  dienen  können.  8.  657.  (^ir  empfehlen  diese  Abhandlung 
recht  sehr  der  Beachtung.) 

Band  XXXIV.    1859. 

Nr.  1.  V.  Lang:  Einige  Bemerkungen  zn  Herrn  Dr.  J.  Ste- 
fan *s  Abhandlung:  Ueber  die  Transversalschwingungen  eines 
elastischen  Stabes.    8.  63. 

Nr.  %  Knochenhauer:  Ueber  den  Strom  der  Nebenbatte- 
rie.  8.  77.  —  Murmann  und  Rotter:  Untersuchungen  über  die 
physikalischen  Verhältnisse  krystallisirter  Körper.    S.  135. 

Nr.  3.  Löwy:  Ueber  die  Bahn  des  Kometen  Donati.  8.207.  — 
Löffler :  Ueber  die  Methode,  die  grössten  und  kleinsten  Werthe 
uoliestimmter  Integralformelu  zu  Onden.    8.  227. 
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Band  XXXV.     1869. 

Nr.  7.  Tschermak:  (Jeber  den  Zusammenhang  zwischen 
der  chemischen  Constitution  und  dem  relativen  Volumen  bei  flüs- 
sigen Verbindungen.    S.  18. 

Nr.  8.  Czermak:  Ueber  die  Sprache  bei  luftdichter  Ver- 
Schliessung  des  Kehlkopfes.  S.  63.  —  Reitiinger:  Ueber  flus- 
sige Isolatoren  der  Elektricität.    S.  73. 


Die  Königlich   Belgische  Akademie    der  Wissenschaften   zu 
firüssel  hat  unter  dem  Titel: 

Tables  gönörales  et  analytiques  du  Recueil  des 
Bulletin"«  de  l'Acad^mie  Royale  des  sctences» 
de«  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  l'^ 
Serie.  Tome  I  a  XXIII.  (1832—1856.)  Bruxelles. 
Uayez.  1858.    (395  Seiten  in  8o.) 

ein  Clberaus  vollständiges  Inhaltsverzeichniss  ihrer  ,,Builetins'^ 
veroATentlicht,  welches  aus  den  beiden  Theilen  ^^ Table  des 
mati^res"  und  ^.Table  des  auteurs*'  besteht.  Bei  der  gros- 
sen Wichtigkeit  dieser  Bulletins  für  die  Wissenschaft  machen 
wir  unsere  Leser  auf  dieses  Inhaltsverzeichniss  besonders  auf- 
merksam ^  welches  bei  vielen  wissenschaftlichen  Untersuchungen, 
wo  es  nuthig  ist ,  auf  die  wichtigen  Arbeiten  der  Belgischen  Aka- 
demie zurfickzugehen ,  die  wesentlichste  Erleichterung  gewähren 
lind  solche  Untersuchungen  sehr  zu  unterstfitzen  geeiguet  sein  wird. 


UUrnrHckn  Strickt  CXXXIf. 


Literarischer  Bericht 

cxxxiv. 


Mathematischer  und   physikalischer  Unterricht. 

Fflr  die  preassiscben  ReaU  und  höheren  BfirgerscliuleD  i«l 
«o  eben  bei  der  neuen  Organisation  dieser  Lehranstalten  eine 
neue  ausföhrliehe  Unterrichts-  und  Prufungs- Ordnung  er- 
schienen *)•  Dieses  neue  Reglement,  welches  mit  Recht  von  dem 
ganzen  Lande  mit  besonderer  Freude  und  Genugthuuog  hegrfisai 
worden  ist»  ansffihrlich  zu  besprechen,  kann  hier  natürlich  nicht 
der  Ort  sein ;  ^ioer  vorzugsvreise  auch  der  Forderung  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  gewidmeten  ZeitschrUlty 
wie  dem  ^^Archiv  der  Mathematik  und  Physik'^;  geziem^ 
es  aber  wohl,  über  eine  so  wichtige,  so  sehr  und  so  tief  in  das 
jfi^nze  Volks-  und  Staatsleben  eingreirende  'Verordnung  rfickslcbtlich 
des  genannten  Unterrichts  einige  Worte  zusagen,  namentli<h  wenn 
es  mit  so  grosser  Freude,  mit  so  grosser,  aus  innerster  Ueber^ 
Zeugung  hervorgegangener  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  den 
gegebenen  Vorschriften  geschehen  kann,  wie  im  vorliegenden  Falle 
von  dem  Unterzeichneten. 

An  die  Abiturienten  der  Realschulen  werden  in  der  Mathe« 
matik  und  Physik  die  folgenden  Anforderungen  gestellt,  wodurch 
also  zugleich  das  Ziel  bezeichnet  wird,  dessen  Erreichung  diese 
Schulen  in  den  genannten  Wissenschaften  zu  erstreben  haben. 

„In  der  Mathematik  hat  der  Abiturient  den  Nachweis  zu 
liefern,  dass  er  auf  dem  ganzen  Gebiet  der  Mathematik,  so  weit 
sie  Pensum  der  oberen  Klassen  ist  (Renntniss  der  BeweisfGh- 
rungen,    so  wie  der  AuflSsungsmethoden  einfacher  Aufgaben  ans 


*)  M.  1.  s.  R.  CentralbUtt  für  di«  getammie  Un  Cerrichift- 
Terwallnsg  is  Prfntttts.    laö«.  Oetobeff.    S.  588. 
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m4^  Algebra,  die  Lehre  von  4eii  Poteneen»  Propettieiito,  GM- 
f^iiageO)  Pregreeeioiieii»  de/h  binemieche  Lehreata  wtt  4ie  ein- 
l^rfien  Reibea,  die  LogaritbmiNi»  die  ebene  Trigonoaletriet  Sie- 
repmietrie»  die  Elemente  derbeachreibendeii  GeonetrieJisMilytitcbc 
tQlsonietrie»  Kegeiachnitte;  ; angewandte  MaAhematifet;  iSlalik  e»d 
ilieobaaik),  aiebere»  geoi^ete  and  wiaaeaachaftliek-fcegriadel« 
JKNntDiea  beeitat,  und  deae  ütra  anch  die  elementarei>.fBbeile  der 
.V^ieeenachaft  noch  wobl  behannt  aind.  Ehen  ao  moila  FeriigkeH 
.Ibi  allen  im  praktiachen  liebea  Torkomiikeaden  Reohnengsartti, 
ioi!  ReclMieBL  mit  all|emeine»4iiiSaaen  nnd  im  Gebittvckaer  natbe- 
miltiechen  Tafeln  vorhanden  .Jeln.  Aaf  atrenge  BemdaAhmBg 
^ed  aaf  Fertigkeit  in  der  LBmamg  det  Anfgaben  iat  htk  >der  Abi- 
tnrienienpriifung  beaonderer  -Werth  au  legen. 

In  der  Phyaik  musa  der  Abitarient  diejenigen  Begriffe  ond 
^'  SAttp   and  eben  ao  in  BetreiF  der  Verauche  die  Metboden  l^es- 

nen,  welche  auf  die  Entwickelung  der  physikalischen  Wismo- 
tfi^kft  iron  wesentlichem  filhlüsae  gewesen  sind.  Bender  anf 
ISiperimente  gegr^indeten  Kemitnisa  dier  Natorgesettte^-'Moss  die 
'BeftMgung  vorhanden  aeinv'dreselben  mathematisch  zu  eiitwtckelt 
^tf  au  begrfinden ;  die  SchGler  mfiaaen  eine  Fertigkeir  darin  er* 
4HMen  haben,  das  in  der  popatllren  Sprache  als  QualMt'Gefaffti 
^iiitA  Quantitäten  auszudrücken.  Im  Einzelnen  ist  daa  SSlel:  Be- 
Mtiftfaehaft  mit  den  Gesetzt  des  Gleichgewichte  ofid^tfer  Bewe- 
^tfMg,  der  Lehre  von  der  Wtl'me»  der  ElektricifSt,  dfeih'Magne 
Umma»  vom  Sehall  und  vom  Licht. 

,  ,^  t|kl  der  acbrifUicbea  JPfüfmg  haben  die  Abitorientfm^mi^litfaa: 
;nr  .   1.    Me  LSsung  von  Vier  mal hema Hache n  Airt|WiM ; 
'  ^ '  '  a)  aua  dem  Gebiete  der  Gleichungen  zwm\feii'Gniki\ 

b)  aua  dem  Gebiete  der  Planimetrie  oder  aiii|l][tiscbM 
Geometrie ;  . 

c)  aus  der  ebeoeo  Trigonometrie;     . 

d)  aua  der  StereeoMlrie  oder  den  KegebcboMen ; 

■%    die  LOaang  einer  Aufgabe  aua  der  angewanjit^B  Mt* 

thematik  (Statik  oder  Mechanik),  einer  pkyaikali- 

achen  Aufgabe  (Optik  oder  Wärmelehre),  nnd  einer 

^  '  '  Aufgabe  aus  der  Chemie.    Letztere  darf  nicbt  zii einer 

Relation  über  einen* Abschnitt  des  Systeme  veranlassen» 

*'     '  sondern  ist  so  zu  wählen,  dass  sie  .Gelegen1fe!t,giebt, 

'"'^'^  "        Kenntniaae  aua  Versc^tedenen  Theifei^  der  CSeffite  ood 


''^'^'         Sicherheit  in  stSchfomeCrischen  Rechnungen  n  feigen.*' 
Ueberbiicken  wir  naa>  dlaao!  Aeitimmonysii»  nm  gelM'ata  «■• 
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titeraNscher  BertHli  CXXXff.  ^ 

SU  TerseMeileneff  Betradituhgen' Venmlafisung,  die  aller  lii  IM%r 
tieHammtkeU  inis  nur  su  dem  UrthdU  filfireii,  dasa  alle  Voraellitt» 
teil  ohne  u^tumabme  m  jeder  BezielMiilg  im  buchäten  Grade  zweei- 
misMfQ  md  «itd  su.  dem  lebliaftcetea*Oa1ike  gegen  die  borhe  Uiftlfclh 
wobtabebirde  -ttitd  Alle,  die  denaatben  bei  der  Abfaeanng  tJia 
neuen  Re^letoients  rathend  zur  Seite  gestanden  babeti ,  aufferdeMk 
Der'Untecasiabnefte  darf  von  aeiaen  €ltandpunktie  aua  ei»  aoMMia 
UnlbeiKi.  ebne  irgend  %relcbe  Miaedeülajig  an  beffirebleu,  uni%e 
aber  «ndcato  unnmvmndener  auaafifeehen»  weil  er  «inea  Tb-erta 
bei  demfiEMaa»  deä  neuen  llaglenlMle  aucb  uicbt  inv  Ebtfernfte* 
afei»  belbeiKgt  geweaen  iat  nnd  beHMTiligt  aeia  konnte,  dagi6g#a 
aber»aAera>  Tbeila  darin  ilorcbf^agig  die  Ciruadafttae ''«lli 
maaaagebend  betrachtet  worden  aihd>  die  er  eelbat,  wie  anftneiÜfc 
aame  Leaer  de«  Arcbiva  aicb  gewinn  erinaeni  werden»  bei  aefar 
vielen  Gelegenheiten  ala  die  aeini^en  anageaprooben  und  gelt^iB|4 
su  machen  geaucht  bat 

Was.fsuerat  das  geforderte  Maaaa  mathematischer  und  pby-» 
sikallscher  Kenntnisse  betriß,  so  ist  dies  in  allen  Beziehungen 
richtig  getroffen  worden,  und  namentlich  durfte  man  in  den  gesteif* 
ten  .Anfordernagen  nach  unserer  Ansicht  nicht  einen  Schritt 
weiter  .gjeben,  ohne  den  Schaler  in  Regionen  der  Matbemiittfc 
au  fuhmi,.  weiche  eine  ffir  seinen  geistigen  Standpun&t  'v\^i 
mehr  g^eig^ete  Abstraction  der  JBegciffe  fordern«  Dasa  alao  4^ 
frfiber*  (iftefs  laut  gewordenen  Forderungen  vieler  RealaebnUfb« 
rer»  — i^  denen  wir  bekanntlich  an  nfcbt  wenigen  StaUen  .dea  Ar^blfll 
stets  so  energisch  wie  möglich  entgegen  getreten  sind,  —  auch 
die  Btftaeifte  der  sogenaantea  boberen  Analysia  m  den*IJliter- 
richtsbfim  der  Reajsebulea  aubu^cibniienf  nicht  Recbnang  getra- 
gen worqen  ist,  dagegen  aber  manches  Wichtige,  was  frClher  un- 
beachtet  gelasaen  worden  war,  geböhrende  Beriicksicbfigong 
gefandetf  bat,  liefert  einen  für  uns  Tm  höchsten  Grade  erfreulichen 
Beweis,  mit  welcher  Weisheit  die  hohe  Unterrichtsbeburde  den 
Werth  des  mathematischen  Unterrichts  keineswegs  unter-,  aber 
auch  niebt  fiberschätzt  Die  Aufaabme  der  Kegelschnitte  in  den 
Kreis  de^  Cnterrichts  ist  im  höchsten  Grade  erfreulich;  denn 
woher  soll  der  Universitätslehrer  Beispiele  einzelner  Curven,  deren 
er  bei  den  ersten  Anwendungen  .^er  Differentialrecbmi^g  so  aebf 
bedarf,  hernehmen,  als  aus  dieser.  Lehre.  Eben  se  aweckmäaaig 
ist  die  Aufnahme  der  Elemente  d^r  analytischen  Geometrie,  Qn4 
wer  sollte  sieb  nicht  aufricbtigat  freuen,  dasa  auch  endKob  det 
fOr  alle  prekiiaoben  Fächer  sp  lii^er^us  wichtigen  ^  aber  au^k  aiia^ 
aerdeai  aebr  weseatliebe  geistige,  Bitdungselemente  enthaltenden 
beaebreibenden  GeometHe^  womit  natürlich' auch  andere  graphische 
Daretelhii^smetbodenj   wie  Pe^p^ctire,    SchatCetKonotk'ndfoiicn^, 
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4  Üferarikt^'lieHM  CXXXff, 

» » 

Kecbnung  getragen  worden  WC  -   '■*"' 

-  n,«  Was  ferner  die  Physik  üeirllTt»  so  ist  auf  ditf  sokiJteMBte  an'- 
gewandte  Matheoiatik:  Sh^mund  Mechanik,  GberliaAll'mid  itt 
;^||^(9mei|ien  aber  darauf  be*vondärer  NacRdi'ück  gefegf .' Horieft, 
4{llbs.ui  der  Physik  das  inat^matische  Element  unA^'^mf 'mathe^ 
«Irische  Behandlung  vorherrschend  sein  soll,  wobeF^Ubfigens 
cfiiössr  auch  dem  Experiment  gebShrend  Rechnung  göliFsgeii  and 
derpselben  sein  sehr  wohl  begründeter  IWerth  erhalti/ti  Ueibea 
soll  und  ninss.  „Der  Schuler  soll  aber  bei  d«r  äbf  Expe« 
vifuente  gegründeten  Kenntniss  der  Naturge8%t^i!' sich 
Jke  Befähigung  erwerbsji^  dieselbeo  mathenii^iisch  su 
sbi^wlckel«  und  su  begrCI»deo;  er  soll  die  K^rtlgkeit 
etnfe.ffben,  das  i«  der  p^^ptollreu  Sprache  als.  Qualität 
i3»fasste  darieh.  Qua«tit4iieo  auszudrücken;  e#.«oll  ia 
dev  Chemie  Sicherheit  in  stochiometrisch^RiR^eiinQB- 
^mm  e^«f  arbea  haben.'*  Miebts  kann  dem  Unterseicb^ieliNi  mehr 
MS  der  Seele  geschrieben  «ein»  als  dieses;  halten, j|Ua:Lebrer 
mA  streng  an  diese  überaus  .weisen  Vqrschrilte9,  »0^  vrir4  der 
erfreaUchste  Erfeig  des  in  so.vialen  Beziehungen  jw^iehCyn  phy^» 
sifcUiscben  Unterrichts  gewiss  inicht  ausbleibe»»  ^n.>-.. 

y-^y  Nichts  kann  -endlich  mehr  ^stfreaen»  als  dasa  aof^die  apfreage 
It^^eisfäbrung  fiberallder  grdssle  Werth  gelegt  und  dm«ibe  als 
dt^fate  Grundbedingung  firfraelKbriag<endes  Gellageadeaaiatliania- 
tfarehen  .und  physikalischenViiten«chts  überall  an^rkaant  wnsdea  tat  *> 

*)  Im  tehroffiiteD  Oogestaüe  sa  dem  Otiii^es,  •MI  sa«li^  siasr  Ter- 
f jigimg  des  Kurfarttlicb  HetMoheo  Minitlerism  dos  lonem  Tsni  9R.  F** 
broar  1843  ««d^r  Usterricht  in  der  Matheimtiik  aas  dem  GehieC  der 
Abitraction  entfernt ,  vielmehr  inA^Kchat  cMM^^t  snd  anichaali^  K^Imü- 
ten,  and  von  den  Lehrern  der  MntheroatilK  «oil  darauf  Redacht  S'enai- 
ni^n  werden,  den  Schülern  suoächüt  Ia  der  Arithmetik  eine  yen&gtade 
IT^iiiing  Sil  geben,  am  nicht  <o •  sehr  dae  Wis-een,  all  das'kesaes 
der'^cbAler  auf  dem  Gebiete  «n  ersielen,  dat  dieeellien  xa  bsherrech— 
im*  «{Hilde  eind.''  -*  Supieati  sail  Wir  hoffen  snr  Ehre  der  JKarheesi- 
Sfihfs  Regierung,  da««  diene  Verordnung,  von  welcher  wir  Jm^iArchiv. 
VW«  V/ S.  2TS.  ffchon  »aii^ten :  -„SfUen  i«t  v«ibl  eine,  de«  ^sht]|t  Weeca 
'etA^  Wiaeenechnft  "und  deren  BedeiOuni^  für  den  Schulunterricht  ,e<i  dorch 
tl|a4  durch  verkennende  Verordnung  erlassen  worden",  jetxt  gana  and 
gar^dar  VergCMenhett  anheim  gegeben  worden  Ist,,  nachdem  aasgescich- 
af|e  ^üetsische  Lehrer»  x«  B.  der  treiTliche  6r«b«  in  Cassel  in  der 
Schrillt  Ueber  die  Be^schriakung  des  niaiheroa tiscfaes  Fn- 
tecricht«  anX  den  karhesaiachen  Gjmaaalea«  Mairbarg.  IMS. 
beslimrot  gcnn^  g«g«"  «"d  aber  diesalbe  snJi  anssnapracheä  htkmm 
AlMtand  gCBiMiMitea  liabea« 


iUermriseker  Berif^  flXJflf.  jj^ 

il^\|7iit»rj(eieliii9te  Ul.  .d«r  Jüfi^piqig«.  «I«m.^  Lehrer  der 
Mathematik  und  Physik  aaf  UniveraltSten  und  höhercD  technischcA 
Lehranstatten  .lückaichtliGh  der  Vorbildung  der  «ich  su  weiterer 
AuaMMi^jK  ihnen  /.un-endenden  Schüler  fetzt  nickt  mehr  wefd^n  Ver- 
langen un4  wfinscben  kiFtiBen  und  därfen,  wenn  m  deir  genannlfS 
Wiaaennpbaften  von  den  RealachuTen  aHes  das  ge^ei8tet  nHni) 
wa«  ihnen  Jetzt  mit  der  gruasten  Vveiaheit  und  Umsicht  zu  fei^ 
sten  aufg^jegt  worden  ist.  Denn  All^s  scheint  uns  in  dieser  fiNJ« 
ziekung  f^i^f  den  preussisehen  Realschulen  von  nun  an  so  trelTRch 
geordnet  i^iid  geregelt»   dass  vernünftigerweise  kaum  noch  etwai^ 

zu  wiinsji^^  übrig  bleibt. 

• 
Solleir  liun  aber  namentftch  utfaere  UniversitSten,  ^wiedeol^ 

Torausg^^effet  werden  niues,    auch  ^haniitsfichlich  mit  den  Zwtiitf 

hahen^  tlR:hfige  Lehrer  flßr  Hymnät/kfh  und  Kealsehulen  in  bttdeiH 

so  werd^  sie  steh  auch  ang<4o^'»^  sein   hissen  müssen»   dasü 

kfinflig  Auch  >  Vorlesutigeii   über  beschreibende    oder   deseripliv^ 

Geomelrie^und  lindere  verwandte  G«^nstände  sieh  in  ihren  Leetieotr 

catalogert' angekündigt  Gnden,  wair  bisher  wohl  nur  höchst  «elltii 

der  Fall'  gewesen  ist.    Und  wegen  ties  nun  in*  schönster  Wdute 

geordni^fen  physikalischen  Snterribbtir  hUlt  der  t}nterzeichnete.«itie 

früher  bereits  imroer^   um  so  mehr- jetzt ,    eine  Vorlesung -fibUr 

Mechatfiky    Oberhaupt  über  den  ganzen  mechanischen  Tbeil  der 

Physik  MV  elementarer)    aber1'9^r€ng  mathematisch  k^ 

grdndcrtef  UarsteMung»  neben  den: B*türlteh  sich  von  selbst  verslef* 

bendeti  Vvrlesungen  über  höhere  oder  mnaly  tische  Mechanik,  fSr  uß^ft 

dingt  nofhwendig,  und  bekennt  gern«  dass  er  selbst  schon  früher 

oft  den«  grossen  Nutzen  einer  soleben -elementaren  mechanischen* 

Vorletfung' für  seine  Schüler  mit  Freuden  kennen  gelernt  baUr/-. 


>i  \  •  / 


Mqg/9n  jetzt  nur  alle  Lehrer  eifrigst  dahin  streben,  ihren  ,pn« 
terricht  if\  einer  4em  grossen  Wertt^e,  welchen  di^  hohe  llnter- 
richtsbeborde  den  herrlichen  Wissenschaften  ^  welche  diese  Z^it.'^ 
«ehrift  ^vertritt»  beimisst  und  die«e  ihre  Ansicht  durch,  da« 
besprochene»  in  allen  Beziehungen  treffliche  Reglement  OiTentlMk 
ausspricht  und  an  den  Tag  legt,  vollkommen  enisprecbehden  W0ietf 
zu  -ertheilen.  Dahin  durch  da»  Obige  zu  wirken  ist  der  eifrigiite 
Wunsch  den  Unterzeichneten  und  die  hauptsächlichste  AKsisbl 
der  obigen  Zeilen  ^  denen  nur  noch  die  Verskherang  hinzugeftlgt 
werden  mag,  dass  das  Archiv  alien»  die  Verbesserung  des  ,nMitW 
tfiiatischen  und  physikalischen  Unterrichts  im  Auge  habenden  Auf- 
sätzen wie  bisher  aach  fernerliii)  in  dnr  bereitwilligsten  Wetse 
offen  stehen  wird.  '"  -'  .  .  .4  ^» 


Grün  er  t ' 


•  Uterartscher  Bericiu  CXÄXIV. 

li   €Stefifckfch«e  der  lifuthetaialik  infd  Phyllk. 

^mtlicber    Bericht    filier   die  vier  uti«!    drelitsigsfe 
Vjersamialvng  deutscher  Naturfomcber  und   Aerite  ia 

SVrUrahe  im  Septembtr'1868.  Herau«ges;eiieii  Von  den 
^e9chlift«fiihrern  derifiellien  Ei«enlohr  lind  If^lx.  Mit 
d^Üafeln  und  16  Hokschfiltten.  Carlsruhe,  Ulilller^scbe 
HofbDchhandlunff.    1859.    4. 

Ab  wir  in  dem  mit  dem  vierten  Hefte  des  vorbivf gehende« 
Theila  unaers  Archive  emcMenenen  Ltterar.  Berichte  Nr.yCXXXIl. 
da«  ,, Amtlichen  Bericht  Gbei  ,4ie  XH-el  ond  drüsigste.  Vereanim- 
htbg  deMtscher  Naturferscbe«  nad  Aerste  vom  Jahre  1.V59V  aasa- 
»aifaa  die  Freada  hatten»  «loliloaaea  wir  uaaeren  Beri^  mit  dem 
W^nache«  bald  anch  den  AnM4i<:hen  Bericht  (ib^r  die  ;VQ9:jfibrige» 
Ml»  ao  yielea  Beaiehaagen  aebüiia  und  wichtige  CarUjBibar  Ver- 
iliauBioog  anieigen  an  künaaii.  Früher  ala  wir  glaabea  und  hoCeo 
Imaiüaa»  ist  oaaer  Wonach  ia  EnfSilung  gegangen ;  deai^afhoa  jetat 
lidlKt  dieaer  Bericht  über  die  vorjährige  Veraamml«|}&(ia  einem 
ioJilar  trefflicbaten,  nichta  aa.wfiiiaGhen  Cbrig  laaaen^ea  Weise 
aaagaatattetea  Qofirtbande  ver  ana.  In  der  That  «iad  dfir.  Fleiaa 
Mi  dia  Auadaver  der  beiden.  V4ßrelirten. Herausgeber- W«, Et aen* 
lehr  und  Volzy  die  sich  schon  durch  die  Leitung  der  V^rsamoi- 
kmg  «falbst  um  4kw9  un4  ay#^(4i^bei,Auw^en4enfi^j^^|l^ verdient 
gemaeht  hallen,  wabrbaft^mi  MnrvaderOf  daaa^  lo^Ji^,J(|ivaen 
2«M  eiaea  Jahres  ein  so  umlui||seiciM|ii«  lon  der  ffunaeibl^r/Mmim- 
liti%  ein  so  interessanten,  leüllos vollen  Bild  gebendea  -Werk  «u 
Stande  brachten,  was  gewisa  auch  nur  dadurch  m(^licb ^fteweeeo 
Ist,  dass  sie  von  der  MCiller^'aehen  Hof  buchdruckerei  iftad  den 
Sehtirden,  welchen  dieselbe  vielleicht  unterstellt  ist,  in  jeder 
Wdse  bereitwilligst  und  kr^ffigfet  unterstfltzt  wurden.  "iMe  Wis- 
senschaft kann  für  solche  neiie.\Aufopferung  von  Zelt,  Kraft*  und 
AfQbe  allen  bei  dem  Zuntandebringen  des  schönen  Werks  Beth ei- 
Hgt^n  nur  ihren  wärmsten  und  innigsten^  Dank  sagen.  Wir  ab^r 
aprechen  unsere  lebhafteste  Anerkennung  der  TrefflichkeH  des 
Werke  in  den  kurzen  Worten  aus:  dass  es  nach  unserer 
ir^Hkemmensten  (Jeberzeugung  in  keiner  Beziehung 
Irgand  etwas  zu  wflnacben  dbrig  läast,  und  wollen  aan 
tMaeben,  seinen  Inhalt,  insofern  derselbe  in  den  Kreiaunaera 
Aftbira  gehört,  im  Folgenden  ansngebeti.^ 

;  .\  «Sahen  früher »  al«  viir  dic^.jrcbune  Eröffnungsrede  d^s  .treff- 
liebcfn  W*  tiaenlohr  in  thl.  XXXIL  S.  140.  unaeri^ , {^eaen^ 
mittbeilen  au  können  die  Freude  hatten,  hal>en  wir  «na» mit  dar 
wsirmaten  Anerkennung  Ober  die   grosse  Schönheit   and .« w iaaea* 


UUrariseker  Beri^  fiJXXJf^  Iß 

«ehdUioh«  B^^iilmg  d«r  Cu1mil|OT|Venia9idikiig  «iiibgfeftodiitü.. 
Ittiiess  siimI  'alich'  tod  niMicheo  Awren  Teraaniinriitigeii^)  fK» 
dakei  Bi^^iigte»  mit  ninigem  Dii4|^ffir  das  ihn«»  Geboten^  und 
die  ihnm  ^ei^orden»  Kiaciettscli<iftlic^.Jinfegii|ig  «od  ErfirWch^nii 
g€»cliie4^%«^  .Dagegen  steht  alicf  piij^^iier  Beaiebiuig  die  G^i 
iplief  Ver^mnJMng  eiaaig  ia  ib,i;fB|c  iirt  da»  weil  eioer  der  e^  ^ 
ateo  deafaclifn  Ffiratea  seine  AMi^ftDUfig  der  beben  Bedettiijai| 
der  Naturwissenschaft  in  einer  jedes  für. diese  göttliche  Wisseo^id^' 
warm  schlagende  Herz  wahrhaft  erhebenden  Weise  dadurch  oifent- 
Seh  ansifM^h  und  kuud  gab,  das^^er  nebst  seiner  erlauehfen 
Gemahliii  hat  bewondernngswärdiger^Airsdauer  den  Verbandlüngi^fr 
von  AnT^ng  bis  zu  Ende  persunflch  beiwohnte»  und  denselbeb 
stets  mit  der  gross ten  Theilnahme  folgte.  Dies  ist  eine  (firstibrhd 
Tbat,  dei^ft  sieh  die  Wissenschallt  wlArhaft  freuen  kann  und  anftass 
dieselbe  wird  zu  einem  historische^  Factum,  welches  ewig  intdM 
Annalen^'der  Wissenschaft  verzeleMMt  au  werden  verdient,  desto 
mehr,  jW  ileltener  im  Allgemeinen  eolehe  Beispiele  hober  f&nN^ 
lieher  G^illnnng  sind.  Wir  dOrfeot  hier  nicht  mehr  sagen,  >iini 
nnsereft'L^em  die  Freude  nichtzir  schmälern,  die  sie  aus:,^f 
Lectfir^'iles  schönen  vorliegende^-  Werks  in  der  angedeullitcn 
Beziebtftig  schöpfen  werden.  Die  grosse  Aufopferung  der  bddea 
Geschtn^fbbrer  und   das  Entgegenkommen   aller  Behörden  Uns 

*)  InfCereMsat  ist  ii»  aal  8. 9.  gei^Üese  VeneishBlai  aller  Mb  Jettl 
•tattgehal^ra  VereammluDgen»  4t$Un  Mttheihing  aa  dieeen  Ortn.eiJr 
anaem  liea^iH»  nichl  vorenthalten  ktamt  Leipsig  1892»  Halle  WSX^ 
WuttlH^  t8M,  Frankfurt  a.M.  18^,  Dresden  1826,  Mfiochea  Iß^U 
BeHhi  1838,  Heidelberg  1828,  Hambnrg  1830 ,  Wien  1832,  Breelaa  18|8. 
Stattgsf«  1884,  Bonn  1885,  Jena  188^,  Prag  1837,  Freiburg  I.  B.  1888, 
Pjrrmoilf  1839,  Erlangen  1840,  Branptcliweig  1841,  Mains  1842,  Qrala  ' 
1843,  ^rpmea  1844,  Kürnberg  1845,  Kiel  1846,  Aachen  1847,  tUseq^- 
bnrg  1849,  Greifswald  1850,  Gntba  1851 ,  Wiesbaden  1852,  Tübingen 
1853,  Göttingen  1854,  Wien  1856,  Bonn  1857,  Carlsmhe  1858.  — '^i|ls- 
gefallen  )st  die  Vertamniliing  also  nur  xweinial,  nämlich  18^1^ 'Mid 
1865,  beidenial  der  In  der  betreffenden  Stadt  herrschenden  Cholera  #tf|^li, 
was  nat^rlleh  eia  sehr  triftiger  Crrnriif  lur  die  Aassetcnng  der  Vefl^üMif*- 
lang  war.  Desto  mehr  ist  es  so  hedaaem,  dass  man  in  dleeem-^JÜl^- 
(1859)  dhr  Versammlung  In  KonigsVef^  *■<»'  Musfallen  lassea;  atfeÜdani 
der  FfUrAii  v«n  Villafranea  im  Jnnt  >||fMtobleseen  war,  sacht  man  iasdar 
Thal  TaVgeblieh  nach  Irgend  eiaem  triftigen  Grunde  für  d^  AadbHan 
einer  erst  im  September  ataltfindeadan'Veieammlang,  die- gerada  Jn^ilil* 
•em  Jah^  durch  ihre  grosse  dfentvche  Bedeutung  gewiss  das  Ihrige  an 
der  sehr  in  wunschenden  Ansgleichuii«r  verschiedener  bedanerlichar  U.if* 
ferensbn'ln  Dentschlaad  beigetragen  ^hieben  wurde,  weshalb  der  FaMbi 
es  am  •%•  mehr  beklagea  mnse,  data  die  Versammlung  gerade  la^^ia* 
•em  «Nhre  nicht  sn  Stand«'  gelro^romra  i^t*  C^^  i 


8r  IMtfOrtgcf^,  M^icIU  CXXXl  Y. 

» 

Staat«  inid  der  Sladt  and  at)f^  CBr  Matonyjampäigliäftbiaifc  \ffmi 
mieresanenden  CarkruherCfifi^rteD»  d«r«n  Zaiili«tiie  ««kr  grotse 
m,'  bei  dieser  Ver»*aiiioifu9§s^^t  zo  belcannl^  ala  dana  darfii»er 
^^r  hocii  etwas  zu  »a^en  v^li^g^  r  Absichtlich  bah«u  wir  iwMer  ditM 
unsere  Anzeige  unter  die  Rg^yf^f):  #«  Geschichte  der  MntheHitilr  aad 
IPnysifc'^  geatellt,  weil  wir.^^  die  Carlsrafaer  VfrpjnmlaBg  ttt 
ein  wirkliches  historisches  Ereigniss  halten. 

W.  Eisenlohr's  scbai}<^  ErOflnungsrede  haben ^uriT)  a.a.0 
schon  Tollstfindig  mitgetheilt.  Die  Redendes  zweiten  Gefchäfb 
(&hteT9i  Medicinalraths  Volz\  über  das  Ver)iältni<i.s  der  Medicin 
Rüder  Naturwissenschaft/ ist  interessant»  gehurt  aber' nicht  in 
dei#  Kreis  unserer  Zeitschrift.  '  Als  allsemein  interesjsänce  Redeo 
Heveichnen  wir  noch :  Bannigiirtner  von  Freiburg:  ^eberdie. 
Bedeutung  des  Menschengeschlechts  in  den  Werken  der  Nchupfung; 
-—  Erdniann  von  Leipzie/  Ueher  das  Verbä'ltniss  der  nator. 
wissenschaftlichen  Forschung  zum  religiusen  Glauben;  7-  ^cbaaf- 
lia*dsen  von  Bonn:  Geber  den  Zusammenhang  der  Natur- und 
Lebenserscheinuntren  ;  —  Eimer  von  Langenbriick e'n.^  Ceber 
das  Gottehbewusstsein  in  der  Naturf'orschung.  Diese  Keaen  sind 
vd'Mständig  mitgetheilt,  und  solche  können  wir  hier  begreiflicher* 
W«toe  nur  namhaft  machenr  -^'In  der  dritten  allgemeinen  Ver- 
naittmluns  machte  der  erste' tjieschfiftsfübrer  W.  Eisenlobr  die 
If9etist  erfreuliche  Mittheilung/  dass  Seine  Runigliche  Hoheit  der 
CXl^sherzou:  zur  Erinnerung  aii  die  34.  Naturforscher- Tersanindone 
elii^  zur  Vertbeilung  an  sämmtliche  Mitglieder  und  Theunehnier 
bet^t  liegende  Medaille  habe  prSgen  lassen ,  und  schioss  dana 
die  ^enkwilrHige  VersammluVig  rtiit  überaus  gemutbreich^  Wor* 
fetty  die  Jeder  in  dem  Werke  selbst  mit  wahrer  Freude  und  Rub- 
mti^  lesen  wird. 

Die  Zahl  aller  Mitglieder  und  Theilnehmer  war  U04,  eise  Zahl, 
\v\  deren  Höhe  schon  allein  wabrlich  Beweis  genug  ffir  die  Be- 
dei^tiun^  der  Versammlung  liegt»  wenn  dieselbe  nicht  schon  ander- 
weitig, g^nug  constatirt  wäre*  Interessant  mag  es  fiSr  manchen 
unserer  Leser  sein,  dass  Herr  A.  deCaumont^  fondalenr  da 
eoDgr^s  scientifique  de  France,  in  der  Carlsruher  Versa^lon|( 
peaitalich  atiwesend  Mar;  und  deren  Mitglieder  in  einem  beson- 
ile»ett>  in  der  dritten  allgemeinen  Sitzung  mitgetheilten  Scbreibeß 
sur  lebhaften  Theilnahme  an  dem  congr^s  scientiB^ue  auAorderte; 
dtfrsHbe  wird  ini  J^ahre  1S0O*'*2^  Cherbourg  vom  Isien  bis 
Mhen'  ^eptend>er  gehalten  werden.  Wer  mochte  nicht  gern  die^e 
Vefsanindung  in  einer  namentlich  durch  ihre  pressen  Marioe- 
Ktablissements  jetzt  so  ungemein  wichtigen  und  merk würdigi^n  Stadt 
besut^en!     Deshalb    wird   vielleicht    für   manchen  um^ er., Letter 


LHermittlUir  BtrfCtn  CXXXif. 


4ke.folpmi^  MMtheiMyi;  des'Heitll' t>airro«nt  interMMiitaeiii: 
pfli9M  etefliilii«  de  fer  frisiifaUi  äccötid^t  r^nfse  de  moilitf  p^'or 
«tter  et  reVeoir  4  teds  lee  nfemblvir|rtorteiir4  'de  eartes:  ceii 
eerles- eeift  d^pee^ee  3  itimräFaTahce  ii  IParin»  hie  Ri<:lieiieaTO 
e*MilMMey  7;'  eliee  eodt  d'airt^lMt  Ureee«es  k  tem  qui  Im 
nkhuatalBd^^edf^taire  gdBdVWF  du  eongr^a*)*  * 

Von  den  in  den  Kreis  dea  Archivs  gebSrendea  Aii(aitzea 
thoB  wimauH  Doeb  der  folgenden  EtWaKnung: 

Zur^  aiteaten  Geschichte  der  Zahlzeichen»  Von  Canto^H^ 
Ueber'die  neuen  Tafeln  von  Wolfers  aur  Redaction  der  Ol|r^ 
der  Sterne»  als  Fortsetzung  der  Tabulae  Regiooientanae  von  Btlif 
sei.  Von  Argelander.  —  Ueber  den  Fläobeainhalt  der  K^g*!^ 
Zone.  Von  Es  eher.  —  Ueber  die  verschiedenen  KrOnuuayi^li 
m  einem  Punkte  einer  Fläche  zweiten  Grades.  Von  Zeelf»  -* 
Deber  seine  Ausgabe  der  Werke  Kepler's.  Von  Frisch*  r->  üeber 
die' ReductioQ  der  partiellen  DifferentialgleichoDg  der  ersten  Ofdb« 
iiung  mit  II -fl  Veränderlichen  auf  eine  Differentialgleicbuog.  der 
nteo  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen.  Vob  Weile.r..^;-t^ 
Ueber  ein  neues,  von  ihm  erfundenes  Photometer  fvir  die  Be^flp^ 
roung  der  Lichtstärke  von  Fixsternen.  Von  Schwerd.  —  Vgt^f 
Objective  zu  photometrischen  Zwecken»  Von  PetzvaL  (Nur.kttfiBe 
MittbeiluDg.)  —  Ueber  Linsen  «tnd  Linsensysteroe  zur  B&tJfß^f^ 
tun^  der  Farbenringe  im  polarisirteo  Liebte.  Von  IfteuscJliu.,^^^ 
vorz^licher  Rücksicht  auf  das  schone  neue  Polarisations  -  Ini|||[j|^ 
inent  von  Nurrenberg,  mit  dei^sen  feiner  Constructjon  es  üri^* 
lieh  ist/,  in  Krystallen  von  der  Feinheit  eines  Haares  Q,Ofcft  idto 
doppelt  brechende  Polarisation^richtung  und  selbst  die  Jn^ei» 
Structur  mit  Hülfe  der  sichtbar  werdenden  optischen  Erscbeisiii^« 
gen  zu  erkennen.)  •— •  W.  Eisenlohr  zeigte  im  physikalischen 
Auditorium  seine  schone  Methode»  die  Wellenlänge  der  unsicht-: 
baren  oder  brechbarsten  Lichtstrahlen  zu  messen,  so  wie  "die 
schUoen  Erscheinungen  9  welche  sich  theils  durch  objective  Klar- 
stellung mehrerer  Beugungsspectra  ^  theils  durch  ihre  Zerlegung 
hervorbriBgen  lassen.  <i>««^    • 


üie  übrigen  physikalischen  Aufsätze  beadeheB 
auf  Elektricitäty  Magnetismus,  Gaiie,  u»s.w.9  nämUcb:   Ueb«s«di» 

*)  Der  lleraa<g«ber  wird  m  immpr  für  Mine  Pflicht  halle»v*Ml«Be 
Mitibeiiangen  im  IntereMe  der  Le«er  und  der  Wiaccnscliafl,  wo  .eie}«i(äH 
ihm  darbieten,  %n  machen.  Die  Genf  ml  -  Sekretaire  für  dea  Coogi^f  iil 
Cherbourg  «iiid :  M.  BeiiuTa,  uharmiicien  major  de  la  roarii|Qt.(Ba4^ 
|e  Vicomte  Du  Moncel,  vnii  denen  also  diö,  eine  Reite  nach  Fraofr^ich 
sehr  erletrhternilen  Karten  sii  erhalten  »ein  werdeiH 


ip  imrmiicAf^^  Mfficki  cXXXif, 

^/|el«ia(i«»iu  *-^  V«ff9lf|ciMi9^  dem  f lektroatatiscb«!! ^^ l^adfe- 
neipa«  Mt  ckn  #l«lafo4]rttwi%ff|lr o.  Von  ▼.  F  a i  I  i  ts«c^  ,r-  Ver- 
fahren «iine  bedeptesde  Anhäufung  der  Blekiricitit  ••  dfn  Eadea 
eiller  kidttctionsepifale  kn  Wege  sa  bringen.  Von  Bvllgen  ^ 
Üeber  die  Moleciilarbewegüil|^  In  gaefftroitgen  Koriperb.  Von 
Cfaüsins.  -r  Defoer  niagnert^<^e  Adhaeaion  und  nerc^Bfektre- 
tö^^ete.  Von  NickUs.  (Fhn'zdsiseh.)  —  Ceher  e1ii''e1ektro* 
cbi^ischea  Chronoacop.  Vb^'Uessler.  —  Ueber  ^^^efektri- 
edien  Apparat  Von  B  e  1 1  i.  (FnitH^bch.)  -  Ueber  die  phyalkaüeclie 
VMlithe  der  Hamonie  nnd  Dtaharmonle.  Von  Helmb'^lfs.'«^ 
ü^r  die  WlMebitensftit  im  9|^eetnrai  ebiesGlaci'  undf^lMghdi- 
pHiiina.  Von  Mtiller.  —  Ueb^lr  das  Spectrum  den  4<tektffacMen 
&l<Aia  in  Crelaeter'achen  RMireri^tfiid  fiber  eine  nerkwinilge  Wir- 
knng'  eine«  Magnets  anf  das  Licitft  an  der  negativen  Elektrode  der 
e^aalefscben  Rubre.  Von  Ftficker^  wobei  Dove  ein  Mittel 
a'Agafo,  die  elektriaehe  Natar  thlts  Ni^dlichts  optisch  an  etfttod>eideiu 

'  *  AI 

'  f m  physikalischen  Audiloriutn  der  pbiytecnniscb^if'  "Scfbule 
ieigte  Ruhmkorff  aus  Parfs  den  Hlr  das  physIkarischeVabinet 
dieser  berGhmten  LehraostaU  auf  die  Zeit  der  Naturforscher- 
Versammlung  bestellten  grosise'n  Inductions  -  Apparat  vor,  ond 
steffte  damit  grossartige ,  allgemein  (Iberraschcnde  V^sfiche  an. 
Mittelst  einer  Batterie  von  40  Grove'scben  Elementen  und  einer 
Kleist'scheti  Flasche  von  2  Qiiadratfuss  Belegung  erzeugte  er 
un^r  Anderem  Funken  von  10— -15  Centimeter  LSnge.  t^en  Ist 
daran  die  Ankervorrichtung ,  IlSdem  die  Unterbrechung  des  Stro- 
mes äurch  einen  Elektromagnet  und  ein  Volta'scbes  Element  bewirkt 
wiräT.^—  Man  sieht  auch  in  dieser  höchst  dankenswerthen  Ver- 
anstaltung einen  Beweis ,  wie  sehr  von  der  überaus  th&tigen ,  eifri- 
gen und  umsichtigen  Geschäftsführung  Altesaufgeboten  wor- 
den war,  um  der  Versammlung  in  jeder  Beziehung  eine  Wahrhaft 
ivifsenschaftliche  Bedeutung  zu  geben  und  zu  sichern. 

.:  Möge  den  Herausgebern  des  vorliegenden  schönen  und  wich- 
tigen Werks  für  ihre  grosse  ^nd  vielseitige  Aufopferui^g  nach 
allen  Seiten  hin  der  reichste  und  wärmste  Dank  von  allen  wahr- 
haft ^^ieaeiischaftlicben  Minnem  in  reichlichstem  Maasse  wa  Theil 
werden V  was  gewiss  nicht  (shien  ward,  wenn  alle  den  Werth 
solcher  Aufopferung  so  zu  schätzen  wissen,  wie  der  ua^rseich- 
aet^  Herausgeber  von  sich  aeib^tigem  und  aufrichtig  kek^ßt 

t    .  Grunert. 


üiber  Zahlensysteme  und  deren  Geschichte.- Voi 
Joseph  Krist^   Prefessor  an  derk.  k.  Ober-Re«4sahal 
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SU  Or«1ü  (Vierter  Jahr^sb^rteht  der  k;  k.  Ok«it-R»lil« 
•chiilfrMer  königlichen  freiet^  üevpUtedl  Ofen.  A'in 
Selilifsäl»  dee  ScbnljalrrefffSM  Ver8fretiUicht  vonrIM« 
recUr.)    Ofen.  186a  ^a;*« 

DeCi^^^err   Verfasser   i%B   wUmenschaftlichen    Theils   di^es 
leeppsiterjjfc^ee  BtQ^wanß  hat  q^^i^,<iiier  kurase  Eioleiteeg ^so»- 
erM  in^df^r  Abtibeilung  1.  die  allgenielne  Theorie  <der  J^^hX^xm^Mlli^giut 
In  (ehrrfk^r  Weise  entniokelUi^  IBVcb.  die  gegenseitige  VerH;fi^n 
Iwg  dfir- j^hlensyeteme  mit  ve^i!ff||ie4«iten  firundzaUen  19  fAPßßr 
der  sehr,;4^Kcb  eriftutert«  webekf^^i^  Dyadik*  das  SezageKJLiml^ 
^yetewi  |i|id   das  System   mit   ^^.Clrundaahl   Zw4»lf  besQ|^|^|l^r^ 
BerfiqiHVidbtigong  gfsfunden  halten«.  .n*itö  in  einer  solchen  «^^^ 
sehrift  lieebalb  besonders  aveckfintj^recbeiid  ist,    weil  di^^i^fei 
genannteip  Systeme  eine  gewisse .  historische  Bedeutung  erhmgt 
haben j.  .wie   auch   der  Herr  Vertuser  eberall   hervorhebt,  ^ifof 
Kenner,  der  Geschichte  der  Matbematik  brauchen  wir  nichts  esst 
KU  b^erken»    dass   und  warum   Leibnitz  an  dem  dyadi^ch^n 
Systeiy  besonderes.  Interesse  nahm;   ^er  vielfache  Gebrauch  des 
Sexagesimalsystems   ist    glelchiails   bekannt   genug,    und   schon 
Ptolemäus  bedient  sich  in  seiner  Sehnentafel  der  Sezagesimal- 
Eintheilui)g;   Wernebu-rgs  excentrische  Ideen  und  Wü'nscp^  in 
seiner  Teliosadik  für  sein  sogenanntes  Taun  *)-System/sipd 
wohl   wenigen  jüngeren  Lehrern  ,^er  Mathematik   noch   betännt» 
und  die  Erinnerung  an  dieselben  f^.  dieser  Schrift  war  daher  jg;^ns 
sweckmXssfg.  . —   Die  Abtheilunfftl.    enthält  eine  sehr  fleissige 
Geschiente  der  Zah(ensystenie,  auf  die  wir  namentlich  Lehrer  an 
höheren  Unterrichtsanstalten,  denen  selten  grossere  Bibliotn^ken 
zu  Geböte  stehen,  deshalb  aulmefksam  machen,  weil  sie  *^n!äer* 
selben  auf  möglichst  engem  Räume  in  ziemlicher  Volfstän^gkeit 
Alles  susammengestellt  finden,  was  die  älteren  und  neueren  l^or- 
schungen  auf  diesem  Gebiete  geliefert  haben.     Dabei  haben  aber 
nicht   bloss  die  Arbeiten  von  Mathematikern»    wie  Humboldt, 
Libri,  Chasles,  Cantor  u.  s.  w.,    sondern  ganz  hauptskchlicb 
auch  die  der  neueren  Sprachforscher  Prinsep,    Silvestre  de 
Sacy,    Nesselmann,    Brockt^aus,    Rask,   Lassen  u.'s.  w. 
BerGcksichtlgung  gefunden.    Ja  auch  des  verdienstvollen  magya- 
rischen   Sprach forschers    Pa  u  f ' ^B  u  n  f a I  v  y    sprachwissenschaft- 
liche Untersuchungen  und  Ritter  von  Heufler*s  Arbeiten  tibst 
die  Spräche  der  Zigeuner  sind  Von   dem  kenntnissreichen  Herrn 
Verfasser  gebührend  beachtet  worden.  —  Wir  halten  daher  diese 
Schrift    f&r    einen    sehr    lehrreichen    and    dankenswerthen    Bei- 


ytmhXf. 


trag  atar  ■gticMcl^te  dtf  -  »fcHif i—lifc,  Wwtes^niero  frf|f>.imm  1« 
demeiben  siemlieh  mlles  Wisseottwertbe  über  den  rrftglicheo  1}es«i» 
if#»cl  betMunmeii  find#t.  Mtlft^^dfciMe  deshalb  unaeramLweni 
lEilsflHiupt,  ifiabeaondere  ib«f  üllen  Lehrern  an  hfibere»  Ciliar* 
ritfMiNiAataltett  mr  Beachlmig'beateiia  enipfoMen  eeln.  t* 

,.  per  übrlj^  Inhalt  dieses  Programms  bt  awar  in  pMaMj^steher 
R(l(Eksicht  sehr  interetisant»  weil  er  ein  anstehendes  iieuensbitd 
eifies  treffliehen  Schalroanns^  des  Schulraths»  jetsigen  Hisehofs 
voD.^zathroär,  Dr.  Michael  Haas,  liefert,  und  durch  die  sehr 
TollstMndi^e  MIttheilong  des  Lehrplans  u.  s.  w.  der  k:  \u  Ober- 
Realschule  zn  Ofen  die  Organisation  dieser  wichtigen  Lehran« 
lAtfRlfn  in  Oesterreich  fn  sehr  «Mrziehender  Weise  ketmtii  lehrt, 
iff^\k%i%  aber  nicht  weiter.  In  den^Krels  dieser  KterarÜcheo^lertdite» 


I  -. 


•  i'  .*  •     -<  .      I  . 

Geomietrie. 

'  ipas  rechtwinkelige  Parallelepiped.  Eine  mathe« 
roatiscbe  Monographie  Ten  Professor  Friedr.  Biänn  (an 
der  Kantonsschule  su  Frauenfeld}.  Frauenfeld.  Muhen 
1859.    4. 

per  Herr  Verfasser  dieser  Schriß  hat  in  derselben  da«  recht* 
innkelige  Parallelepiped,  welches  selbst  Sn  den  ansfidirKchsten 
j>cometri8chen  Lehr-  und  HanJbuöhern  mit  einigen  wenigen  Sfttzen 
abgeftindon  wird,  einer  sehr  eingehenden  Betrachtung  nnterwor- 
Teti, 'und  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  neuer  Relationen  fSr  dieses 
so  einfache  räumliche  Gebilde  aufgefunden,  deren  weÜeVe  Be- 
nutzung bei  dem  geometrischen  Unterrichte  zu  wünschen  ?$t  und 
dazu  empfohlen  zu  werden  verdient.  Auf  Einzelnheiten  Rlinneo 
wir  begreiflicherweise  nicht  eingehen,  und  bemerken  daher  nur 
noch,  dass  in  dem  zweiten  angewandten  T heile  seiner  ver- 
dien8tlichen  Schrift  Herr  Professor  Mann  Anwendungen  seiner 
Theorie  des  rechtwinkligen  Parallelepipeds  auf  die  Axonometrie 
gemacht,  namentlich  In  Nr.  47.  eine  der  Beachtung  recht  sehr 
zu  empfehlende  neue  Construction  des  den  azonoroetrischen  Con- 
structionen  zu  Grunde  zu  legenden  Axenkreuzes  mitgetheilt  hati 
llVlöge  daher  die  kleine  Schrillt  nochmals  der  Beachtung  üiiserer 
Leser  empfohlen  sein. 


t* 


aert,  MeraiHr«  eo«f««p«M»d»4l)^dj#:  i4b'l$4PiOi444-  DvnJkMiY 
koise^  PtqfefiiJiteiir  ä  rUniYerait^  de  Greifswald.  Par 
M.  Te|?^ue^,  Menibre.  titi|)fa^f(6  r<^sidaiit.  (Ezträl^  d^ 
G^  Valiim«  des  Memoire«  d^  ta  Socii^tö  DunkerquMWd 
pour  i  E/icouragement  des' Selences»  des  Lettres'/M^ 
des  Arts.).  Uunkerqae.  Topographie  Benjamin  itiS^. 
J859.    g^.  \  ^^^^ 

'     -    ■  '■■■  .!r.'f;f 

Hetri^.  Terij^uem,  Professeur  d'Uydrograpbie  a*  DunlccMrqve» 
bat  In  dbr  vorliegenden  Schrift  olne  ausgezeichnete  Ueberset»i|ag 
oder  Tielmebr  Bearbeitung  der  von  mir,  dem  unterzeichneten  Her« 
Ausgeber  des  Archivs,  im  Jahre  1849  herauss;egebenen  Loxo- 
dromischen  Trigonometrie.  Leipzig.  1849.  8^.  *)  geliefert 
Ich  daif  wohl  als  bekannt  voraussetzen ,  dass  ich  in  dieser  Schrift 
anter  vorstehendem  Namen  die  (i^^i^taltung  einer  neuen  mathema- 
tischen Wissenschaft  versucht  habe,  welche  fGr  die  Navigation 
auf  der  ellipsoidlschen  Erde,  in  B^^ugauf  das  den  loxodromischeo 
Clirs  verfolgende  Schiff,  dasse(l)e  leiatten  soll,  was  die  eoene, 
sphSriffhc  und  sphäroidiscbe  Trigonometrie  fiir  die  Geodästfi  fei- 
sten, welche  also  ffir  den  Seemann  Dasselbe  sein  soll,  was^^e 
letzteren  Wissenstchaften  fflr  den  Geodäten  sind.  Je  mehr  ich 
mich  befBOht  habe,  durch  die  ge^^onte  Schrift  der  loxodromubchen 
Schiff(|i,l|ri  auf  der  ellipsoidischep  OfJer  sphärischen  Erde,  «ffe|cbe 
letzteco  natürlich  nur  ein  besonderer  Fall  der  ersteren  ist;^  eine 
eben  so  allgemeine  und  sichere  theoretische  Grundlage  zu  .geben« 
wi#  dieselbe  die  Geodäsie  in  der  ^ebenen,  sphärischen  und  sphä^ 
roidischen  Trigonometrie  längst  besitzt;  desto  erfreulicher  ist  es, 
Damen^(ich  bei  dem  grossen  Interesse, '  was  ich  an  der  weiteren 
Ausbildung  aller  nautischen  Wissenschaften  überhaupt  nehme, 
natürlich  für  mich  gewesen,  dass  meine  Bemfibungen,  so  v^enig 
dieselben  auch  bis.  jetzt  das  eifrig  erstrebte  Ziel  wirklich  erreicht 
l^ben,  wovon  Niemand  mehr  als  ich  selbst  überzeugt  sein  kann,, 
bei.  der  seit  der  Gründung  der  französischen  nautischen  Lfhri^i 
stalten. durch  den  grossen  Colbert  durch  hohe  wissenscbaftlicha 
Ausbildung  so  sehr  ausgezeichneten  franzosischen  Marine  so  viel 
Anerkennung  gefunden  haben,  dass  einer  der  ausgezeichnetsten 
Frofesse«irs  d*llydrographie,  Herr  Paul  Terquem  in  Uünkir- 
eben,  ein  Sohn  des  durch  die  Verausgabe  der  Nouvelles  An* 


•)  M.  «.  Litrrsr.  Ber.  Nr.  XLVIII.  (ThI.  XII.)  S- 667. 
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»alBflt  de  Math.^maliq»^«  so  «eiur  v^rdbnle»  Herrn  O«  Ter- 
qoem  iii  Paris,  eine  Ueber^^zaiig  meiner  genannten  Schrift  ftfr 
nothwendig  aml  zwecMieiilMv  ei'actitet  hat.  Aber  es  ist  dies 
durchaus  nicht  eine  blosse  Uebersetsung,  sondern  vielmehr  in  mehr« 
fi^jtflifer  Beziehung  eine  6ear6(ettüng  mellner  Schrift,  in^Aem  Herr 
T^^rquem  hei  der  ganzen  Darstellung  sich  noch  weif  mehr,  als 
Ich  sellmt  ursprünglich  gethan  hatte,  dem  eigentlichen  praktl* 
Sehen  Gebrauch  In  der  NautJk  angeschlossen  und  filr.denselbeii 
^  von  mir  entwickelte  Theorie  wahrhaft  fruchtbar  ifit  machen 
g'e#ficht  hat.  Auch  sind  der  Schrift  zwei  besondere,  s^fir  lehr* 
reiche  Noten  beigefügt  worden,  von  denen  ich  namentlich  die 
zweite  hervorhebe,  welche  die  von  Herrn  Givry  an  den  Azimuthen 
auf  den  reducirten  Charten  angejbrachte  wichtige  Correctiof^  betrifft. 
Eflf  Jiat  sich  also  auf  diese  W^ise  Herr  Ter  quem  ein  durchaus 
selbstständises  Verdienst  erworben,  was  ich  hietnit  in  der  freu- 
di£[S^n  und  dankbarsten  Weise  anerkenne ;  und  ich  bin  aus  allen 
vorher  angeführten  Gründen  der  Meinung,  dass  Niemand,  welcher 
sich  für  den  fraglichen  Gegenstand  und  die  namentlich  auch  ii| 
thenretischer  Rucksiebt  zu  so  vielen,  wichtigen  Cntersuchungen 
Veranlassung  gebc^nde  Nautik  Oberhaupt  interessirt,  auch  neben 
i^^fT  .urspriingUcben  Schrift  4ie  neue  Uearbi^tung  des  Herrn 
Tq^ti.oin  ^'ird  entbehren  buMii^o,  weshalb  dieselbe  der  aUge* 
m^i^flen  Beachtung  recht  sehfr  «inlpfohlen  werden  niuss»  vmm  ieh 
bi^^ijD^t  i^us  vollkommenster  Uekevi^ligang  thue. 

''Es  ist  mir  wohl  noch  ertaöht,  darauf  hinzuweisen,  dfass  man 
«Df^kWiSssIg  mit  dem  Studiuni  d'er  obigen  Schriften  das  nein« 
Aftfhi^idtung  In  ThI.  XXl.  Nr.  Xltfl.  S.  304.  vi^rhinden  wird;  Verin 
idh^^eAie  besonders  ehifltche  fintwidbefutig'  &ef  Gleichungen  Aef 
Lt^tKMrnmen  auf  Rotatlonsflichen  gegeben  zu  haben  glaube.**  Fer- 
ne^ Verweise  Itfa  auf  iRe  von  tdlir  gefundenen  merkwürdigen  Aus^ 
^fOcfc^  flrr  den  FIficheninhalt  loxodromtscher  Dteiecks  auf  der 
Ktf^WSche  und  auf  dem  Ellipsoid,  die  Ich  In  den  Abhandlungen 
TlltXVI.  I^.II.  S.«3.  und  ThI. XXVII.  Nr.XlX.  S.  143.,  hatiptsSch« 
Kch  aber  in  meinem  hei  Gelegenheit  der  vierhuiidertjshrigeh 
M^eifeier  der  hiesigen  Universität  im  Jahre  J856  verfassten  Deca« 
nAfs^ Programm:  De  area  tria'nguli  loxodromici  in  snper- 
ffctbellipsofdis.  Gryphiswaldlae.  Kunike.  1856.  4*.  ent-i 
il'Mitft  habe« 


«• 


.  ,,;Mibl»  die  ti^vA^L  aua  all^nt^iUesen  ArbiBiten  den  vMi«mlr  sm 
«<M  Wfpi?licbteii  Nutaen  sithd«..  . 


;•' 


Grunert 


Vennischie.  $iqhrif (eiu 


ncbaft   d^r   Wissenscbaftep /ii^  Pray.    Vabrgaog  I^Ö^ 
Januar-  Jai^i.    Prag.  1859,  ^H*^  ^  .;  ^1, 

Es'  ist  sehr  erfreulicb »  dass  die  am  die  Wissenschaften  if 
SO  vieler  Beziehung  hochverdieote  Königlich  Bubmiache  Gff^eji; 
Schaft  der  Wissenschaften  zu  Prag  von  dem  jetzigen  JabrW  an 
nach  dem  Beispiele  vieler  anderen  Akademieen  und  Geselljsscnai; 
ten  der  Wissenschaften  Sitzung8|)erichte  her<iu8geben  wird,  -jn 
denen  alle  In  den  stattgehabten  Sitzungen  vorgekommenen  Ves* 
baodlungen  in  der  Kürze  mitgetbeilt  werden.  Das  erste  Heft  i)jf^ 
ser  Sitzungsberichte  liegt  vor  uns ,  und  wir  werden  seinen  In^^alt» 
eben  so  wie  den  Inhalt  der  ferner  erscheinenden  Hefte,  so  1^14 
dieselben  uns  zugehen ,  in  uoseren  Literarischen  Berichten!  mit; 
theilen. '  ber  Inhalt  des  vorliegenden  Hefts,  so  weit  derselb^.jil 
den  Kreis  des  Archivs  gehört,  i|$t  folgender. 

'  Das  Heft  wkd  eröffnet  durih  eAn  V^rzerMniMM  ali^  jeWiM 
ISbrenmltglieder,  4>rd«ntUeben,  aVMrfirtig«»  und  ausserordieirtMi^A 
Mitglieder.  Die  Clesetischaft  liest^bt  ans  emer  pMtologtMtttt', 
liistorisebeo ,  natu iwissenselmftttHi «  AiACkettalisehen »  fAf leir!&l|j^W^ 
sehen  Sectien.  In  der  Sitzung  ^j^t  naturwisseoscbaftUeb-mi|tlie^ 
jjmatis^en  Section  vom  21.  Fejb>|nifk>  WSV  bjelt  Herr  )^tijei|^?^ll 
Hasner  einen  pbysiolog|iscb*fyij|^«cben  Vortrag  aber  daf  J[}j(|f)s 
cularsehen,  welcher  nach  deni  UMVt  mitgetbeilten  Inhalt^  den 
wichtigen  Gegenstand  ganz  vom  mathematischen  Standpunkte 
bebandelte.  Die  betreffende  Abhandlung  ist  im  lOlen  Aetenbande 
vollständig  aufgenommen.  —  Ferner  machte  Herr  Matzka  Id'^* 
theilung  Ober  seine  interessanten  Untersuchungen  über  die  Bß 
rechnung  der  Rauminhalte  und.  Schwerpunkte  solcher  Körper, 
welche  von  zwei  parallelen  gleicn.vielseitigen  Vielecken  (Grund* 
ebenen)  und  eben  so  vielen  dazwischen  liegenden  seitlfc^n 
windschiefen  Vierecken  begrenzt  sind,  wofern  die  Seftfn- 
kantep  entweder  gerad,  uiid  «war  im  allgemeinen  paa^H^eia 
gekreuzt  oder  angemessen  gekrümmt  sind.  Mit  der  betreiben« 
den  vollständigen,  sehr  interessanten  Abhandlung  hat  Herr  Matz  ks 
das  Aschiv  beehrt ;  unsere  LeserticettneB  dieselbe  aus  Tbl.  XJfKHI. 
Hft.  2.  Nr.  Xn.  S.  121.  *-  In  der  ^Htsuftg  derselben  Seotien*  tim 
21.  Mftrz  1859  erläuterte  Herr  Pierre  In  sehr  deutlicher  Weise 
das  neue N5rrenberg*sche  Polarisations- Instrument;  die  beigeßigts 
Figur   dient    sehr   zur   besseren   Veranscbaulicbung   der   ganzen 


16 


Uterari$€h$r  BtrUhi  CXXÄif. 


Sache.  —  In  der  Sitzung  vom  18.  April  1859  *)  tbeilte  Herr  J 
II ek  eine  Arbeit  des  Herrn  Popper  mit,  in  welcher  derselm 
Methode  von  Weddle  -zur  Auflinduug  der  Wurzeln  niiineria 
Cileichungen  einer  Modification  unterwirft,  wodurch  die««  Met| 
In  der  Regel  schon  bei  zweimaliger  Anuenduug  der  Transfoi 
tion,  welche  der  Weddle*8chen  Methode  zu  Grunde  liegt, | 
gesuchte  Wurzel  bi«  auf  6  Decinialen  g^tiau  liefert.  Die  genii 
ten  Miltbeiluugen  sind  ungeachtet  ihrer  Kdrze  sehr  geeignet,  el 
deutlichen  Begriff  von  Herrn  Popper'«  Methode  zu  geben.  — 
Koriatka  besprach  die  neueren  Planinieter  und  ihre  Benutzt 
unter  Vorzeigung  eines  Wetli 'sehen  und  eines  Anisler's^ 
derartigen  Instruments.  In  dem  Vortrage  wurden  die  EigentI 
lichkeiten  der  verschiedenen  Instrumente  namentlich  rucksicbl 
des  angewandten  Coordinatensystems  sehr  deutlich  herrorgehol 
und  eine  Vereinfachung  der  von  Stampfer  zuerst  entwickell 
bilgemeinen  Theorie  des  Wetli 'sehen  Instruments  angegel 
welche  für  den  Vortrag  besonders  geeignet  sei.  Bei  der  groi 
praktischen  Wichtigkeit  der  in  Rede  stehenden  Instrumente 
den  wir  uns  erlauben,  Herrn  Kofistka  freundlichst  zu  ersucbel 
uns  seine  Theorie  zur  Veröffentlichung  In  dem  Archiv  gefalligi 
fiiitautheilen»  was  gewiss  der  Sache  sehr  förderlich  sein  würd 
lind  im  allgemeinen  Interesse  des  praktischen  Unterrichts  sehr  z( 
wfinschen  «rare. —  In  der  Sitzung  vom  23.  Mai  1859  demonstrirl< 
Herr  Purkyne  einen  optisch- physikalischen  Versuch  über  dii 
schesinbare  Bewegung  gerader,  in  radialer  Richtung  bewegter  Linien. 

Wir.  wünschen  sehr;   bald  zu  Shnlichen  Mittheiluogen  über 
dfie  verdienstlichen  Arbeiten  der  Gesellschaft  Gelegenheit  zu  haben. 


*)  Wir  meises  imnier  die  mathematisch-natiirwUaencchafftl.  Sectio» 
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Literarischer  Bericht 
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Am  5.  December  1869  starb  zu  Paris  der  berühmte  Verfasser 
^^  der  ,,]£itfmenf   de   Statique'*   und   vieler   anderer   mehtiger 
,    Werke  und  einzelner  Abhandlungen» 

"^  L  Poinsot. 

ifji«  dessen  ausßihrlichern  Neerolog  wir  späterhin  unseren  Lesern  mit- 
tif(^  theilen  zu  können  hoffen. 

m 

'^^  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

'^  Gewiss  werden  alle  Leser  des  Archivs  mit  besonderer  Freude 

,  vernehmen  9  dass  Se.  Königliche  Hoheit  der  regierende  Grossher- 

zo^   von   Baden   so  eben  mit  bekannter  Munificenz   einen  neuen 

i«  Beweis  hoher,  den  Wissenschaften  gewidmeter  fürstlicher  Gunst 
zu  geben  geruhet  haben,  durch  Bewilligung  der  Mittel  zur  Wieder- 
herstellung der  Mannheimer  Sternwarte  und  zur  Anstellung  eines 
tüchtigen  Astronomen  an  derselben,  so  dass  dieser  alte  berfihmte 
Tempel  der  Wissenschaft  von  jetzt  an  mit  vollgültigem  Rechte 
wieder  in  die  Reihe  der  den  neuesten  Ansprüchen  vollkommen 
Rechnung  tragenden  Sternwarten  eintritt.  Se.  Königliche  Hoheit 
haben  Sich  dadurch  ein  neues  unvergängliches  Denkroahl  in  der 
Geschichte  der  Wissenschaft  gesetzt  Gewiss  aber  werden  wir 
auf  den  Dank  unserer  Leser  durch  die  folgende  Mittheilung  der 
näheren  Umstände  dieses  denkwürdigen  Ereignisses,  welche  uns 
in  dankenswerthester  Weise  von  kundiger  Freundes  •  Hand  ge- 
macht worden  ist,  rechnen  dürfen.  G. 

Die   Mannheimer  Sternwarte  -befand  sich  seit  dem  im  Jahre 
l  hU  XXXIV.  Hft.  3.  3 
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1846  erfolgten  Tode  Micolai's  in  einem  verwaisten  Zustande, 
welcher  eigentlieli  schon  mehrere  Jahre  frfiher  durch  seine  Krank- 
heit eingetreten  war.  Bei  dem  damaligen  Znstande  der  Sternwarte 
konnte  ein  Astronom  nach  dem  einstimmigen  Urtheil  aller  Sach- 
▼erst&ndigen  unmöglich  ein  befriedigendes  Resultat  seiner  Thätig- 
Iceit  auf  derselben  erhalten.  Es  wurden  darum  von  verschiedenen 
Seiten  Vorschläge  gemacht,  wie  die  festgesetzten  Fonds  und  die 
vorhandenen  Instrumente  benutzt  werden  konnten.  Uas  Zweck- 
dienlichste schien,  eine  neue  Sternwarte  zu  bauen,  nnd  es  tbeilte 
der  verstorbelie  Astronom  Schumacher*),  auf  Verlangen  des 
Professor  W.  Eisenlohr,  diesem  einen  sehr  sorgfältig  ausgearbei- 
teten Plan  mit.  Inzwischen  kamen  die  bewegten  Zeiten  von  1848 
und  1849,  in  denen  die  badische  Regierung  Ersparnisse  eintreten  zn 
lassen  genothigt  war,  welche  auch  dieses  Institut  trafen.  So  blieb 
die  Sternwarte  unbenutzt,  mit  Ausnahme  der  Jahre  1862  — 1867, 
in  welchen  Herrn  Dr.  Neil  die  Aufsicht  über  dieselbe  übertra- 
gen war. 

Bei  der  Naturforscher  -  Versammlung  in  Bonn  (1857)  berieth 
sich  Professor  Eisenlohr  mit  mehreren  Astronomen  Aber  die 
Frage,  in  welcher  Art  die  Mannheimer  Sternwarte  wieder  in  die 
Reihe  der  nützlichen  Anstalten  dieser  Art  eintreten  konnte,  indem 
er  bei  den  wohlwollenden  Gesinnungen  Sr.  K(}niglichen  Ho- 
heit des  Grossherzogs  f^r  Alles  wais  Wissenschaft  und  Kunst 
betrifft,  auf  eine  günstige  Annahme  zweckmässiger  VorschlSge 
rechnete«  Es  wurde  anerkannt,  dass  in  der  jetzigen  Zeit  kleinere 
Sternwarten  nicht  nur  sehr  niltzlich,  sondern  auch  bei  der  notb- 
wendig  gewordeneu  Theilung  der  Arbeit  unentbehrlich  seien. 
Unter  der  ausgezeichneten  Mitwirkung  des  Herrn  Professor  Ar- 
gelaoder,  äer  aus  Liebe  zur  Wissenschaft  roebrore  Male  aus- 
drücklich nach  Mannheim  und  Karlsruhe  reiste,  um  nähere  Einsicht 
zu  nehmen,  kam  nun  ein  Project  zu  Stande,  welches  Professor 
Eisenlohr  Sr.  Königlichen  Hoheit  dem  Grossbersoge 
und  Seinem  hohen  Ministerium  vorlegte.  Der  Erstere  ge- 
nehmigte es  mit  lebhafter  Freude,  nachdem  auch  das  Ministerium 
des  Innern  bereitwillig  die  wohlwollendsten  Anträge  gestellt  hatte. 
Als  nun  die  in  demselben  Jahre  (1867)  versammelte  Ständekam- 
mer auch  die  nöthigen  Geldmittel  bewilligt  hatte,  erhielt  Professer 
Eisenlohr  den  Auftrag,  für  den  Vollzug  zu  sorgen.  In  Gemein- 
schaft der  Herren  Professoren  Argelander  undSchwerd  wurde 
nun  die  Anschaffung  der  nuthigen  Instrumente,   welche  im  nach- 


*)  Schumacher  war  früher  telbat  einige  Zeit  lang  an  der  Mann- 
heimer Sternwarte  angeetelll  geveeen.  G. 
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stehenden  Verseicbniss  nnter  der  Rubrik  ,»NeQere  Instromeote'^ 
enthalten  sind,  so  wie  die  ne«  lo  treffenden  Einrichtungen  au 
der  Sternwarte  beratben  und  beechioseen.  Da  die  Herelellung 
des  grossen  Refraetors  längere  Zeit  In  Ajisprnch  nahm,  so  erfolgte 
die  Bernfnog  des  neuen  Astrenomen  Herrn  Professor  Dr.  SehCn- 
feld,  welcher  schon  seit  sechs  Jahren  als  Assistent  an  der 
Bonner  Sternwarte  angestellt  war  und  durch  mehrere  ausgezeich- 
nete Arbeiten  bekannt  Ist,  erst  im  September  dieses  Jahres. 
Derselbe  machte  sogleich  eine  Reise  nach  Mflnchen,  um  die 
wichtigsten  Instrumente  einzusehen  und,  nachdem  er  sie  geprüft» 
in  Empfang  zu  nehmen.  Dieselben  sind  nun  auf  der  Sternwarte 
aufgestellt  und  somit  ist  dieses  Institut  auf's  Neue  in's  Leben 
gerufen.  Die  an  demselben  befindlichen  und  auch  jetzt  noch 
brauchbaren  älteren  Instrumente^  so  wie  die  neu  angeschafften, 
sind  im  folgenden  Verzeicbniss  enthalten. 

a)  Aeltere  Instrumente. 

1)  Ein  Mauerquadrant  mit  achrom.  Fernrohr  von  Bird  in  Lon- 
don 1775.    Halbmesser  des  Kreises  7%',  Objectiv  3^  7'^  Oeffnung. 

2)  Das  Passage -Instrument  mit  dreifachem  achrom.  Objectiv 
von  Rarosden  in  London  1786.  Länge  des  Femrohrs  6',  Oeff* 
nung  des  Objectivs  Z"  lO'^.    Drei  Okulare. 

3)  Der  Multipllkattonskreis  von  Reichenbach  mit  stehender 
Säule;  der  Vertikalkreis  hat  3',  der  Azimuthalkreis  Iff  Durch- 
messer; das  Fernrohr  4'  Länge.  ^  Objectiv  Z"  V  Oeffnung. 

4)  Eine  Secundenpendel-Chr  von  Arnold  in  London;  Com- 
pensation  Zink-StabI;  Ecbappement  nach  Graham  auf  Rubinen. 

5)  Eine  Secundenpendel  -  Uhr  von  Norton  in  London;  ohne 
Rubinen»  sonst  wie  die  vorige. 

6)  Eine  Secundenpendel -Uhr  voji  le  Paute  in  Paris;  ohne 
Compensation. 

7)  Ein  siebenflOssiger  Heliometer  von  Dollond  Sohn,  Ob- 
jectiv Z". 

8)  Kometensucher  von  Ramsden»  Focallänge  2',  Feld  6<^. 

9)  Hadiey'scber  Spiegelsextant  von  Troughton. 

10)  Libelle,  Länge  2^  von  Ramsden. 

11)  Barometer  9  Thermometer »  Normaltoise  etc.  etc. 

b)  Neuere   Instrumente. 

1)  Ein  achtfüssiger  Refractor  Von  Steinheil  von  6^  Oeffnung 
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niit  Sucher,  parallaktisch  montirt,  auf  gusfieiseroeiii  Prefler,  idU 
Fiugttbr  von  Mahl  er,  mit  Frictionswerk  den  Sternen  folgend, 
in  AR.  zu  verstellen  ohne  Unterbrechung  des  FortrJickens>  die 
Achsen  in  Steinen,  die  Kreise  auf  Silber,  nebst  sieben  Okularen, 
iSoonenglas  und  Kreismikrometer  mit  achromatischem  Okular. 
Ferner  dazu  gehörig: 

ein  LaropenOlarmikronieter , 

ein  Okular -Heliometer, 

sechs  achromat.  Mikrometerokulare, 

ein  weiteres  Kreismikrometer, 

drei  Kreismikrometerplatten, 

ein  Centrirapparat  fQr  das  Objeetiv, 

ein  Sonnenglaskeil  zur  Trennung  der  Doppelsterne, 

ein  Extraokular. 

2)  Ein.Kometensucber  von  27'^.  LSnge ;, 27^"  Oeffnung. 

3)  Ein  Chronc(hieter  von  Tiede  in  Berlin. 

4)  Eine  Sekundeppendei-Uhr  von  Bob  in  Furtwangen. 

Der  Refractor  ist  auf  der  Plattform  der  Sternwarte  in  einem 
kreisrunden  Häuschen  mit  sechs  Fuss  hoher  Mauer  und  einer 
Drehkuppel  von  15'  Durchmesser  aufgestellt.  Die  Kuppel  ist 
aus  Elsen  und  Holz  construirt;  mit  Klappen  versehen  und  mit 
Segeltuch  überzogen^  welches  mit  einem  sehr  dauerhaften  Material, 
der  sogenannten  Diamaotfarbe,  angestrichen  ist.  Sie  ruht  auf  vier 
Kanonenkugeln,  welche  bei  der  Drehung  der  Kuppel  zwischen 
der  unter  ihr  befestigten  gusseisernen  Rinne  und  einer  ihr  ge- 
genüberstehenden auf  dem  runden  Mauerchen  fest  gemachten 
gleichen  Eisenbahn  fortrollen.  Die  obere  Rinne  ist  mit  horizon- 
tal stehenden  ZShnen  versehen ,  in  welche  ein,  durch  .eine  Kur- 
bel drehbarer  Trieb  eingreift.  Durch  diese  Einrichtung  ist  die 
Bewegung  der  Kuppel  sehr  leicht.  Vier  Haltefest,  welche  zu- 
gleich Frictlonsrolien  sind,  verhindern,  dass  der  Sturmwind  die 
Kuppel  abheben  kann. 

In  demselben  Räume  befinden  sich  die  Sekundenpendel -Uhr 
und  ein  Schrank  zur  Aufbewahrung  der  n9thigen  Apparate. 
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Geometrie  und  Trigonometrie. 

Elemetarny  wyklad  matematyki  Ton  J.  K#  Stecz- 
kowski,  Professor  an  Att  Jagiellonischen  ÜniversitSt 
zn  Krakao.    Tbl.  Ilf.,  Band  III.     Analytische  Geometrie^ 

(iHan  vergleiche  Literar.  Ber.  Kr.  XC.  S.  4.  und  Nr.  CXXXI.  S.  1.) 

Wir  beeilen  uns  von  dem  Erscheinen  des  vorstehenden  Ban- 
des des  im  Jahre  1851  begonnen  Werkes  der  elementaren  Ma- 
thematik zu  berichten ,  welcher  die  Theorie  der'  analytischen 
Geometrie,  so  weit  sich  diese  auf  elementarem  Wege  darstellen 
lässt,  umfasst. 

Herr  Professor  Steczkowski  hat  sich  durch  die  Heraus- 
gabe des  neuen,  jetzt  in  seiner  Vollendung  vorliegenden  Werkes 
unstreitig  ein  grosses  Verdienst  erworben,  da  uns  kein  anderes* 
Werk  in  polnischer  Sprache  bekannt  ist,  in  welchem  die  ganze 
elementare  Mathematik  so  vollständig  und  anschaulich  entwickelt 
wäre. 

Da  die  Mathematik  bereits  den  Standpunkt  erreicht  hat,  dass 
man  fast  alle  Wahrheiten  der  analytischen  Geometrie,  sowohl  auf 
dem  W^ege  der  höheren,  als  der  elementaren  Mathematik  beweisen 
kann,  so  hat  dies  den  Herrn  Verfasser  bewogen,  die  analytische 
Geometrie,  welche  man  gewöhnlich  zur  elementaren  Mathematik 
nicht  rechnet,  in  diese  letztere  einzuschliessen. 

Im  ersten  Theile  dieses  Bandes,  —  in  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene,  —  wird  die  Theorie  der  Linien  des  zweiten 
Grades,  da  sie  einen  der  wichtigsten  Theile  derselben  ausmacht, 
auf  eine  ihrer  Wichtigkeit  ganz  entsprechende  Weise  behandelt; 
während  im  zweiten  Theile,.  in  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes,  der  Herr  Verfasser  die  nahe  Verwandtschall  der  analy- 
tischen und  descriptiven  Geometrie,  so  viel  als  thunlich,  fISr  den 
Anfönger  hervorhebt;  den  Haupttheil  dieses  Bandes  aber  macht 
die  Theorie  der  Flächen  des  zweiten  Grades  aus. 

Der  Erfahrung  zu  Folge,  dass  der  Anfänger  viel  leichter  von 
dem  speziellen  Falle  auf  den  allgemeinen  schliesst,  (als  umge- 
kehrt), hat  der  Herr  Verfasser  nicht  die  schiefwinkligen  Coordi- 
naten,  von  welchen  die  rechtwinkligen  offenbar  nur  ein  spezieller 
Fall  sind,  sondern  in  allen  meinen  Untersuchungen  die  rechtwinkli- 
gen Coordi naten  angewandt,  von  welchen  er  erst  auf  die  schief- 
winkligen scbliesst.  In  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
bedient  sich  Herr  Steczkowski  ausschliesslich  der  rechtwinkli- 
gen Coordinaten. 
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In  der  EiiiUituog  wird  auf  die  Bescbrflnktbeit  der  euklidischen 
Methode  hingewiesen,  und  an  einigen  Beispielen  die  Art  und 
Weise;  wie  sich  die  Alten  bei  Losung  geometrischer  Aufgaben 
2U  helfen  suchten,  gezeigt,  zugleich  aber  auch  dargethan,  welch 
ungeheuren  Fortschritt  die  Mathematik  seit  Descartes's  Erfia« 
düng  der  analytischen  Geometrie  gemacht  hat.  ., 

Nachdem  dann  im  ersten  Abschnitt  die  Bestininiung  des  Punk* 
tes  in  der  Ebene,  die  Gleichung  und  Theorie  der  geraden  Linie 
entwickelt,  und  die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  analyti- 
sche Geometrie  gemacht  sind,  wird  im  zweiten  Tbeil  die  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  abgehandelt. 

hn  dritten  Abschnitte  "werden  die  allgemeinen  Gleichungen 
der  Linien  des  zweiten  Grades,  so  \\\e  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Linien^  ihre  Identität  mit  den  schon  im  Alterthum 
bekannten  Kegelschnitten,  besprochen,  und  gegen  Ende  dessel- 
ben Abschnitts  noch  die  polaren  Gleichungen  der  Curven  des 
zweiten  Grades  entwickelt  und  die  wichtigsten  dahin  gehurenden 
Aufgaben  gelost. 

Der  vierte  und  fünfte  Abschnitt  setzt  die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte, so  weit  dies  der  elementare  VVcg  gestattet,  aus  einander, 
vorzuglich  ist  aber  hier  die  Theorie  der  Durchmesser,  Tangenten 
und  Asymptoten  erklärt,  und  am  Ende  die  Quadratur  dieser  Li- 
nien angegeben,  wo  die  Quadratur  der  Hyperbel  auf  die  Im  Archiv 
Band  XXV.  Nr.  V.  entwickelte  Weise  durchgeführt  ist. 

Im  sechsten  Abschnitte  endlich  ist  von  den  Anwendungen 
der  Theorie  der  Curven  des  zweiten  Grades  auf  die  Auflösung 
der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  die  Rede,  wobei  mehre 
zweckmässig  gewählte  Aufgaben  entwickelt  werden,  die  zu  Glei- 
chungen von  diesen  Graden  fuhren. 

Es  folgt  ferner  das  Delische  Problem  und  eine  Losung  der 
Aufgabe  von  der  Dreithetlung  des  Winkels.  Bei  dem  Delischeii 
Problem  wird  erörtert,  dass  zu  dessen  Auflusosg  nicht  durehaas 
zwei  Parabeln  nöthig  sind,  sondern,  dass  man  die  zweite  durch 
einen  Kreis  ersetzen  kann. 

Bei  der  Auflösung  der  Aufgabe  von  der  Dreitheilung  de« 
Winkels  fuhrt  der  Herr  Verfasser  die  platonische  Lösung  mit 
Hülfe  der  Conchoide  und  Cissoide  aus,  deutet  auf  ihre  Mängel 
bin,  und  löst  sie  mit  Hülfe  der  Hyperbel,  oder  zwei  sich  schnei- 
deudcr  Parabeln,  oder  endlich  auch  mit  Hülfe  einer  Parabel  und 
eines  Kreises. 

Im  zweiten  Theile  dieses  Bandes,  in  der  analytischen  Geo- 
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metrie  des  Raumes,  bedient  sich  der  Herr  Verfasser,  wie  schon 
bemerkt,  nur  der  rechtwinkligen  Coordioaten,  da  diese  zu  viel 
einfacheren  Resaitaten  ffihren,  als  die  Betrachtang  mit  schief- 
winkligen, und  behandelt  hier  im  ersten  Abschnitt  die  Lage  der 
Punkte  im  Räume,.  Im  zweiten  schreitet  er  gleich  zur  Theorie 
der  Ebene  fort,  und  nachdem  er  die  allgemeine  Gleichung  der 
Ebene  gefunden  hat,  geht  er  erst  zur  geraden  Linie  im  Räume 
über.  Die  Gleichungen  der  geraden  Linie  kann  man  nSmlich 
leicht  finden,  wenn  man  schon  die  Gleichungen  der  Ebene  kennt, 
weil  Jede  gerade  Linie  als  der  Durchschnitt  zweier  sich'  schnei- 
dender Ebenen  angesehen  wjerden  kann* 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten,  und  zwar  nur  der  rechtwinkligen,  weil  die  schiefwinkligen 
in  diesem  Theile  bei  Herrn  Steczkowski  keine  Anwendung 
linden. 

Im  vierten  Abschnitt  werden  zunächst  krumme  FiSchen  im 
Allgemeinen  abgeh<'indelt,  sodann  die  Theorie  der  Kugel,  der  Ober- 
fläche des  Cylinders  und  des  Kegels,  der  schiefen  und  Rotations- 
Flächen  kurz  aus  einander  gesetzt. 

Der  fflnfte  Abschnitt  umfasst  eine  ausfiEihrliche  Behandlung 
der  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades,  und  im  sechsten  und 
letzten  Abschnitt  giebt  der  Herr  Verfasser  noch  die  Theorie  der 
Beruhrungsebene  der  krummen  Flächen  zweiten  Grades. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  durch  dieses  ganze  Werk  je- 
denfalls ein  unvergängliches  Denkmal  in  der  Geschichte  der  pol- 
nischen mathematischen  Literatur  gesetzt,  so  dass  wir  ihm  zur 
Vollendung  desselben  nur  aufrichtig  GlCck  wfinschen  können. 

S. 


Elementarny  wyklad  matematyki  von  J.  K.  Stecz- 
kowski, Professor  an  der  Jaglellonischen  Universität 
zu  Krakau.  Tbl.  HI.  Band  II.  Ebene  und  sphärische 
Trigonometrie. 

Eben  so  sehr  freuen  wir  uns,  das  Erscheinen  des  zweiten  Ban- 
des des  III.  Theils  der  von  uns  vor  Kurzem  angezeigten  Geometrie 
anzeigen  zu  kGnnen,  von  welchem  Alles  dasjenige,  was  bei  dem 
Berichte  des  ersten  Theiles  zur  Empfehlung  gesagt  worden  Ist^ 
in  ganz  gleichem  Maasse  gilt. 

Das  neue  Buch  zeichnet  sich  durch  eine  leicht  ubersichtli(;he, 
natnrgemässe,  systematische   Anordnung,    wie  durch   eine   klare 
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lind  gröndlicbe,  nach  einer  gewissen  VolUtändiglceit  und  Ansßlhr- 
liebkeit  strebende  Darstellang  ans. 

Dfe  Hauptsätze  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
sind  auf  verschiedene,  sowohl  analytische,  als  geometrische  Weise 
bewiesen,  um  auch  hier  die  mannigfaltige  Beweisführung  dem 
Anfanger  zu  beicunden;  zugleich  zeigt  der  Herr  Verfasser,  dass 
ebenso  wie  die  Planimetrie,  auch  die-  ebene  und  sphärische  Tri- 
gonometrie  ein  gewisses  Ganze  bilden,  indem  er  darthot,  wie  die 
Beweise  der  Lehrsätze  der  sphärischen  Trigonometrie  gänzlich 
auf  der  ebenen  Trigonometrie  beruhen,  und  wie  man  sogar  alle 
Analogien  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  einem  ebenen  Drei- 
ecke herleiten  kann. 

Bei  der  Herleitung  der  trigoliometrischen  Funktionen  betracb* 
tet  der  Herr   Verfasser  nicht,  wie  es  gewohnlich  geschiebt,  die       i 
trigonometrischen  Linien   im  Kreise,  sondern  leitet  sie  ans   der       ^ 
Betrachtung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  ab. 

In  der  Einleitung  ist  auf  die  Cngenauigkeit  der  Constructions- 
oder  euklidischen  Methode  hingewiesen,  ebenso  ist  von  den  durch 
Hipparchus  und  Ptolemaeus  in  die  Rechnung  eingeführten  Sehnen 
die  Rede,  und  von  der  Art,  in  welcher  letzterer  seine  Tafeln  be- 
rechnet hat. 

Nachdem  dann  der  Herr  Verfasser  im  ersten  Abschnitte  die 
einzelnen  Funktionen  hergeleitet  und  ihre  Natur  und  ihre  wechsel- 
seitigen Beziehungen  in  sehr  eleganter  und  anschaulicher  Weise 
aus  einander  gesetzt  bat,  weist  er  im  zweiten  Abschnitte  nach, 
wie  man  dieselben  auf  elementarem  Wege  berechnen  und  in  Tafeln 
aufstellen  kann.  Die  zweite  von  den  hier  zur  Berechnung  der 
einzelnen  Funktionen  angegeben  Methoden  ist  zwar  kürzer  und 
einfacher,  aber  auch  oft  mit  Schwierigkeiten  verbunden,  da  sie 
auf  der  Auflösung  der  Gleichungen  von  höheren  Graden  beruht. 
In  demselben  Abschnitte  sind  noch  die  Kontroll  *  Methoden  von 
Puler  und  Legend re  besprochen  und  die  Logarithmentafeln  nnd 
deren  Einrichtung  erläutert 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Auflosung  der  Dreiecke, 
und  enthält  zahlreiche  numerische  Beispiele,  ganz  geeignet,  den 
Anfanger  in  der  Losung  trigonometrischer  Aufgaben  zu  fiben. 

Im  vierten  und  letzten  Abschnitt  werden  zuerst  die  zu  Mes- 
sungen nöthigen  Instrumente  und  deren  Gebrauch  beschrieben, 
sodann  einige  lehrreiche  Aufgaben  aus  der  Geodäsie  gelost  und 
die  wichtigsten  Anwendungen  auf  die  Geometrie  und  Stereometrie 
gezeigt. 
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Id  der  sphärischen  TrigODonietrie  geht  der  Herr  Verfasser 
sogleich  ao  die  Auflosang  der  Dreieeke^  da  alle  nötbigen  Vor* 
keontnisse  bereits  Band  III.  ThI.  I.  niedergelegt  worden  sind.  Alle 
bei  der  Auflusung  sphärischer  Dreiecke  vorkommenden  Fälle  sind 
hier  auf  sehr  vollständige  Weise  entwickelt,  und  die  von  berühm- 
ten Mathematikern  gefundenen  Formeln  mit  in  Betracht  gezogen. 

Aus  den  Gauss 'sehen  Formeln  sind  zwei  fGr  die  ebene  Tri- 
gonometrie sehr  wichtige  Lehrsätze  hergeleitet ;  —  diesen  für  die 
ebene  Trigonometrie  buchst  wichtigen  Relationen  hat  Herr  Anger 
in  unserem  Archiv  bereits  früher  Rechnung  getragen. 

Schliesslich  werden  noch  einige  Anwendungen  der  sphärischen 
Trlgo.nometrie  auf  die  Geometrie  und  Geodäsie  erwähnt.  Es  sind 
auch  hier  wie  in  der  ebenen  Trigonometrie  zur  griisseren  Uebong 
des  AnfKngers  zahlreiche  numerische  Aufgaben  gelost.  S. 


Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften. 

Zeitschrift  für  populäre  Mittheilungen  aus  dem  Ge- 
biete ,der  Astronomie  und  verwandter  Wissenschaften. 
Herausgegeben  von  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Peters,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Altena.  Band  I.  Heft  3.  Al- 
tena. 1859. 

Die  beiden  ersten  Hefte  dieser  neuen  überaus  verdienstlichen 
Zeitschrift,  welcher  wir  den  ungehindertsten  Fortgang  im  Interesse 
der  in  ihr  vertretenen  Wissenschaften  von  Herzen  wünschen,  sind 
im  Literar.  Ber.Nr.GXXV.  8. 1.  und  Nr.  CXXVI.  S.A.  angezeigt 
worden. 

Das  vorliegende  dritte  Hell  enthält  zwei  Aufsätze.  Der  erste 
fuhrt  dieUeberschrift:  „Beiträge  zur  Biographie  von  F.W. 
Bosse  I.  Von  M.  Wich  mann.''  In  einer  Vorbemerkung  sprich^ 
der  hochverdiente  Herr  Herausgeber  sich  über  den  Inhalt  dieses 
Aufsatzes  folgendermassen  aus :  »,Die  nachfolgenden  Bruchstücke 
einer  Biographie  von  Bessel  sind  mir  von  Herrn  Professor  £r- 
man  (in  Berlin)  zur  Publication  in  diesen  Blättern  zugesandt  wor- 
den. Bei  dem  Interesse,  welches  jede  Kunde  ans  B  es  sei's 
Leben  den  Freunden  der  Wissenschaft  gewähren  muss,  werden 
diese'  Mitthelinngen  den  Lesern  der  Zeitschrift  ohne  Zweifel  will- 
kommen sein.  Indem  sie  ein  ietstes  Andenken  von  Wie h mann*) 


^)  Leider  bereit«  verstorben. 
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kMl0B,  goribrea  sie  aagleidi  mm  Etginziiag  wm  hcbwln.  kh 
der  mvdlcadeteD  Selhstliii^;nifUe  tm  BesseL  Dwch  adw 
BexiehingeB  tm  Beseel  oad  deeeee  Familie,  eo  wie  danh  dn 
EisUickitt  die  hinleriaeeenea  Papiere  Bessere,  batWicbaia» 
sieh  eine  nsGuseade  und  getreue  Votateilaiig  der  cnlea  Eb(- 
niefceisi^speriode  miseres  groeeeo  AstroooBieB  bilde«  fcincL 
Er  scbeiot  den  Plan  gebabt  zo  haben,  die  ron  ihn  gesaaaekci 
NacbricbteD  io  einer  ansfobriicben  Biographie  niederznlegen,  aber 
sein  Tod  bat  die  Fortsetzung  und  Vollendung  der  begonnenca 
Arbeit  Terhlndert^  —  Wir  wussten  nicht,  was  wir  diesen  Wortea 
des  Herrn  Heransgebers  noch  Wesentliches  hinzufügen  soUteSi 
Aber  eo  viel  können  wir  nnsern  Lesern  versicbem,  dass  ihnen  die 
Lectfire  dieser  Bmcbstiicke  einen  sehr  grossen  Genese  gewahret 
wird^  so  wie  auch,  dass  viele  in  denselben  YorkoBmeade  natlw- 
matlscbe  und  astronomisdie  Notizen  Gelegenheit  sn  vielCneber  Be- 
lehrung darbieten.  Wir  danken  daher  dem  Herrn  Heraasgeber  for 
die  Mittheilung  dieses  Aufsatzes  recht  sehr,  und  wfiasehen,  da» 
er  die  verdiente  Beachtung  in  reichstem  Maasse  finden  müge, 
indem  wir  nur  noch  bemerken,  dass  der  Aufsatz  mit  dem  ferneren 
Anfenthalte  Bes^eVs  in  Bremen  nach  der  Bekanntwerdnng  mit 
Olbers  bis  zur  Uebersiedelung  nach  Lilienthal  (August  1804 
bis  März  1806),  wovon  jedoch  onr  der  AnCang  noch  mi^etheUt 
ist»  scbliesst« 

Der  zweite  in  diesem  dritten -Hefte  enthaltene  Aufsatz  hat  die 
Ceberschrift:  y,Beitrag  zur  Kunde  der  periodischen  Eilt- 
Wickelung  der  Pflanzen.  Von  Dr.  C.  H.  Germar,'^  in  wd- 
c)iem  der  Herr  Verfasser  in  sehr  verdienstlicher  Weise  sehr 
interessante  hundertjährige  Beobachtungen  Ober  die 
Laubentfaltnng  der  frühen  Buchen  ans  dem  Scblossparfc 
zu  Augustenburg  auf  der  Insel  Alsen  mittheilt  Indem  wir  aach 
auf  diesen  lehrreichen  Aufsatz  aufmericsam  machen,  wünschen 
wir  sehr,  recht  bald  das  vierte  Heft  dieser  der  Wissenschaft  scbuoe 
FrOchte  tragenden  und  deren  weitere  Verbreitung  wesentlich  fu^ 
dernden  Zeitschrift  anzeigen  zu  kSnnen. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  mit  mathematischer  Begrün- 
dung. Zum  Gebrauche  In  den  höheren  Schulen  und  zun 
Selbstunterrichte.  Von  Dr.  August  Kunzek,  k..k.  ord. 
Professor  der  Physik  an  der  Universität  in  Wienu.fl.ir' 
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Zweite  verbesserte  und  vermehrte  Aofla^e.  Mit  390  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten«  Wien.  1800. 
Braomfliler.    8. 

Unsere  Leser  werden  sich  ans  den  im  Literarischen  Bericht 
Nr.CXXlV.  S.2.  —  Nr.  LXXXVI.  S.U.  —  Nr.CV.  8.7.  gelie- 
ferten Anzeigen  erinnern^  dass  der  Herr  Verfasser  des  vorliegen* 
den  ansgezeichneten  Werices  in  drei  methodisch  vom  Leichteren 
zum  Schwereren  fortschreitenden  Werken  einen  trefflichen  voll" 
stSndigen  Cursus  der  gesaramten  Physik  veröffentlicht  hat,  welcher 
nicht  genug  empfohlen  werden  kann.  Zwischen  dem  », Lehrbuche 
der  Experimentalphysik^^  und  den  y,Studien  ans  der 
höheren  Physik^'  steht  das  vorliegende  Werk  gewissermassen 
In  der  Mitte.  Die  erste  Auflage  desselben  ist  im  Literar.  Der. 
Nr.  LXXXVI.  S.  11.  mit  hinreichender  AusfOhrlichkeit  und  verdien- 
tem Lobe  von  uns  angezeigt  worden.  In  dieser  ersten  Auflage 
musste  der  Leser  hSufiger  auf  das  oben  genannte  „Lehrbach 
der  Experimentalphysik''  zoriickgehen,  weil  beide  Werke  in 
einem  gewissen  inneren  Zusammenhange  standen  und  nach  der  Ab* 
sieht  des  Herrn  Verfassers  stehen  sollten.  Die  vorliegende  neue 
Auflage  tritt  d&gegen  jetzt^  was  wir  nar  sehr  loben  kOnnen,  als 
ein  völlig  selbstständiges,  von  dem  erwXhnten  Eleroentatbncbe 
ganz  unabhängiges  Werk  auf,  Indem  der  Herr  Verfasser,  wie  er 
in  der  Vorrede  selbst  sagt,  ,,bem(iht  war^  das  Werk  in  ein  selbst- 
stiindiges  Ganze  umzugestalten,  bo  dass  zum  Verständniss  der  in 
demselben  behandelten  Naturgesetze  und  ihrer  Begründung  das 
Nachschlagen  seiner  Experimentalphysik  oder  eines  anderen  Wer* 
kes  jetzt  nicht  mehr  erforderlich  ist«  und  nur  die  Keontniss  eini* 
ger  einfachen  Lehren,  die,  einmal  gelernt,  nicht  leicht  vergessen 
werden,  vorausgesetzt  wird.''  Der  streng  mathematische  Charak- 
ter, welchen  wir  schon  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit 
so  vielem  Lobe  uns  hervorzuheben  bemuhten,  UX  dem  Werke  auch 
in  der  neuen  Auflage  nicht  bloss  vollstfindig  erhalten  worden, 
sondern  dasselbe  ist  in  mehreren  Partieen^  ohne  die  experimen* 
tele  Seite  der  Physik  im  Geringsten  zu  vernachlässigen  und  hin* 
tenanzusetzen,  noch  mehr  wie  früher  in  den  Vordergrund  getre^ 
teil,  wobei  sich  jedoch  der  Herr  Verfasser  seiner  Absicht  gemlias 
ganz  streng  in  den  Grinsen  der  sogenannten  Elementar- Malha* 
matik,  so  weit  dieselbe  aof  Schalen  gelehrt  zu  werden  pflegt 
gebalten  hat,  was  gegenwärtig  um  so  mehr  gerechtfertigt  eradiei«^ 
da  ja  die  später  erschienenen  Studien  aus  der  heberen  Phy- 
sik denen,  die  weiter  zu  geben  beabsichtigen,  das  treffliebate 
Hflifsmittel  darbieten.  Den  mathematischen  Darstellongen  ist  auch 
in  dieser  neuen  Auflage  wie  in  jder  früheren  ein  mehr  geometri- 
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•dier  al»  rein  aiialytisdber  Charakter  vetfafcco  wanic»,  was  «ir 
■ickt  bloaa  Tollkoniiieii  killig«D ,.  aoadcni  als  aiaea  kasoadcro 
Vorzog  eines  solchen  Weikes  erkennen,  weil  da«lsrch  deai  Schl- 
ier die  scfconste  Gelegenheit  znr  Anwendung  seiner  in  der  reiaei 
Hementar- Mathematik  erworbenen  Kenntnisse  dargeboten  wird. 
Die  BuUbematischen  Beweise  sind  überall  streng,  nnd  lieleni  dei 
Beweis,  dass  der  Herr  Verfasser  selbst  in  einer  streng  matbeB»- 
tischen,  hauptsächlich  geometrischen  Schule  eraogen  wordea  ist, 
diesen  streng  geometrischen  Geist  in  erfreolichster  Weise  sich  in' 
mer  zo  erhalten  gewnsst  hat,  ond  denselben  überall  anch  in  ^ 
Feld  der  Anwendung  xu  fibertragen  bemfihet  ist,  was  namentlich 
das  Torliegende  Bach  für  Anfanger  zu  einer  höchst  lehrreicben, 
den  streng  mathematischen  Geist  immer  mehr  kräftigenden  und 
weckenden  Lecture  macht.  Rucksichtlich  des  Inhalts  können  vrir 
nnr  im  Allgemeinen  liemerken,  dass  sich  derselbe,  mit  KnscUoss 
der  wichtigsten  chemischen  Lehren,  so  wie  der  Gmndlehreo  der 
Astronomie  und  der  Meteorologie,  über  das  weite  Gebiet  der  gan- 
zen Physik  in  ziemlich  gleichmässiger  AusRlhruog  der  einzelnen 
Partieen  erstreckt  Eine  grosse  Anzahl  gut  ausgeföhrter  Holz- 
schnitte trägt  sehr  viel  sowohl  zur  Deutlichkeit  der  mathematischen 
Beweise  als  auch  zur  Veranschaulichnog  der  Tielen  physikalischen 
Instrumente  und  Apparate  bei,  welche  man  in  diesem  schonen 
Werke  beschrieben  und  erläutert  findet.  Wir  können  nicht  sagen, 
wie  sehr  wir  uns  fiber  das  Erscheinen  dieser  neuen  Auflag  des 
Von  uns  schon  in  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  so  warm  em- 
pfohlenen Werkes  gefreuet  haben,  da  hierin  zugleich  unser  frühe- 
res so  gfinstiges  Urtheil  die  beste  Bestätigung  findet  Oasselbe 
nimmt  in  Rucksicht  auf  wahre  Gründlichkeit  in  theoretischer  Be- 
ziehung, namentlich  aber  auch  rucksichtlich  der  überall  vorwalten- 
den mathematischen  Strenge,  ferner  in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit, 
mit  welcher  die  verschiedenartigsten  Apparate  beschrieben  und 
abgebildet  sind,  und  in  Bezug  auf  die  Umsicht,  mit  welcher  auch 
stets  Anwendungen,  wo  sie  sich  irgend  auf  dem  Gebiete  der  ei- 
gentlichen Praxis  darboten,  BerGcksicbtigung  gefunden  haben, 
jedenfalls  eine  der  ersten  Stellen  in  der  neueren  physikalischen 
Literatur  ein 9  und  verdient  daher  solchen  Anfängern,  denen  es, 
mit  einer  gräudlichen  und  möglichst  vollständigen  Kenntniss  der 
sogenannten  Elementar  •  Mathematik  ausgerOsfet,  um  eine  ent- 
sprechende wahrhaft  gründliche  Kenntniss  der  Physik  zu  thoa  ist, 
vorzugsweise  zum  sorgfältigsteh  Studium  empfohlen  zu  werden, 
womit  wir  nur  in  erhohetem  Maasse  das  wiederholen,  was  wir 
schon  bei  der  Anzeige  der  ersten  Auflage  mit  wärmster  Anerkeo- 
nung  der  Verdienstlicbkeit  dieses  Werkes  gesagt  haben. 
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Endlich,  fdgeu  wir  noch  hinzu ,  dass  dasselbe  wegen -seiner 
grossen  Deutlichkeit  sich  ganz  vorzüglich  auch  zum  Selbststudium 
eignet;  und  dass  namentlich  auch  aUe  Lehrer  der  Physik  den 
reichsten  Nutzeu  aus  demselben  ziehen  künoen,  versteht  sich  nach 
dem  Obigen  ganz  von  selbst.  HOge  dem  Werke  die  Anerkennung, 
welche  es  nach  unserer  Meinung  in  jeder  Beziehung  so  sehr 
verdient,  in  reichstem  Maasse  zu  Thell  werden. 


Vermischte  Schriftai. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  appiicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortollni  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
llni a  Roma.    40.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXI.  S.9.). 

,No.  4.  (Luglio  e  Agosto  1859.). 

Intorno  alle  cooiche  ioscritte  in  una  stessa  superficie  svilup- 
pabile  del  quarto  ordine  (e  terza  classe).  Nota  del  Prof.  Luigi 
Cremona.  p.  201.  —  Note  de  Geometrie  infinitesimale.  Par 
A.  Mannheim,  p.  208.  —  Sur  quelques  formules  pour  la  diffö* 
rentiation.  Par  M.  A.  Cayley.  p.  214. . —  Dimostrazione  dell' 
irreduttibilita  dell'  equazione  formata  con  le  radici  primitive  dell* 
unita.  Nota  del  Sig.  V.  A.  Lebesgue.  p.  232.  —  Sur  les  diff<§- 
rences  de  1p,  et  sur  le^  caicul  des  nombres  de  Bernoulli.  Par 
E.  Catalao.  p.  239.  —  Ricerche  analitiche  sopra  le  attrazioui 
esercitate  da  una  linea  piana  verso  un  punto  materiale  collocato 
nel  suo  piano,  ed  in  particolare  suU'  attrazione  del  quadrante  di 
un'.  ellisse  verso  41  centro.  Nota  del  Prof.  Barnaba  Tortolini. 
p.  244.  —  Intorno  ad  una  equazione.  trinomia.  Nota  del  Prof.  A« 
Genocchi.  p.  253.  *-*  Applicazione  di  una  formola  d'integrale 
definito  multiple  all'  integrazione  di  una  classe  di  equazioni  a 
derivate  parziali,  e  a  coefficieoti  costanti  del  Prof.  Barnaba  Tor- 
tolini.   p.  260. 

RiTlsto  MMIograllea«  Sopra  una*  nuova  espressiooe  pel 
risultante  di  due  equazioni  algebriche.  Articolo  del  Prof.  Fran*- 
cesco  Brioschi.    p.  262.  —  Pubblicazioni  recenti.    p.264. 

No.  5.  Settembre  e  Ottobre  1859. 

La  Teorica  dei  Govarianti  e  degli  Invarlanti  delle  forme  binarie, 
e  le  sue  principali  applicazioni.  Monografia  dei  Sig.  Prof.  F. 
Brioschi  (Continuazione).  p. 265.  -—  Sur  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface  des  ondes  par  M^  Ed.  Combescure.    p.  278.  — 
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0«Mrvasiopi  milla  praccdeote  liemoite  del  Sig.  Pr»f.  Francesco 
Brioachi.  p.  28S.  — -  Foodainaoti  di  «na  Teoma  geneDaia  delk 
runeioni  dl  uoa  variabiie  oompJaaaa  di  B»  BiamaB»  (TradasioM 
dal  Tadesco).  p.  288.  —  Sopra  aleuae  ptopriati  dalla  pfopafpi- 
suooa  dalla  correnta  elettrica  nai  fiil  talagrafici»  dadotte  daHa 
Taoria  di  Ohm.  Nota  dei  Sig.  Filippo  Keller.  p.a06. - 
Sopra  alcone  ünee;  e  aaperficie  derivata«  Memoria  del  Sig.  ProL 
Baroaba  Tortolini.  p.31&  —  Eztrait  d'ooe  lettre  de  Mr. 
Mich.  Roberte  a  Mr.  Tortolini,  aur  la  thdorie  dea  eqoations 
alg^briquea.    p.  330. 

RiTlata  biblfdgraltea«  Sulla  ridn^ione  delle  equazioni 
isoperimetriche  alla  forma  canonica.  Articolo  del  3ig-  Prof.  F. 
Brioschi.  p.  333.  —  Differential  Equationa  by  George  Boote. 
Articolo  dal  Prof.  Baroaba  Tortolioi.    p.336. 

Balletioa  de  TAcadi^mie  Royale  dea  aciencea,  des 
lettrea  et  dea  beaox-arta  de  Belglque.  (Vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  CXXV.  S.  7.). 

26"*«  ABii^e,^2«<  Sdr.  T.I.  1857.  Tremblementa  de  terreea 
1855»  par  M.  A.  Perrey.    Rapport  de  M.  Ad.  Quetelet.    p.4& 

—  OccoltatioD  de  Jupiter  par  la  lune«  le  12.  Janvier  1857;  note  ptr 
M.  Em.  Quetelet.  p. 50.  -—  Note  aur  lee  tremblenantB  d« 
terre  reasentis  en  1855,  ai^ec  auppidmenta  ponr  lea  anai^ea  aot^ 
rieurs;  par  H.  A. 'Perrey.  Deuxitoe  Partie.  TrembldmeDta  de 
terre  en  1855.  p.  64.  (Sehr  Tollatändige  und  fleiaaige  Artieit).  -r 
Note  de  M.  Geniller  aur  la  Constitution  pbyeique  du  aoleil.  Rap- 
port de  M.  le  capitaine  Liagre.  p.221.  —  Sur  lea  triaagulations 
qui  ODt  etd  faites  eo  Belgique  poatarieurement  k  1830;  par  M.  le 
gdnäral  Nerenburger.  p. 28L  -^  Observatloos  deapassages  dt 
la  lune  et  dea  ^toilea  de  memo  culmioation;  parM.  A.  Qaatelei 
p.  478. 

2(i<"<'  Ann^e,  2»«  Ser.  T.  II.  18B7.  Eaaaia  analytiqaea.  Les 
lignea  du  troiai^me  ordre;  par  M.  F.  Dagoreau.  Rapport  de 
M.  Braaeeur.  p.  7.  —  D^termlnatioo  de  la  diffdreaae  da  lon- 
gitude  de  Bruxellea  et  de  Beriin;  par  M.A.  Quetelet  p»l7.-* 
Obaerratioaa  dea  paaaagea  de  la  lune  et  dea  dtoUea  de  m4n% 
culmination  faitea  en  1855  et  1856;  par  M.  A.  Quetelet.    p.18. 

—  Thöorie  gdomdtrique  Ses  rayona  et  centree  de  conrbure ;  par  H. 
E.  Lamarla«  p.33.  (Sehr  leaenawertbe  Abhandluag).  -^  TWorie 
gdomätrique  dea  rayona  et  oeotree  de  courbnre.  Note  addüioofliie. 
Par  M.  Lamarle.  p.  307.  —  Variationa  aanuellee  des  iaatrv- 
nienle  mdt^rologiqoea  k  Bruxellea ;  par  M.  A.  Quetelet    p.  321» 
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—  Variluliotts  horaires  dea  iilBtraiteenfB  möt^^rologiqnes  ^  Bnixales. 
Observatlona  fäitea  däns  ie  poyatime.  2^«  artiole;  par  M.  A. 
Qit6telet  p.Mn.  —  Th^arie  g^m^trique  dea  rayona  at  cantrea 
da  oonrbare.  Note  additiooeUa.  Coorbea  reductiblea  aa  type  cy* 
etoYdal.    Par  M.  Lamarle  p.SäS.  (S.  obert). 

(Fortsetturtg  im  aächttea  Hefte.)  ' 


Gnterrichtswesen. 

Ala  ich  in  dar  Yorigea  Namaier  dea  Literariacbea  Berichta 
daa  Referat  Gber  die  Ben  erlaaaene,  naefa  meioer  vollkoaimeDatea 
OeberzanguDg  in  allen  Bexiebuogan'  in  bobem  Grade  treffliobe 
,,Dnterricbta-  und  Prüfunga-Ordnung  der  (preuaai- 
achen)  Kealscbalen  nad  der  boberen  Bfirgeracboiea*' 
acbrieb,  lag  mir  nnr  daa  October^Heft  1859.  dea  „Central- 
blatta  für  die  geaaminte  Unterricbta-Verwaltung  in 
Preuaaea  von  Stiebl"  vor,  walcbea  föra  Brate  nur  unter  I. 
den  Lebrplan  and  die  innere  Gliederung  der  Real« 
acbulen,  unter  IIL  die  Unteracbeidung  der  Realacbulen 
und  deren  Berechtigungen,  und  bauptafichlicb  unter  II«  daa 
Reglement  fflr  die  Abiturienten-Prüfungen  der  Real- 
acbulen enthält,  an  welchea  letztere  ich  mich  daher  bei  meinem 
Referat  auch  nur  allein  angeachloaaen  habe  und  anschiieaaen 
konnte.  Das  November-Heft  I8$9.  des  genannten  Journale, 
welehea  8. 646.  IT,  noch  Erläuternde  Erklärungen  zu  der 
eigentlichen  Unterrichta-  und  Prfifunga-Orduung  rait- 
theilt,  war  damala  noch  nicht  in  meinen  Händen.  Namentlich  in  Be- 
ziehung auf  meine  in  jenem  Referat  rSckaichtlich  des  Unterrichts 
in  der  höheren  Analysis  gem<achte  Bemerkung  halte  ich  mich  jetzt 
ftir  verpflichtet  —  und  thue«  wegen  des  sehr  lebhaften  Interesses, 
welches  ich  an  diesem  neuen  Reglement  und  den  Lehranstalten, 
die  dasselbe  betrilTt,  nehme,  dies  auch  sehr  gern,  —  hier  nachträg- 
lich zu  bemerken,  daaa  die  Erläuterungen  (S.  668  a.  a.  O.)  noch  fol 
gende Beatimmung enthalten :  „Beaondera  befähigte  Abthei- 
lunge n  und  efauaelne  talentvolle  üchlller  in  Prima  wird  der 
Lehrer  auch  in  die  höhere  Analysis,  die  Differential  -  und  Integral- 
rechnung und  die  sphärische  Astronomie  einführen  UBmmen.*^  •— 
Dasa  ich  auch  dieae  Beatimmung  unter  dleaer  Ferm  mit  dem 
vollkommensten  Beifall  begrflsse  und  in  derselben  nur  noch  mehr 
die  grosse  Umsicht,  mit  welcher  daa  fragliche  Reglement  verfasst 
ist,  freudigat  erkenne,  versteht  sich  von  selbst.  Nur  gegen  jede 
obligatorische  ßinffihrnng  des  Unterrichts  in  der  höheren  Ana* 
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lysifl  in  deu  Lebrplan  der  Realschaleo  und  ab  eigentlicher 
PrafoDga-Gegenstand  erkläre  ich  mich  nach  wie  Tor  io  be* 
sHmintester  Weise.     Mit  einselneii  teleAtrollcii  SdtUent 

deo  Versach  za  machen,  wenigsteon  dies  zu  kUnneii,  d.h.  daza 
die  Erlaubnis^  zu  haben»  ist  ganz  io  der  Ordnung,  und  kann  gegen 
die  höbe  Unterrichts -Behurde  nur  zu  neuem  aufrichtigen  Danke 
auffordern.    Wenn  man  aber  einmal  einen  solchen  Versuch  macht, 
dann  thue  man  es  auch  in  völlig  strenger  Weise,  nicht  etwa  so 
k  la  Lacroix  seligen  Andenkens,  oder  nach  der  Weise  mimcher 
deutseben  Elementarbiicher ,  welche  auch  der  Differentialrechnung 
einige  Seiten  widmen,  und  zwar  den  Begriff  der  G ranze  einfSbren, 
aber  den  argen,  die  ganze  Darstellung  vOllig  illusorisch  machenden 
Fehler  begeben,   dass  sie   bei   ihren  sogenannten  Gränzen- Be- 
stimmungen   oder   Gränzen- Ermittelungen   die   KxIstemB    einer 
Gränze   schon   stillscb\teigend  voraussetzen,  wogegen  doch  der 
IVacliwels  dieser  l^xiatenm  einer  Clrftnse  gerade  das  isl^ 
worauf  es  zunächst  und   hauptsächlich  ankommt.    Wie  schädlich 
ein  solcher  ganz  ungrfindlicfaer  und  fehlerhafter  Elementar -Un- 
terricht f&r  den  höheren  Unterricht  ist,  und  wie  entmuthigend  er 
bei  diesem  letzteren  namentlich  auch  auf  die  Schfiler  wirkt,  wenn 
ihnen  klar  gemacht  wird,  dass  sie  das  früher  Erlernte  v5llig  bei 
Seite  werfen  und  sich  in  ganz  neue  Vorstellungen  und  Anschauun- 
gen  flnden  müssen,   kann  nur  der  Lehrer  gehörig  beurtheilen, 
welchem  bei  dem  höheren  Unterrichte  eine  reiche  und  vielfache 
Erfahrung  zur   Seite  steht,   und  der  es   als  einen  wesentlichen 
Tbeil  seiner  Aufgabe  betrachtet,  sich  im  Einzelnen  mit  den  Be- 
dfirfnissen  seiner  Schäler  bekannt  zu  machen,  und  jeden  nach 
seiner  Individualität  sc^nau  kennen  zu  lernen.         '       Grunert. 
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Literarischer  Bericht 

cxxxvi. 


Am  27.  Juli  1850  starb  zu  Saalfeld  nach  zwei  and  einvi^r- 
teljähriger  segensreicher  amtlicher  Wirksamkeit  als  Lehrer  für 
Mathematik  und  Naturwissenschaft  an  der  dortigen  Realschule^ 
tief  betrauert  von  seinen  Vorgesetzen,  CoUegen  und  Schulern , 

Dr.  Andreas  Völler , 

welchem   das  Archiv   einige   sehr  werthvolle  Beiträge  verdankt. 
Derselbe  war  geboren  zu  Helba  am  IL  September  1833. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Die  Märtyrer  unter  den  Naturforschern.  Ein  Vor- 
trag zu  Gunsten  der  Humboldt-Stiftung  gehalten  zu 
Stettin  am  7.  Februar  1860.  von  Dr.  H.  Emsmann,  Pro- 
fessor zu  Stettin.    Leipzig.  O.  Wiegand.  1860.    8. 

So  wie  die  im  Literarischen  Bericht  Mr.  CXXX.  S.  1.  ange- 
zeigte Schrift  desselben  Herrn  Verfassers,  enthält  auch  die  vor- 
liegende einen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  Beitrag  zur 
Geschichte  der  Naturwissenschaft,  wenn  auch  die  in  demselben 
mitgetheilten  Thatsachen  schon  allgemeiner  bekannt  sind  als  die 
in  der  früheren  Schrift  gemachten  Mittheilungen.  Neben  Anaxa- 
goras,  Aristoteles,  Aristarch,  dem  Bischof  Virgillus  von 
Salzburg'  im  8ten  Jahrhunderte ,  haben  natfirlich  die  bekannten 
Schicksale  Roger  Bacon's^  des  Copernicus,  Glordano 
Bruno's,  Kepler*s  und  hauptsächlich  Galllei's,  mit  welchem 

.      Thl.XXXlV.  Hfl.  4.  4 
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das  eigentliche  Märtyrerthnm  in  den  Natarwieeenschaften  aehiiesst, 
die  meiate  BerOcksichtigung  gefunden. 


Arithmetik. 

Ausxug  au«  einem  Briefe  des  Herrn  Doctor  J.  H.  W.  Leb- 
fnann  in  Spandau  an  den  Herausgeber. 

Der  Hauptmann  a.  D.  Adolf  von  der  Schulenburg  in 
Magdeburg  hat  sich  seit  Jahren  in  die  Theorie  der  huliereo 
algebraischen  Gleichungen  so  weit  hineingearbeitet,  dasa  es  ihm 
gelungen  ist,  allgemeine  und  sehr  merkwürdige,  mir  bisher  anbe- 
kannte Sätze  zu  entdecken,  welche  die  Form  der  Wurxeln  aller 
Gleichungen  in  Functionen  der  Coeflicienten  evident  darsteiieo, 
indem  das  nfache  jeder  Wurzel  einer  Gleichung  des  nten  Grade» 
aus  Auflosungasummen  zusammengesetzt  ist,  deren  jede 
gleich  ist 

(wobei  y^  e,  z»  tt, ....  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  des 

II         n  n  « 

nten  Grades,  Vi»  Vi*  Vi»  Vi»*.-*  aber  die  n  veracbiedeoeD 
Wurzeln  der  nten  Ordnung  aus  1  sind,  nämlich,  wenn  n  gerade 
ist,  -f  1  und  —1  und  n — 2  imaginäre  Wurzeln,  und  wenn  n  un- 
gerade ist,  -fl  und  n  — 1  imaginäre).     Unter  diesen  AuflOsungs- 

summen  ist  die  erste  =:^-|-v*ft-|-|f -!-•••*»  indem  hier  Vi  ubenll 
=  1  gesetzt  wird ;  sie  ist  gleich  dem  Entgegengesetzten  des  Coef- 
ficienten  von  a^"^  in  der  gegebenen  Gleichung;  in  jeder  der  Oliri' 

gen  n  — 1  Auflosungssummen  aber  werden  für  Vi  alle.n  verschie- 

fl 
denen  Werthe  von  Vi  gesetzt,  und  zwar  für  die  verschiedeneo 

Auflösungssummen  in  verschiedener  Permutation.    Herr  von  der 

Schulenburg    zeigt  alsdann,   dass   die  genannten  it  — 1  Aof- 

losungssummen  die  Formen 

VF,  C(VF)*,  D(VF)^,  E(VF)*s ....  -»(vf)"-* 

u 
haben,  wobei  VF  überall  mit  derselben  (reellen  oder  ImagisK- 

ren)  nten  Wurzel  aus  1  multiplicirt  gedacht  werden  mnss  (so  dasi» 
wenn  man  nach  und  nach  alle  n  Wurzeln  aus  1  ]vählt,  alle  n  Wur- 
zeln der  gegebenen  Gleichung  herauskommen),  jede  der  Grossen 
F,  C,  />,  £,....  aber  von  der  Form 
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jede  der  Gruseen  G' ,  P,  C »  D' ^  £^  ....  aber  Yon  der  Form 


isti  o« «.  w.  Er  enfvfickelt  eine  Methode^  wie  man  F,  C,  D,  E,.„. M 
vermittelst  Gleichungen  bestimmen  kann,  die  den  (n  —  l)8ten  Grad 
nicht  übersteigen,  und.  bedient  sich  dazu  nicht  ndr  der  Tollstän* 
digen  symmetrischen  Functionen  von  y,  v,  x,  tt»  ....,  sondern 
auch  der  getheilten  symmetrischen  Functionen,  auf  welche 
Abel  in  seinem  Beweise  der  Unmöglichkeit  der  altgemeinen  Anf- 
iGsuttg  der  den  4ten  Grad  Obersteigenden  Gleichungen  keine 
Rficksicht  genommen;  er  zeigt,  dass  die  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung der  getheilten  »ymmetrischen  Functionen,  wenn  sie  auch 
anfangs  vom  nten  oder  einem  noch  höheren  Grad  zu  sein  scheinen, 
sich  doch  auf*  den  (n — l)sten  Grad  zurückfuhren  lassen^  und  legt 
dadurch  die  Schwäche  des  A  h.e  Tschen  Beweises  der  Unmöglich- 
keit der  allgemeinen  Auflösung  dar.  Er  führt  die  allgemeine 
Auflosung  der  Gleichungen  des  fünften  Grades  in  ex- 
tenso durch. 

Es  ist  wegen  der  grossen  WeitläuGgkeit  dieser  Arbeit  nicht 
zu  verwundern,  dass  Herr  yon  der  Schulenburg  seine  Ent* 
Wickelung  noch  nicht  so  weit  ausgeführt  bat,  dass  jeder  andere 
Mathematiker  von  Profession  sich  daraus  vernehmen  konnte;  die 
vollständige  Ausführung  mochte  noch  ein  halbes  Jahr  auf  sich 
warten  lassen,  und  die  Vollendung  des  Drucks  sich  bis  gegen 
den  Schluss  des  gegenwärtigen  Jahres  hinziehen. 

Ich  habe  die  moralische  Ueberzeugung,  dass  der  Ver- 
fasser die  Schwäche  des  Aberschen  Beweises  aufgedeckt,  die 
allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des  5ten  Grades  gefunden, 
und  dadurch  ein  Problem  gelost  hat,  woran  man  seit  250  Jahren 
vergebens  arbeitete,  und  dass  seine  Methode  sich  auf  alle  höheren 
Gleichungen  ausdehnen  lassen  würde,  wenn  nicht  die  zu  grosse 
Weitläufigkeit  die  Ausführung  verböte.  Dass  hier  nicht  von  prak- 
tischer Anwendung  auf  numerische  Gleichungen  die  Rede  sein 
k&nne,  versteht  sich  von  selbst;  das  Interesse  ist  rein  wissenschaft- 
lich; es  handelt  sich  hauptsächlich  um  Darlegung  der  Schwäche 
des  Aberschen  Beweises.  Meine  gründliche  Revision  der  Ma* 
nnscripte  erstreckt  sich  auf  die  Theorie  der  Gleichungen  des  3ten 
und  4ten  Grades,  und  ich  finde  darin  ein  abgeschlossenes  Ganzes, 
worin  der  organische  Zusammenbang  viel  klarer  n%chgewiesen  ist 
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als  von  Caxdan  und  Bombe Ui;  ausserdem  habe  ich  das,  was 
der  Verfasser  von  den  Gleichungen  des  6ten  Grades  bisher  klar 
übersiGhtlich  entwicicelt  hat,  schon  sehr  weit  yerfoigt,  und  finde 
darin  eine  ausnahmslose  strenge  Consequenz  und  Schärfe,  na- 
mentlich eine  bewundernswürdige  Sicherheit  und  Leichtigkeit  im 
Gebrauch  des  Imaginären;  mit  ein^m  Worte,  ich  halte  deo  Ver- 
fasser für  einen  Mann,  welcher  der  Aufgabe,  die  er  sich  Torge- 
setzt  hat,  gewachsen  ist  Die  geordnete  Ausarbeitung  der  Blätter, 
welche  mir  vorgelegen  haben,  würde  an  und  filr  sich  schon  ein 
gutes  Buch  werden,  auch  wenn  das  Endziel,  die  allgemeine  Auf- 
lüsung  der  Gleichungen  des  5ten  Grades,  noch  nicht  hinzukäme* 
Ist  aber  das  Endziel  erreicht  und  in  die  Oeflfentlichkeit  gegeben, 
tüo  ist  an  dem  glücklichen  buchhändlerischen  Erfolge  nicht  zu 
zweifeln,  insofern  man  sein  Augenmerk  nicht  auf  den  Absatz  in 
Deutschland  allein,  sondern  auch  auf  das  ganze  wissenschaftlicbe 
Europa  und  Amerika  richtet. 

Sollten  Sie,  hochgeehrter  Herr  Professor,  geneigt  tiein,  die 
von  mir  hier  gegebenen  Notizen  in  Ihre  geschätzte  Zeitschrift 
aufzunehmen,  so  würden  Sie  dadurch  dem  Herrn  von  der  Schu- 
len bürg  und  mir  einen  grossen  Gefallen  tbun;  denn  es  ist  nicht 
zu  zweifeln,  dass  die  Bekanntmachung  auf  den  von  soliden  Buch- 
handlungen zu  fassenden  Entschluss  des  Verlags  einen  sehr  we- 
sentlichen Einfluss  haben  würde.  Ich  aber  bin  bereit,  alle  Ver- 
antwortung zu  tragen. 

Spandow,  den  22.  März  1860. 

Dr.  J.  H.  W.  Lehmann. 


Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  aller 
Grade.  Von  L*  Mossbrugger,  Lehrer  der  Mathema- 
tik an  der  Kantonschule  zu  Aarau.  Aarau.  Sauerlän- 
der.    1859.    4«. 

Gegenüber  der  vorstehenden  Anzeige  des  Herrn  Doctor  Leh- 
mann, nach  welcher  Herr  von  der  Schulenburg  in  Magde- 
bürg  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  gefunden  haben 
soll,  halte  ich  mich  für  verpflichtet,  zu  bemerken,  dass  mit  einem 
„Aarau,  den  17ten  December  1859'*  datirten  Briefe  die 
oben  genannte  Schrift  von'  ihrem  geehrten  Verfasser  mir  zugesandt 
worden,  und  etwa  am  Ende  des  vorigen  oder  am  Anfange  des 
laufenden  Jahrs  in  meine  Hände  gelangt  ist.  Leider  hat  mir  bis 
jetzt  die  nötbige  Zeit  und  Ruhe  gefehlt,  diese  Schrift  einer  so 
sorgföltigen  und  eingehenden  Prüfung  zu  unterwerfen,  wie  dieselbe 
namentlich  bei«einem  Gegenstande  von  der  Art  des  io  Rede  ste* 
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benden  onfoedingt  nOthig  ist«  wenn  ich  mich  soll  fiir  berechtigt 
halten,  ein  bestimmtes  Urtheil  zu  Allen,  ob  Herr  Mossbrugger 
seinen  Zweck«  die  allgemeine  Auflösung  der  Gteichöngen  zu  ge- 
ben, wirklich  erreicht  hat.  ich  bin  also  genöthigt^  ein  solches 
bestimmtes  Urtheil  noch  zurück •  und  einer  späteren  Zeit  vorzu- 
behalten«  würde  auch  deshalb  über  die  vorliegende  Schrift  fSr 
jetzt  noch  geschwiegen  haben«  wenn  mir  nicht  so  eben  die  vor- 
stehende Ankündigung  des  Herrn  Doctor  Lehmann  zugegangen 
wSre«  welche  unverzüglich  zum  Druck  zu  bringen«  ich  mich  flir 
verpflichtet  hielt  Dadurch  glaubte  ich  aber  nach  meinen  Grund- 
sätzen in  solchen  Dingen  zugleich  auch  die  Verpflichtung  über- 
nommen zu  haben«  von  der  obigen  seit  etwa  einem  Vierteljahre 
in  meinen  Händen  befindlichen  Schrift  fiSr  jetzt  wenigstens  eine 
vorläufige  kurze  Anzeige  zu  liefern«  wie  ich  dies«  eine  iveitere 
.  Besprechung  mir  noch  vorbehaltend«  jetzt  thun  werde. 

Zuerst  sei  daher  im  Allgemeinen  bemerkt,  dass  Herr  L.  Moss- 
brugger in  §.7.  der  obigen  Schrift  die  allgemeine  Auflösung 
der  Gleichung  des  fiten  Grades  gegeben  hat«  welche  er  auf  die 
Form 

a^  ==  A^-^  +  2<aar«-»  +  ....  +  -dl„-aa:«  +  An-ix  +  An 

» 

gebracht  und  also  in  gewöhnlicher  Weise  das  zweite  Glied  aus 
der  Gleichung  weggeschafft  annimmt«  bevor  er  zu  der  Auflösung 
selbst  übergeht.  Diese  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  wird 
in  §.  I.  gelehrt.  Nach  einem  für  die  Gleichungen  aller  Grade  im 
Allgemeinen  übereinstimmenden  Verfahren  wird  nun  zuerst  in  §.2. 
die  Auflösung  der  Gleichung  des  dritten  Grades  gegeben«  welche 
zu  der  gewöhnlichen  Auflösung  des  Cardanus«  natürlich  auf 
einem  besonderen«  Herrn  Mossbrugger  eigenthümlichen  Wege 
fährt  In  §•  3.  wird  die  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten «  In 
§.  4.  die  der  Gleichung  des  ßinften  Grades«  überall  in  ganz  allge- 
meinen Formeln  und«  wie  schon  erwähnt«  bei  den  Gleichungen 
aller  Grade  nach  einem  im  Wesentlichen  übereinstimmenden 
Verfahren  gegeben.  Dann  beschäftigt  sich  in  §.  5.  Herr  Moss- 
brugger mit  der  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen  gerader 
Grade  von  der  Form 

o:»«  +  i*«««^«  +  2l8a?*»-»+ . ...  + Am-ia:  +  ^aw  =  0« 

geht  in  §.  6.  zu  der  Auflösung  der  Gleichung  des  sechsten  Gra- 
des über,  und  giebt  dann,  wie  schon  oben  erinnert«  in  $.7.  ganz 
im  Allgemeinen  die  Auflösung  jeder  beliebigen  Gleichung  des 
nten  Grades. 

Dies  ist  Im  Allgemeinen  der  Inhalt  der  offenbar  mit  grosser 


6  UierariseUer  Berichi  CXXXVI. 

Sorgfalt  Dod  Genauigkeit  verfasaten  StMil,  und  die  angewandte, 
bei  den  cubiacben  Gleichungen  sa  der  bekannten  eardaniadtea 
Aofidaung  fiibrende  Methode  ffir  die  GMchnngen  aller  Grade  im 
Wesentlichen  dieselbe,  was  jedenfalls  ein  günstiges  Vomctkeil 
erwecken  ninss.  Mehr  über  die  Methode  hier  zu  sagen,  ist  für 
jetzt  nicht  mOglicb,  indem  wir  uns  mit  der  Bemerkung  begnQgen 
müssen,  dass  dieselbe  zunichst  und  hauptsächlich  auf  die  Bil- 
dnng  einer  Hülfsgleichnng  zurückkommt,  welche  bei  der  aUgenei- 
nen  Gleichung  des  »ten  Grades  vom  Grade  n(n-*l)  Ist. 

Ich  wiederhole,  dass  diese  Anzeige  für  jetzt  durchaus  nur 
als  eine  vorläufige  zu  betrachten  Ist,  und  dass  ich  mich  eines  be- 
stimmten Urtheils  üb,er  den  Werth  und  Erfolg  der  angewandten 
Methode  ganz  enthalte,  dasselbe  einer  spateren  Besprechung  vor- 
behaltend. Es  würde  die  jetzige  Anzeige  auch  ganz  unterblieben 
sein,  wenn  ich  nicht  durch  die  so  eben  eingegangene  Torstehende 
Ankündigung  des  Herrn  Doctor  Lehmann  genuthigt  worden  wSre, 
oder  Tielmehr  durch  dieselbe  mir  die  Verpflichtung  anferl^  ge* 
glaubt  hätte ,  zugleich  über  Herrn  Mossbruggers  Schrift  im 
Kurzen  zu  berichten.  Unter  allen  Bedingungen  ist  dieselbe  der 
Aufmerksamkeit  und  Beachtung  der  Leser  zu^empfehlen. 

*  Grunert. 


Astronomie. 

4 

Aufruf. 

Joannis  Kepler!  opera  omnia 

edldlt  Chr.  Frigclu    Francofurti  et  Erlangae^  Heyder  et 
'  Zimmer.    Yohl.    1858. 

Bine  Ehre^  deren  sich  mancher  wenig  bedeutende  Schrift^ 
steller  in  Deutschland  rühmt,  war  einem  der  grössten  Nimen 
unseres  Vaterlandes  bisher  nicht  widerfahren:  wirbesassen  keine 
Gesammtausgabe  der  Werke  Kepler 's.  Und  doch  gehört  Kepr 
1er  sn  den  wenigen  Auserwahlten,  bei  denen  jedes  Epithet 
überfliissig,  die  nicht  dem  Fachmanne  aüein,  sondern  jedem  Ge- 
bildeten bekannte,  nihmgekrönte  Gestalten  sind.  Kein  beson- 
derer  Gau  kann  ihn  sein  eigen  nennen,  die  Orte  seiner  Geburt, 
seiner  Endehung  und  selbststlndigen   Thätigkelt  machen  ih« 
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sum  Deutschen  im  aligenieiiiiten  Sinne  des  Wortes«  Er  hat 
den  deutschen  Geist  für  immer  und  alle'  Zonen  Tcrhcrriicht 
durch  Tiefe  der  Gedanken  und  unTerwustiichen  Hanu>r,  durch 
Ausdauer  solider  gieichen  und  ungebrochene  Phantasie,  durch 
unerschütterliche  Ehrenhaftigkeit  und  seltene  Urtheilskraft. 
Und  die  Producte  dieses  Geistes  existiren  grossentheils  nui^  in 
weniges  Exemplaren  oder  sind  geradezu  bloss  handschriftlich 
▼orfaanden.  Sollen  die  ^riderlichen  Erbärmlichkeiten,  weiche 
einen  der  edehten  Menschen,  die  es  je  gab^  sein  ganies  Leben 
hindurch  Terfolgten,  sich  noch  an  seinen  unsteifblichen  Arbei- 
ten fortsetsen,  und  uns  Epigonen  beschieden  sein,  die  allent- 
halben zerstreuten  Erzeugnisse  seiner  Hand  nach  und  nach  dem 
Untergange  geweiht  zu  sehen,  wie  seine  Zeitgenossen  einst  um- 
sonst die  Statte  suchten,  wo  seine  irdischen  Ueberreste  ruhen? 

In  äclit  yaterlandischcr  Weise  hat  Professor  Frisch  seit 
vielen  Jahren  in  aller  Stille  daran  gearbeitet,  diese  Schmach 
von  uns  abzuwenden,  und  tritt  nun  mit  einem  völlig  geordneten, 
aus  den  verschiedensten  Quellen  mit  bewundernswürdiger  Auf- 
opferung gesammelten  Materiale  für  nicht  weniger  als  acht 
ziemlich  starke  Bände  vor  die  Verehrer  Kepler 's  hin,  deren 
Zahl  Legion  —  sein  sollte.  Zwei  bereits  erschienene,  den  er- 
sten Band  bildende  Hefte  enthalten:  Mysterium  Cosmographi- 
cum,  Apologia  Tychonis,  Galendaria,  Opera.  Astrologica,  mit 
wichtigen,  hauptsächlich  aus  Kepl  er *s  Briefwechsel  geschöpften 
Commentaren,  und  zeugen  für  die  Umsicht  und  Sorgfalt,  welche 
hier  aufgewendet  wurden,  um  uns  die  Werke  des  unvergängli- 
chen Todten  in  würdiger  Gestalt  vorsuführen.  Aber  das  treff- 
liche Unternehmen  stockt  —  aus  Mangel  an  Theilnahme.  Schon 
einmal^)  erhob  ich  meine  Stimme  imYereine  mit  mfeinen  Gol- 
legen:  Argelander,  Hansen,  Encke,  Gould,  Peters, 
Rümker,  Struve  d.  ä.  u.j..  Zech,  leider  niäht  mit  der  ge- 
wünschten Wirkung  zu  Gunsten  dieser  so  höchst  verdienstiichen 
Publikation,  die  nicht  nur  eine  alte  Schuld  Deutschlands  an 
eitlen  seiner  herrlichsten  Söhne  bezahlen,  sondern  die  heutige 
Welt  in  den  Stsnd  setzen  soll  an  der  Quelle  zu  schöpfen,  was 


^)  Angtbargar  AUgtnieiae  Zeitmig,  14.  Juli  1857,  Beilage. 
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ihr  nachgerade  unsShlige  Male  nnUtuter  geboten  wurde.  Ich 
wähle  heute  zu  diesem  wiederholten  Aufrufe  ein  Organ*),  daaala 
Reliquie  des  deutschen  Reiches  doppelt  berufen  ist,  sich  Sr. 
Römisch  kaiserlichen  Majestiit  Blathematikers  anzunehmen.  Möge 
die  patriotische  Begeisterung  für  einen  anderen  grossen  Deut- 
schen, deren  Nachklänge  wir  noch  vernehmen,  sich  auch  hier 
bewähren!  Kepler  litt  im  Leben  hauptsächlich  unter  der  un* 
glückseligsten  aller  Spaltungen  unseres  Vaterlandes;  möge  die 
Blrinnerung  an  ihn  versöhnt  werden  durch  die  Einigkeit,  mit 
der  wir  beitragen  zur  Emditung  eines  Denkmals,  das  in  unse* 
ren  Tagen  von  der  Presse  dauernder  und  erfolgreicher  gegrün- 
det wird  als  durch  Meissel  und  Marmor!  Wenn  nur  einige 
Länder  noch  dem  von  Preussen  und  Oesterreich  gegebenen 
schönen  Beispiele  In  Unterstützung  dieses  Unternehmens  bel- 
leten, wenn  insbesondere  öiFentliche  Bibliotheken  es  nicht  ver- 
sciunähen,  ein  Werk  zu  erwerben,  das  jeder  derselben  zur 
Zierde  gereichen  wird,  so  ist  die  Bereicherung  nicht  bloss  der 
deutschen,  sodern  der  gesammten  Literatur  um  einen  wahren 
Schatz  gesichert,  dessen  universeller  Charakter  in  der  glänzen- 
den Liberalität  der  russischen  Regierung  einen  sprechenden 
Ausdruck  gefunden  hat. 

Wieil,  den  17.  December  1859.  C»  v.  Littrow. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  zum  Gebrauche  bei  Vorle- 
sungen und  zum  Selbstunterrichte  von  Dr.  W.  Eisen- 
lohr,  Grossherzogl.  Bad.  Geheimeratbe  und  Professor 
der  Physik  an  der  polytechnischen  Schule  in  Carls- 
ruhe, U.S.W.  Achte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  665  Holzschnitten.  Stuttgart.  Krais  und  Hoffmann. 
1880.    8. 

Wenn  ein  physikalisches  Lehrbuch  in  einem  verhältnissmSssig 
kurzen  Zeiträume  in  einer  achten  Auflage  erscheint,  «^  gewiss 
ein  seltener  Fall,  wenigstens  in  Deutschland,  —  so  hat  dnreh 
diesen  grossen  dem  Werke  geschenkten  Beifall  das  Publiknm!Qber 
dessen  Werth   und  Vortrefflichkeit  ein  Crtheil  gesprochen,  gegen 

'*')  Ur8|irnnglich  roitgetheilt  in  der  „Lcopoldina*  Nr. 9.'^ 
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wetcbes  jede  weitere  Kritik  auch  selbst  dann  veretnmtpen  nitfMte» 
wenn  dieseibife  nicht  eo  Tolletändig  mit  der  Stimme  des  Publi* 
kmns  fibereinziistimmen  sieb  gedrungen  fühlte,  wie  dies  bei 
dem  Unterzeichneten  rficksicbtiich  des  verliegenden  Werkes  der 
Fall  ist.  Der  Unterzeichnete  kennt  und  benetzt  dieses  Werk  seit 
langer  Zeit,  und  bekennt  gern  und  dankbar^  aus  demselben 
Vieles  gelernt  und  durch  dasselbe  vielfach  bei  seinen  Bestrebun* 
gen  unterstützt  worden  zu  sein.  Vor  allem  ist  die  grosse  Fülle 
von  Thatsacben  hervorzuheben,  die  in  diesem  Werke  enthalten 
sind,  wobei  es  sich  zugleich  tiber  das  ganze  Gebiet  der  Physik 
gleicfamSssig  verbreitet,  so  dass  es  schwerlich  einen  Gegenstand 
geben  mochte,  über  den  man  nicht  eine,  wenn  auch  zuweilen  nur 
kurze,  aber  für  den  Kundigeren  und  Geübteren  stets  ausreichende 
Belehrung  in  demselben  fönde.  Dabei  sind  die  betreffenden  nu- 
merischen Bestimmungen  fiberall  sehr  vollständig»  genauer  als  in 
vielen  anderen  Werken,  und  überall  nach  den  neuesten  und  besten 
Untersuchungen  gegeben.  Die  zu  den  Versuchen  erforderlichen 
Instrumente  und  Apparate  sind  durchgängig  nach  ihren  neiwsten 
and  bessern  Einrichtungen  sehr  deutlich  beschrieben  und  durch 
sehr  gut  ausgefährte  Holzschnitte  erläutert,  so  wie  auch  ihre  Vor*- 
züge  und  Mängel  stets  Berücksichtigung  gefunden  haben,  und 
zu  ihrer  Handhabung  die  nothigen  Fingerzeige  gegeben  worden 
sind.  Unter  den  Instrumenten  sind  nicht  gerade  bloss  die  neuesten 
und  besten,  sondern  auch  die  älteren,  sollten  dieselben  auch  zu- 
weilen nur  eine  historische  Bedeutung  haben,  wie  z.B.  das 
Sau ssure' sehe  Haar- Hygrometer  und  einige  andere,  beschrieben 
worden,  was  jedenfalls  vollständig  gebilligt  w  erden  muss,  und  von 
Vielen  dankbar  erkannt  werden  wird.  Im  Ganzen  kann  man  sagen, 
dass  rücksichtiich  der  Thatsacben  und  der  physikalischen  Instru- 
mente das  vorliegende  Werk  eine  im  höchsten  Grade  vollständige 
Darstellung  der  beutigen  Physik  liefert,  was  wenigstens  alles  We« 
sentliche  und  irgend  Wichtige  oder  zu  kennen  Wüns^enswerthe 
betrifft.  Aber  auch  die  darin  befolgte  wissenschaftliche  Darstellung 
ist  eine  sehr  ansprechende  und  gründliche,  die  mit  zweckmässiger 
Kfirze  sehr  grosse  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  vereinigt«  und 
überall  das ,  worauf  es  bei  jedem  Gegenstande  Yorzugsweise  an- 
kommt, gehörig  hervorhebt  und  in  den  Vordergrund  stellt.  Und 
ist  die  Darstellung  auch  nicht  vorherrschend  eine  mathematische, 
jdie  sie  bei  der  ganzen  Anlage  des  Werkes  und  dem  durch  das- 
selbe zu  erreichenden  Zweck  nicht  sein  konnte  und  sollte;  so 
gehört  dasselbe  doch  keineswegs  in  die  grosse  Klasse  derjenigen 
physikalischen  Bücher,  welche  vor  jeder  mathematischen  Betrach- 
tung zurückschrecken.  Vielmehr  muss  man  dem  Herrn  Verfasser 
dass  Zeugniss  geben,  dass  er  auch  in  dieser  Beziehung  so  viel 
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gelabtet  bat,  wie  der  Sv»eok  dee  Bucb^  irgeed  geitattete  eed 
fordeite.  Wo  der  Gegenetand  eine  mathematiacbe  Bebandleeg 
iü  Anspruch  za  eebmeo.  bereebtigt  war^  iet  dioee^  aocb  m( 
elementarem  Wege  deiitlicb  und  bestimmt «  sngleicb  eo  elnbek 
wie  mögllcb,  gegeben  worden,  namentlieb  aiieb  in  dem  meohaDi- 
scben  Tbeile  der  Pbysib,  io  welchem  bekanntlich  eo  viele  aaderej 
selbst  beliebte  physikalische  Bücher  sehr  schwach  sind.  NatSrIich 
ist  überall  nur  so  weit  gegangen  worden,  wie  die  rorattsgesetzten 
elementaren  Kenntnisse  gestatteten,  was  gans  mit  dem  rorge« 
steckten  Ziele  übereinstimmt,  in  welcher  Bedehung  wir  z.  B.  aif 
die  Lehre  vom  Pendel  verweisen,  ^o  nur  die  bekannte  Formel 


=Wi 


bewiesen  worden  ist,  natGrIicb  nicht  bis  xu  der  die 


Zeit  einer  Pendelschwingung  ausdruckenden  unendlichen  Keibe 
fortgeschritten  werden  konnte,  zu  der  nur  auf  dem  Wege  der  la- 
tegralrecbnung  zu  gelangen  mSglicb  ist.  Endlieb  heben  wir  noch 
hervor,  was  wir  jederzeit  für  einen  besonderen  Vorzog  eioea  (hy- 
alkalischen  Lehrbuchs  zu  halten  geneigt  sind,  dass  überall  dai» 
was  als  ausgemachte  Thatsache  betrachtet  jwerden  darf,  von  dem, 
was  aar  Zeit  nur  hypothetisch  ist,  streng  gesondert  worden  ist. 

• 

Ueber  den  Inhalt  eines  Buches,  welches  in  einer  achten  Aaf- 
läge  vorliegt,  im  Einzelnen  noch  etwas  sagen  zu  wollen,  würde 
natürlich  ganz  unnütze  Weitläufigkeit  sein.  Dass  in  der  neoen 
Auflage  alle  neueren  Entdeckungen  nachgetragen  worden  siod, 
versteht  sich  nach  dem  Obigen  ganz  von  selbst»  wobei  übrigens 
die  in  der  vorhergehenden  Auflage  befolgte  Eiotheilung  auch  io 
der  neuen  ganz  beibehalten,  und  nur  erst  am  Schluss  ein  neaer 
Paragraph  eingeführt  worden  ist,  was  die  vielen  Lehrer,  welche 
das  Buch  bei  ihrem  Unterrichte  benutzen»  dem  Herrn  Verfasser 
gewiss  besonders  Dank  wissen  werden. 

MOge  das  Buch  auch  in  seiner  neuen  Gestalt  so  segeDtfetcb 
wie  bisher  zur  Fclrdernng  einer  der  scblinsten  und  edelsten  Wis^ 
senschaften  wirken,  nnd  der  Herr  Verfasser  darin  seine  beste 
Belohnung  finden  fdr  die  auf  dessen  Ausarbeitvng  und  stete,  aiit 
der  fbrtsebreiteaden  Wissenschaft  gleicbmäsaige  Weiter|Unuig 
verwandte  sehr  greese  Sorgfalt  and  Mühe«  Voisngsweise  alles 
Lehrern,  aber  auch  für  das  Selbststudium,  gönnen  wir  dasselbe 
nur  zu  sorgfliltigster  Beachtung  auch  in  seiner  neuen  Ausgabe 
dringend  empfehlen. 


Vermisdite  Sdirfflen. 

Bttlleliii«  de  TAcadiöinle  Rojra|0  4e9  scUnces,  des 
lettre«  et  de»  bea«x-arto  da  Belgiqoe.  (Vergl,  LIterar. 
Ber.  Nr.CXXXV.  S.  14.). 

8»"*  Ann^e,  2«<  Ser.  T.  HI.  1857.  Sur  im  mdmoire  de  BL 
J*  R  Rameaox  intitul^:  Des  loia  suivant  leaqueHee  les  dsaee- 
eiees  du  eerpa,  dana  certalnee  classee  d'aniinaox»  d^terminent 
ta  eapacit^  et  lea  mouTementa  fonctioDellea  des  Poonooa  et  Ai 
eoearr  Rapport  de  M.  Tb.  Schwann.  (Gana  mathematiaeii  gCH 
balteneF  physiologischer  Artikel),  p.  94.  *^  I>äterinination  de  la 
dffförence  des  longitades  des  observateires  de  Bruxelles  et  de 
Berlin;  par  IM.  A.  Qaetelet  p.  104.  ^  Sar  lee  «Voiles  filantes 
et  le  magndtisiiie  terrestre,  eztralt  ^m^e  lettre  de  M.  Hansteeti 
iM.  Ad.  Qaetelet.  p.  105.  -^  Etoiles  filantes  ebaerv^s  an 
mois  d'aeüt  1857,  ä  Broxeiles  et  k  Gand;  note  de  M.  A.  Qiie- 
telet.  p.  116.  --  Les  ^tolles  filantes  do  mois  d*aoüt  1867;  par 
Bi«  Wartmann,  ptäre,  de  Gea^ve.  p.  121.  -^  Reefaercbee  su?  la 
pekttistance  des  impressions  de  la  retine;  par  H.  Meise ns.  p. 214* 
(Sehr  lesenswerth).  —  TbäoHe  göom^trique  des  rayons  et  oentres 
de  ceiirbiire.  2"**  note  additiouelle ;  par  IL  Laoiarle.  p.266. 
(S.  oben).  -«•  Note  sur  la  meeure  de  prdeislea  des  ehserrations 
ttdridiennes  faites  4  robserratoire  royal  de  Braxelles;  par  M. 
Liagre.  p.330.  —  Covp  d'oetl  aar  les  appareils  eoregietiettrs 
des  phdnomönes  meteorologiques  et  prej^t  d  na  aoufeaia  syaieilie 
d^bstmaieBts;  par  M.  Cb.  Mentigny.    p.dfiB« 


Monats-Beriebt  der  ^daigl.  Pr^aasiscbeo  Akade- 
ipie  der  Wisseaacbaften  zq  Bertio*    Januar  1800« 

Durch  die  Liberalität  der  KonlgUcben  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Berlin  ist  der  Herausgeber  des  Arcfhirs  in  den  Stand 
gesetzt  worden,  regefroSssIg  und  sogleich  nacb  dem  Erscheinen 
dieser  Monats- Berichte  deren  Inhalt  —  natCIrlich  nur  so  weit 
derselbe  tn  den  Kreis  des  Archirs  der  Mathematik  und  Physik 
gehört  9  -^  anaeigen  zu  kOnnen,  woftfr  derselbe  fclev  der  KMglf- 
eben   Akademie   seinen    verhindlldistee  und  gehersamet^n   ÜMik 

auszusprechen  nicht  unterlassen  kann. 

» 

Das  vorliegende  Heft  (Januar  186B)  enthält  streag  genomnisn 
aivar  txtt  eise  ia  dee  Kreis  des  Arcbiv»  gehörende  AUiaadlung, 
auf  welche  aber*  die  Leser  unserer  Zeittichrift  besoodei«  aufmerk- 
sam  gemacht  werden  müssen,  da   dieselbe  jedenfalls  sehr  lehr- 
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reich  ist  und  jedwed«  Beaebtang  sehr  veFdient    Es  Ist  dies  die 
Abhandlung : 

üeber  die  Prüfungsmittel  des  Stromes  der  ley- 
dener  Batterie.    Von  , Herrn  Biess.    S.5  — S.25. 

Begreiflicherweise  können  wir  auf  Einzelnheiten   in  diesen  Lite- 
rarischen  Berichten    nicht   eingehen.      Indess    bemerken   wir  im 
Allgemeinen  Folgendes.    Der  Herr  Verfasser  sagt  im  Eingange 
seiner  Abhandlung:     ,,Im  elektrischen  Strome  unterscheidet  man 
die  Elektricitätsmenge,  Dichtigkeit,  Entladungsdauer,  Art  der  Ent- 
ladung  und  Richtung  des  Stroms.''    ,,Die  Elektricitätsmenge  wird 
durch  die  Anzahl  gleichwerthiger  Erregungsakte  gemessen,  welche 
die  Batterie,  die  Dichtigkeit  durch  die  Anzahl,  welche  die  FlScben- 
elnheit  derselben  in  den  elektrischen  Zustand   versetzt  hat   Die 
Entladung  der  Batterie  geschieht  durch  ihre  Verbindung  mit  den 
Schliessungsbogen,  in  welchem  der  Entladungsstrom  durch  Fiel- 
&che    Wirkungen  merklich  wird.     Aber  die  Stärke   dieser  Wi^ 
kungen  ist    im  Allgemeinen  nicht  gegeben  durch  die  KenDtii» 
der  Elektricitätsmenge  und  Dichtigkeit  der  Batterie,   man  mm» 
noch  die  Dauer  und  Art  der  Entladung,  in  einigen  Fällen  aoeb 
die  Richtung    des    Stromes    kennen.    Zeit  und    Art   der  Eofla* 
düng   sind,    bei    constanter    Elektricitätsmenge   und   Dichtigkeit, 
veränderlich  mit  der  BeschaiTenheit  des  Schliessungsbogens;  sie 
werden  indirect  bestimmt  durch  Beobachtung  der  Wirkung  des 
Stromes/'    „Die  hauptsächlichsten  Prüfungsmittei  des  Entladiuigs- 
stroms  bezwecken   die   Kenntniss    dieser   unbekannten   Factoren 
des  Stromes  und  dfirfen  nur  solchen  Wirkungen  entnommen  seio, 
welche  von  der  Zeit  und  Art  der  Entladung  abhangen.'' 

In  dieser  Beziehung  werden  nun  nach  und  nach  discatirt: 
{.  I.  Die  Elongation  der  Magnetnadel.  —  §.2.  Magnetisiroog  tod 
Eisennadeln.  —  {.3.  Schlagweite.  —  §.4.  Erwärmung.  —  {«S. 
Elektrodynamische  Abstossung,  ^  §.6.  Mechanische  Wiiknog. 
GIfihen  Fon  Metalldräthen.  —  §.  7.  Chemische  Wirkung.  ZfiodoDg. 
—  §.  8.  Polarisirung  von  Metallplatten.  Bildung  von  Stanbägnien. 
Durchbohrung  von  Papier. 

Wenn  auch  nicht  eigentlich  in  den  Kreis  des  Archivs  gehS* 
rend,  kennen  doch  als  allgemein  interessant  hier  noch  die  beiden 
folgenden  Ao^aätze  erwähnt  werden: 

Konten:  Beitrag  zur  Kenntniss  des  Verwesongfi- 
pros43sses.    S.  38.— «S.44. 

Mliliaet  Ueber  die  Wirkung  des  amerikanische' 
Pfeilgiftes. 
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\ 


r 


// 


// 


/' 


<^     / 


■saBOMBa 


.  ü.  Stoh 

riuJav 


-»» 


ar 


SB 


